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خلاصه: در زمین لرزه  های سال های اخیر ثابت شده است که استفاده از جداگرهای الاستومری در پل ها، رفتار لرزه  ای این نوع زیر 
ساخت  های شهری را بهبود می  دهد. کاربرد این جداگرها در زیر عرشه  ی پل های دهانه بلند و یا زیر ستون  های با ارتفاع زیاد ممکن 
است باعث ایجاد چرخش در جداگرهای الاستومری شود و در نتیجه بر رفتار لرزه  ایی جداگرها و پل ها اثر گذارد. رفتار این جداگر  ها 
تحت بارگذاری خالص )فشار، برش، خمش( و یا ترکیب فشار-برش در سطوح مختلف مطالعه شده است، لیکن مطالعات اندکی به 
بررسی رفتار این جداگرها تحت ترکیب بارگذاری که شامل چرخش نیز باشد، پرداخته است. در این مطالعه با استفاده از یک مدل 
مکانیکی دو بعدی از جداگرهای الاستومری، رفتار آن ها تحت اثر همزمان فشار، برش و چرخش بررسی شده است. این مدل مکانیکی 
شامل سه لایه از فنرهای محوری با رفتار هیسترزیس غیرخطی است که نقش توزیع تغییر شکل های خمشی و فشاری را بر عهده 
دارند. مقایسه نتایج آنالیز خمشی استاتیکی مدل با مطالعات آزمایشگاهی نشان از تطابق مناسب آن دارد. نتایج نشان می دهد که 
تغییرات سختی چرخشی با میزان بار فشاری نسبت مستقیم و با تغییر شکل برشی نسبتی معکوس دارد. همچنین وجود چرخش در 

جداگرهای الاستومری سبب تغییرات قابل ملاحظه  ای بر مقدار نیروی برشی بحرانی می  باشد.
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مقدمه-  
از  یکی  عنوان  به  لرزه  ای  جداگرهای  از  بهره  گیری  اخیر،  دهه    سه  در 
گرفته  قرار  توجه    مورد  زلزله  اثرات مخرب  از  روش  های حفاظت سازه  ها 
است. یکی از پرکاربردترین جداگرهای لرزه  ای، جداگر   الاستومری است. این 
جداگرها از تعدادی لایه   لاستیکی به همراه صفحات فولادی که به صورت 
یک در میان تحت فشار و حرارت بر روی هم قرار گرفته و مسلح گردیده 
و  محوری  تغییر شکل  کاهش  باعث  ترتیب  بدین  تا  ساخته می شود  است، 
افزایش باربری گردد. استفاده از این جداگرها به همراه انواع میراگرها یکی 
از مناسب ترین طرح  های لرزه  ای برای کاهش خرابی    های ناشی از زلزله در 
پل های بزرگراهی محسوب می  شوند. در مطالعات پیشین، این جداگرها بیشتر 
به لحاظ تغییر شکل  های ناشی از بار محوری و نیروی برشی و صرف نظر از 
وجود چرخش بررسی شده اند. با این وجود در جداگرهای الاستومری نصب 
شده در پل های بزرگراهی امکان چرخش در هر دو انتهای جداگر توام با فشار 
و برش وجود دارد. به علت تغییر شکل خمشی قابل توجه وسط دهانه عرشه 

نقلیه،  از عبور و مرور وسایل  ناشی  ثقلی  بارهای  بلند تحت  پل های دهانه 
انتهای فوقانی جداگر دچار چرخش می  شود. این چرخش انتهایی جداگرهای 
اثر  در  مثال؛  عنوان  به  گردد  ایجاد  دیگری  موارد  در  می  تواند  الاستومری 
اثر  بر  فونداسیون  گسیختگي  های  کوله  ها،  پشت  خاکریز  ریزش  و  نشست 
روانگرایي خاک و نشست  های نامتقارن و همچنین در اثر کمانش ستون  ها 

تحت بارهای جانبی )شکل 1(. 
 مطالعه و شناخت کافی از رفتار جداگرهای الاستومری در چنین شرایطی 
باعث بهبود ارزیابی لرزه  ای پل های جداسازی شده و پیش آگاهی از عملکرد 

دور از انتظار آن ها می  گردد.
بین  اندرکنش  از  متأثر  الاستومری  جداگرهای  مکانیکی  مشخصات 
این  معمول  کاربرد  دلیل  به  همچنین  و  است  برشی  و  فشاری  نیروی  های 
جداگرها بین دو دیافراگم صلب، تغییر شکل و باربری غالب آن ها به صورت 
فشاری و برشی می  باشد. از این رو بیشتر مطالعات پیشین به بررسی رفتار 
جداگرها تحت اثر ترکیب نیروی فشاری و برشی صورت پرداخته و وضعیت 
نهایی ناپایداری جداگر مورد مطالعه قرار گشته است. مطالعات آزمایشگاهی 
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در خصوص پایداری جداگرهای الاستومری توسط باکل و کلی1 ]1[ در سال 
1986 و همچنین باکل و لیوو2 ]2[ در سال 1993 منجر به ارائه یک فرمول 
ساده با عنوان روش هم پوشانی سطح برای تخمین نیروی فشاری بحرانی 
کارانه  محافظه  مدل  این  نتایج  که  نمود  مشخص  بعدی  مطالعات  گردید. 
استاتیکی  به جای روش های  دینامیکی  از روش های  استفاده   .]3[ می باشد 
به علت نزدیکی به شرایط واقعی از لحاظ بارگذاری به هنگام زلزله می تواند 
نتایج و پاسخ دقیق تر و واقعی تری را به دنبال داشته باشد. در این خصوص 
می  توان به مطالعات حکیمیان و تقی  خانی   اشاره کرد که در آن بر روی یک 
مدل آزمایشگاهی از جداگر الاستومری، مجموعه  اي از آزمایشات دینامیکي 
انجام و با نتایج مدل اجزای محدود مقایسه گردید ]4[. در این مطالعه مشاهده 
و  کاهش  معادل  برشی  سختی  جانبی،  جابه  جایی  دامنه  افزایش  با  که  شد 
رفتار  جداگر  بزرگ،  برشی  کرنش  های  در  و  می  یابد  افزایش  میرایی  درصد 
سخت شوندگی دارد  . همان طور که در ابتدا بیان شد اکثر مطالعات با فرض 
عدم چرخش در جداگر صورت پذیرفته است و تعداد معدودی از محققین اثر 

1  Buckle, Kelly.
2  Buckle , Liu.

چرخش بر رفتار دینامیکی جداگر الاستومری را مورد توجه خود قرار دادند، 
که در ادامه به برخی پرداخته شده است.

 کرودر و بکر3 رفتار یک نمونه آزمایشگاهی از جداگر الاستومری را در 
شرایطی که جداگر در زیر یک ستون انعطاف  پذیر قرار گرفته است مطالعه 
جداگر  انتهای  در  چرخش  ایجاد  شد،  مشاهده  پژوهش  این  در   .]5[ کردند 
الاستومری به علت تغییر شکل ستون، باعث کاهش قابل توجهی در سختی 
جانبی آن می  گردد. علی کاربخش و همکاران با استفاده از تئوری هارینگس4، 
با در نظر گرفتن چرخش های اولیه در انتهای فوقانی و یا تحتانی به عنوان 
شرایط مرزی در جداگرهای الاستومری یک مدل تحلیلی ماکرو، ارائه نمودند 
]6[. در این مطالعه آن ها مشاهده کردند که شرایط مرزی مختلف، تاثیر قابل 
توجهی بر مشخصات مکانیکی جداگر الاستومری دارد. زانگِن و همکاران5 
در  الاستومری  مکانیکی جداگرهای  بررسی مشخصات  و  تحلیل  منظور  به 
مواقع کاربرد آن در دهانه  ی بزرگ سازه  های فضایی که امکان چرخش در 

3  Crowder, Becker
4  Haringx
5  Zhonggen Xu  et al.

 

 
 دوران کوله یا تغییر شکل خمشی عرشه پل تحت بار وسایل نقلیه و یا نشست وعلت ه الاستومری ب ایجاد چرخش در جداگر )الف(. 1شکل 

 پل در اثر بارهای جانبی و ایجاد چرخش در جداگر الاستومری، )ب( کمانش کلی ستون پل
Figure 1. (a) Rotation in elastomeric bearing due to flexure of the deck bridge under the load of vehicles or 

subsidence or rotation of abutments 
 (b) Overall buckling of the bridge column due to lateral loads and rotation in the elastomeric bearing 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 1. )الف( ایجاد چرخش در جداگر الاستومری به علت تغییر شکل خمشی عرشه پل تحت بار وسایل نقلیه و یا نشست و یا دوران کوله 
پل، )ب( کمانش کلی ستون پل در اثر بارهای جانبی و ایجاد چرخش در جداگر الاستومری

Fig. 1. (a) Rotation in elastomeric bearing due to flexure of the deck bridge under the load of vehicles or sub-
sidence or rotation of abutments. (b) Overall buckling of the bridge column due to lateral loads and rotation 

in the elastomeric bearing
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آن وجود دارد، اقدام به مدل سازی در نرم افزار آباکوس نمود. نتایج مطالعه 
آن ها نشان می  دهد که افزایش چرخش انتهای جداگر، در کرنش  های برشی 
کوچک، موجب کاهش سختی و در کرنش  های برشی بزرگ، باعث افزایش 
اثر  بررسی  منظور  به  وکنستاندیندیس1  مقدم  راستگو   .]7[ می گردد  سختی 
سری  دو  الاستومری  جداگرهای  جانبی  رفتار  روی  بر  تکیه گاهی  چرخش 
دایروی شکل تحت  با مقطع  در هر دو سری جداگر  دادند،  انجام  آزمایش 
بار فشاری و چرخش انتهایی مشخص و ثابت قرار گرفته ولی در یک حالت 
جداگر تحت جابه جایی جانبی شبه استاتیکی سیکلی و در حالت دوم تحت 
جابه  جایی یکنواخت افزایشی بررسی شده است و نتایج حاصل با مدل های 
چرخش  اثر  موضوع  اهمیت  نتایج  که  است  گردیده  مقایسه  محدود  اجزاء 
در رفتار جداگر را نشان می دهد ]11-8[. در کنار مدل  های آزمایشگاهی و 
اجزای محدود که نیازمند محاسبات پیچیده، زمان بر و پرهزینه می  باشد، ارائه 
مدل های مکانیکی که متشکل از تعدادی فنر و المان های صلب می باشد و 
با  رفتار جداگرها و تخمین مشخصات غیر خطی آن ها  به شبیه سازی  قادر 

دقت مناسب و بدون صرف زمان و محاسبات زیاد باشد، ضروری می  باشد. 
از این رو کوه و کلی2 در سال 1988 اولین مدل مکانیکی را به منظور 
مطالعه در زمینه پایداری جداگرهای الاستومری ارائه نمودند ]12[. این مدل 
میله ای صلب  المان  یک  و  چرخشی  و  برشی  فنر  دو  از  متشکل  بعدی  دو 
ثابت و خطی  تغییر شکل  ها کوچک و سختی فنرها  این مدل  می  باشد. در 

1  Rastgoo Moghadam, Konstantinidis
2  Koh and Kelly

فرض شده است )شکل 2-الف(. این مدل در تخمین مقدار تغییر شکل برشی 
و فشاری دقت مناسبی داشته است. ایزوکا3 با توسعه این مدل توانست مدلی 
ارائه دهد و رفتار جداگر را در تغییر شکل های بزرگ بررسی و اثرات غیرخطی 
مصالح را در مدل ارائه دهد ]13[. یاماموتو و همکاران4 یک مدل مکانیکی 
برای جداگرهای الاستومری معرفی کردند که در این مدل اثرات بر هم نهی 
بار محوری و نیروی برشی و وابستگی مشخصات مکانیکی جداگر به تغییرات 
بار فشاری و همچنین رفتار هیسترزیس غیرخطی مطابق مدل های واقعی، 

مدل سازی شده بود ]14[ )شکل 2-ب(.
جداگرهای  مشخصات  و  رفتار  در  چرخش  اثر  ارزیابی  راستای  در 
از  مکانیکی  ابتدا سه مدل   ]8[ کنستاندیندیس  و  مقدم  راستگو  الاستومری 
مطالعات پیشین را به گونه  ای اصلاح کردند که امکان در نظر گرفتن چرخش 
در این مدل های مکانیکی وجود داشته باشد. نتایج حاصل در مقایسه با نتایج 
مدل میکرو المان محدود، نشان داد که این مدل ها بسته به مقدار بار محوری 
و میزان چرخش انتهای جداگر، تخمین دقیقی از نیروی برشی و جابه  جایی 
متناظر با حد ناپایداری را نشان نمی  دهد. راستگو مقدم و کنستاندیندیس یک 
مدل مکانیکی جدید معرفی کردند. این مدل مکانیکی شامل دو مجموعه فنر 
محوری با آرایش موازی است که در دو انتهای مدل در نظر گرفته شده است 
و امکان اعمال چرخش انتهایی در آن وجود دارد. در این مدل یک تک فنر 
برشی در میانه ساختار مکانیکی معرفی گردیده است و شبیه ساز رفتار برشی 

3  Iizuka
4  Yamamoto et al.

 
 [11] و همکاران اماموتوی( ب، [12] ی( کوه و کلالف ،یکیمکان یهامدل. 2شکل 

Figure 2. Mechanical models, (a) Koh and Kelly, (b) Yamamoto et al. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 2. مدل های مکانیکی، الف( کوه و کلی ]2 [، ب( یاماموتو و همکاران ]14[

Fig. 2. Mechanical models, (a) Koh and Kelly, (b) Yamamoto et al.
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جداگر الاستومری است. در این مدل فنرهای محوری دارای رفتار دو خطی و 
فنر برشی میانی رفتار غیرخطی وابسته به جابه جایی می باشد. راستگو مقدم، 
چرخش ثابتی در حالات مختلف در دو انتهای جداگر در نظر گرفت سپس 
اثر چرخش را در توزیع تنش و کرنش و حد بحرانی جداگرهای الاستومری 
بررسی کرد و مشاهده شد وجود چرخش در کرنش  های برشی کوچک نسبت 
به کرنش  های برشی بزرگ تاثیر بیشتری بر روی توزیع تنش و کرنش دارد.  
در حال حاضر محققین به دنبال معرفی و ارائه مدل های مکانیکی با دقت 
بالا به طوری که اثر چرخش در رفتار جداگرهای الاستومری نزدیک به نتایج 
آزمایشگاهی باشد، از این جهت ایشی و همکاران ]15[ مدل ارائه شده توسط 
یاماموتو ]14[ را با افزایش چندین المان مکانیکی به گونه  ای گسترش دادند 
که ضمن امکان در نظر گرفتن چرخش انتهای در این مدل مکانیکی، دقت 

مدل نسبت به مدل  های مکانیکی پیشین افزایش یابد. 
ایشی و  از تشریح مدل مکانیکی معرفی شده توسط  مقاله حاضر پس 
همکاران ]15[ که قادر به شبیه سازی رفتار جداگر تحت اثر همزمان تغییر 
این  نتایج  سنجی  به صحت  اقدام  می  باشد،  انتهایی  دوران  و  برشی  شکل 
مدل مکانیکی با نتایج چندین مدل آزمایشگاهی نموده و در ادامه به صورت 
پارامتریک، رفتار آن در اثر وجود چرخش به صورت کیفی بررسی شده است.

مدل مکانیکی جداگرهای الاستومری- 2
فرمول بندی مدل- 1- 2

شکل 3 مدل مکانیکی از جداگر   الاستومری که توسط ایشی و همکاران 
]15[ در سال 2017 ارائه شده است، را نشان می  دهد. مطابق شکل 3 مدل 
قرار  و چرخش  برشی  تغییر شکل  فشاری،  بار  اثر همزمان  مکانیکی تحت 
سری  سه  از  متشکل  و  بوده  بعدی  دو  صورت  به  مدل  این  است.  گرفته 
پایینِ مدل به  از فنرهای محوری می  باشد که در سه قسمت بالا، وسط و 
گونه  ای تعبیه شده که هر لایه از سری فنر بین دو صفحه صلب قرار گرفته 
است. این صفحات توسط دو میله صلب با طول هر یک، برابر نصف ارتفاع 
مدل واقعی جداگر بهم متصل شده  اند. به منظور شبیه سازی مواد الاستومری 
در رفتار خمشی و فشاری جداگرهای الاستومری برای هر یک از این فنرهای 
در وسط  است. همچنین  تعریف شده  رفتار غیرخطی هیسترزیس  محوری، 
به  رفتار خطی  با  فنر محوری  و یک تک  برشی  فنر  میانی یک تک  لایه 
صورت جداگانه مدل شده است که رفتار برشی جداگر توسط این فنر برشی 
معرفی گردیده است. با توجه به ساختار کلی مدل مکانیکی، جهت فرمول 
بندی روابط ریاضی نیرو-جابه  جایی و تحصیل ماتریس سختی مدل مکانیکی 
نیازمند است با استفاده از روش های اجزای محدود این ساختار مکانیکی به 

 

 
 [11] یمحور یفنرها هیمتشکل از سه لا یکیمدل مکان. 3شکل 

Figure 3. Three-layer multi-spring mechanical model. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 3. مدل مکانیکی متشکل از سه لایه فنرهای محوری ]15[

Fig. 3. Three-layer multi-spring mechanical model.
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اجزاء ساده  تر تقسیم شود. سپس روابط ماتریسی برای تک تک اجزاء محاسبه 
شده و در نهایت از برهم نهی اجزاء روابط ماتریسی کل به دست آید. با توجه 
 a,m,m',n',n,b به شکل 3 برای مدل مکانیکی شش گره تحت عنوان
مستقل  آزادی  درجات  دارای   b و    aخارجی گره  های  است.  شده  تعریف 
در جهت افقی، قائم و چرخشی می  باشد و گره های داخلی،m  و n دارای 
درجات آزادی مستقل قائم و چرخشی است ولی درجات آزادی افقی این دو 
 a گره مستقل نبوده و به ترتیب برابر با درجات آزادی افقی گره  های خارجی
و b می  باشد. گره  های  'm و 'n دارای درجات آزادی در جهت افقی، قائم و 
 m چرخشی است که با استفاده از روابط هندسی قابل بیان توسط گره  های
و  n می  باشد و در روابط ماتریسی کل وجود نخواهند داشت. با استفاده از 
روش المان محدود کل ساختار مدل به سه جزء m-n،a-m  و n-b تبدیل 
می  شود. شکل 4 نیروها و تغییر شکل  های فنرهای محوری مربوط به لایه 
a-m را نشان می  دهد. در پارامترهای به کار رفته برای هر سه لایه، اندیس 

پایین سمت چپ، اشاره به فنر  iام در هر لایه دارد و اندیس بالا سمت چپ 
به صورت جداگانه   a-m برای لایه  فنرها می  باشد.  نام لایه  نشان دهنده 
گره    های m وa  دارای دو درجه آزادی مستقل قائم و چرخشی است و درجه 

آزادی افقی برای هر دو گره یکسان می  باشد. 
برابر   a-m لایه  این  در  محوری  فنرهای  از  یک  هر  طول  تغییر  نمو 

رابطه )1( است.

(1) (1)  1       1       am am am am
i i il l u         

 

(2) ∆ 𝑢𝑢 𝑎𝑎𝑎𝑎 = { ∆𝑣𝑣𝑎𝑎  ∆𝜃𝜃𝑎𝑎  ∆𝑣𝑣𝑎𝑎   ∆𝜃𝜃𝑎𝑎}𝑇𝑇 

 

(3) ∆ 𝑓𝑓𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝑘𝑘𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎    ∆ 𝛿𝛿𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎  

 

(4) ∆𝑝𝑝𝑎𝑎 = −∆𝑝𝑝𝑎𝑎 = −∑∆ 𝑓𝑓𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑁𝑁

𝑖𝑖=1
 

(5) ∆𝑚𝑚𝑎𝑎 = −∆𝑚𝑚𝑎𝑎 = −∑∆ 𝑓𝑓𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎   𝑙𝑙𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑁𝑁

𝑖𝑖=1
 

 

(6) ∆ 𝑓𝑓 𝑎𝑎𝑎𝑎 = { ∆𝑝𝑝𝑎𝑎  ∆𝑚𝑚𝑎𝑎  ∆𝑝𝑝𝑎𝑎  ∆𝑚𝑚𝑎𝑎}𝑇𝑇 

 

(7) ∆ 𝑓𝑓 𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝐾𝐾 ∆ 𝑢𝑢 𝑎𝑎𝑎𝑎
 

𝑎𝑎𝑎𝑎  

 

(8) 

𝐾𝐾 𝑎𝑎𝑎𝑎 =

[
 
 
 𝐾𝐾1 
𝑎𝑎𝑎𝑎

  
 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑚𝑚  

    

𝐾𝐾2 
𝑎𝑎𝑎𝑎

𝐾𝐾3 
𝑎𝑎𝑎𝑎

  
  

    

− 𝐾𝐾1 
𝑎𝑎𝑎𝑎

− 𝐾𝐾2 
𝑎𝑎𝑎𝑎

𝐾𝐾1 
𝑎𝑎𝑎𝑎

 
    

    
− 𝐾𝐾2 

𝑎𝑎𝑎𝑎

− 𝐾𝐾3 
𝑎𝑎𝑎𝑎

𝐾𝐾2 
𝑎𝑎𝑎𝑎

𝐾𝐾3 
𝑎𝑎𝑎𝑎 ]

 
 
 
 

𝐾𝐾1 
𝑎𝑎𝑎𝑎 = ∑ 𝑘𝑘𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑁𝑁

𝑖𝑖=1
   ,  

𝐾𝐾2 
𝑎𝑎𝑎𝑎 = ∑ 𝑘𝑘 𝑙𝑙𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑖𝑖
𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑁𝑁

𝑖𝑖=1
     ,  

𝐾𝐾3 
𝑎𝑎𝑎𝑎 = ∑ 𝑘𝑘𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑁𝑁

𝑖𝑖=1
 𝑙𝑙𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎 2 

 
 

(9) ∆ 𝑓𝑓 𝑎𝑎′𝑛𝑛′ = {∆𝑞𝑞𝑎𝑎′  ∆𝑝𝑝𝑎𝑎′  ∆𝑚𝑚𝑎𝑎′ ∆𝑞𝑞𝑛𝑛′  ∆𝑝𝑝𝑛𝑛′  ∆𝑚𝑚𝑛𝑛′}𝑇𝑇 

(11) ∆ 𝑢𝑢 𝑎𝑎′𝑛𝑛′ = {∆𝑢𝑢𝑎𝑎′  ∆𝑣𝑣𝑎𝑎′  ∆𝜃𝜃𝑎𝑎′ ∆𝑢𝑢𝑛𝑛′  ∆𝑣𝑣𝑛𝑛′  ∆𝜃𝜃𝑛𝑛′}𝑇𝑇 

 

 

 

    amu∆ am  فاصله فنر  iام از مرکز سری فنرها است و 
i l در رابطه )1( 

بردار نمو جابه  جایی لایه a-m است و به صورت رابطه )2( تعریف می  شود.

(2)

(1)  1       1       am am am am
i i il l u         

 

(2) ∆ 𝑢𝑢 𝑎𝑎𝑎𝑎 = { ∆𝑣𝑣𝑎𝑎  ∆𝜃𝜃𝑎𝑎  ∆𝑣𝑣𝑎𝑎   ∆𝜃𝜃𝑎𝑎}𝑇𝑇 

 

(3) ∆ 𝑓𝑓𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝑘𝑘𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎    ∆ 𝛿𝛿𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎  

 

(4) ∆𝑝𝑝𝑎𝑎 = −∆𝑝𝑝𝑎𝑎 = −∑∆ 𝑓𝑓𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑁𝑁

𝑖𝑖=1
 

(5) ∆𝑚𝑚𝑎𝑎 = −∆𝑚𝑚𝑎𝑎 = −∑∆ 𝑓𝑓𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎   𝑙𝑙𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑁𝑁

𝑖𝑖=1
 

 

(6) ∆ 𝑓𝑓 𝑎𝑎𝑎𝑎 = { ∆𝑝𝑝𝑎𝑎  ∆𝑚𝑚𝑎𝑎  ∆𝑝𝑝𝑎𝑎  ∆𝑚𝑚𝑎𝑎}𝑇𝑇 

 

(7) ∆ 𝑓𝑓 𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝐾𝐾 ∆ 𝑢𝑢 𝑎𝑎𝑎𝑎
 

𝑎𝑎𝑎𝑎  

 

(8) 

𝐾𝐾 𝑎𝑎𝑎𝑎 =

[
 
 
 𝐾𝐾1 
𝑎𝑎𝑎𝑎

  
 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑚𝑚  

    

𝐾𝐾2 
𝑎𝑎𝑎𝑎

𝐾𝐾3 
𝑎𝑎𝑎𝑎

  
  

    

− 𝐾𝐾1 
𝑎𝑎𝑎𝑎

− 𝐾𝐾2 
𝑎𝑎𝑎𝑎

𝐾𝐾1 
𝑎𝑎𝑎𝑎

 
    

    
− 𝐾𝐾2 

𝑎𝑎𝑎𝑎

− 𝐾𝐾3 
𝑎𝑎𝑎𝑎

𝐾𝐾2 
𝑎𝑎𝑎𝑎

𝐾𝐾3 
𝑎𝑎𝑎𝑎 ]

 
 
 
 

𝐾𝐾1 
𝑎𝑎𝑎𝑎 = ∑ 𝑘𝑘𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑁𝑁

𝑖𝑖=1
   ,  

𝐾𝐾2 
𝑎𝑎𝑎𝑎 = ∑ 𝑘𝑘 𝑙𝑙𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑖𝑖
𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑁𝑁

𝑖𝑖=1
     ,  

𝐾𝐾3 
𝑎𝑎𝑎𝑎 = ∑ 𝑘𝑘𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑁𝑁

𝑖𝑖=1
 𝑙𝑙𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎 2 

 
 

(9) ∆ 𝑓𝑓 𝑎𝑎′𝑛𝑛′ = {∆𝑞𝑞𝑎𝑎′  ∆𝑝𝑝𝑎𝑎′  ∆𝑚𝑚𝑎𝑎′ ∆𝑞𝑞𝑛𝑛′  ∆𝑝𝑝𝑛𝑛′  ∆𝑚𝑚𝑛𝑛′}𝑇𝑇 

(11) ∆ 𝑢𝑢 𝑎𝑎′𝑛𝑛′ = {∆𝑢𝑢𝑎𝑎′  ∆𝑣𝑣𝑎𝑎′  ∆𝜃𝜃𝑎𝑎′ ∆𝑢𝑢𝑛𝑛′  ∆𝑣𝑣𝑛𝑛′  ∆𝜃𝜃𝑛𝑛′}𝑇𝑇 

 

 

 

درجات  جابه  جایی  نمو  ترتیب  به   aθ∆  , mv∆ ,  mθ∆   av∆ ,
آزادی قائم و چرخشی گره  های a و m است.

با توجه به سختی و میزان نمو جابه  جایی هر یک از فنرها مقادیر نیروی 
آن ها مطابق رابطه )3( محاسبه می  شود.

(3)

(1)  1       1       am am am am
i i il l u         

 

(2) ∆ 𝑢𝑢 𝑎𝑎𝑎𝑎 = { ∆𝑣𝑣𝑎𝑎  ∆𝜃𝜃𝑎𝑎  ∆𝑣𝑣𝑎𝑎   ∆𝜃𝜃𝑎𝑎}𝑇𝑇 

 

(3) ∆ 𝑓𝑓𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝑘𝑘𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎    ∆ 𝛿𝛿𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎  

 

(4) ∆𝑝𝑝𝑎𝑎 = −∆𝑝𝑝𝑎𝑎 = −∑∆ 𝑓𝑓𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑁𝑁

𝑖𝑖=1
 

(5) ∆𝑚𝑚𝑎𝑎 = −∆𝑚𝑚𝑎𝑎 = −∑∆ 𝑓𝑓𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎   𝑙𝑙𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑁𝑁

𝑖𝑖=1
 

 

(6) ∆ 𝑓𝑓 𝑎𝑎𝑎𝑎 = { ∆𝑝𝑝𝑎𝑎  ∆𝑚𝑚𝑎𝑎  ∆𝑝𝑝𝑎𝑎  ∆𝑚𝑚𝑎𝑎}𝑇𝑇 

 

(7) ∆ 𝑓𝑓 𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝐾𝐾 ∆ 𝑢𝑢 𝑎𝑎𝑎𝑎
 

𝑎𝑎𝑎𝑎  

 

(8) 

𝐾𝐾 𝑎𝑎𝑎𝑎 =

[
 
 
 𝐾𝐾1 
𝑎𝑎𝑎𝑎

  
 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑚𝑚  

    

𝐾𝐾2 
𝑎𝑎𝑎𝑎

𝐾𝐾3 
𝑎𝑎𝑎𝑎

  
  

    

− 𝐾𝐾1 
𝑎𝑎𝑎𝑎

− 𝐾𝐾2 
𝑎𝑎𝑎𝑎

𝐾𝐾1 
𝑎𝑎𝑎𝑎

 
    

    
− 𝐾𝐾2 

𝑎𝑎𝑎𝑎

− 𝐾𝐾3 
𝑎𝑎𝑎𝑎

𝐾𝐾2 
𝑎𝑎𝑎𝑎

𝐾𝐾3 
𝑎𝑎𝑎𝑎 ]

 
 
 
 

𝐾𝐾1 
𝑎𝑎𝑎𝑎 = ∑ 𝑘𝑘𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑁𝑁

𝑖𝑖=1
   ,  

𝐾𝐾2 
𝑎𝑎𝑎𝑎 = ∑ 𝑘𝑘 𝑙𝑙𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑖𝑖
𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑁𝑁

𝑖𝑖=1
     ,  

𝐾𝐾3 
𝑎𝑎𝑎𝑎 = ∑ 𝑘𝑘𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑁𝑁

𝑖𝑖=1
 𝑙𝑙𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎 2 

 
 

(9) ∆ 𝑓𝑓 𝑎𝑎′𝑛𝑛′ = {∆𝑞𝑞𝑎𝑎′  ∆𝑝𝑝𝑎𝑎′  ∆𝑚𝑚𝑎𝑎′ ∆𝑞𝑞𝑛𝑛′  ∆𝑝𝑝𝑛𝑛′  ∆𝑚𝑚𝑛𝑛′}𝑇𝑇 

(11) ∆ 𝑢𝑢 𝑎𝑎′𝑛𝑛′ = {∆𝑢𝑢𝑎𝑎′  ∆𝑣𝑣𝑎𝑎′  ∆𝜃𝜃𝑎𝑎′ ∆𝑢𝑢𝑛𝑛′  ∆𝑣𝑣𝑛𝑛′  ∆𝜃𝜃𝑛𝑛′}𝑇𝑇 

 

 

 

سختی فنر  i ام است. نمو نیرو و نمو جابه  جایی برای    am
i k که در آن

فنرها  شده  ی  ذخیره  نیروی  از  استفاده  با   a و   m گره  های  آزادی  درجات 

 
 a-m [11] هلای در هافنرها و گره جاییو جابه روین. 1شکل 

Figure 4. Forces and deformations on the springs and nods at the layer a-m 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

] 5[ a-m شکل 4. نیرو و جابه جایی فنرها و گره ها در لایه

Fig. 4. Forces and deformations on the springs and nods at the layer a-m
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مطابق روابط )4( و )5( است.

(4)

(1)  1       1       am am am am
i i il l u         

 

(2) ∆ 𝑢𝑢 𝑎𝑎𝑎𝑎 = { ∆𝑣𝑣𝑎𝑎  ∆𝜃𝜃𝑎𝑎  ∆𝑣𝑣𝑎𝑎   ∆𝜃𝜃𝑎𝑎}𝑇𝑇 

 

(3) ∆ 𝑓𝑓𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝑘𝑘𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎    ∆ 𝛿𝛿𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎  

 

(4) ∆𝑝𝑝𝑎𝑎 = −∆𝑝𝑝𝑎𝑎 = −∑∆ 𝑓𝑓𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑁𝑁

𝑖𝑖=1
 

(5) ∆𝑚𝑚𝑎𝑎 = −∆𝑚𝑚𝑎𝑎 = −∑∆ 𝑓𝑓𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎   𝑙𝑙𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑁𝑁

𝑖𝑖=1
 

 

(6) ∆ 𝑓𝑓 𝑎𝑎𝑎𝑎 = { ∆𝑝𝑝𝑎𝑎  ∆𝑚𝑚𝑎𝑎  ∆𝑝𝑝𝑎𝑎  ∆𝑚𝑚𝑎𝑎}𝑇𝑇 

 

(7) ∆ 𝑓𝑓 𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝐾𝐾 ∆ 𝑢𝑢 𝑎𝑎𝑎𝑎
 

𝑎𝑎𝑎𝑎  

 

(8) 

𝐾𝐾 𝑎𝑎𝑎𝑎 =

[
 
 
 𝐾𝐾1 
𝑎𝑎𝑎𝑎

  
 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑚𝑚  

    

𝐾𝐾2 
𝑎𝑎𝑎𝑎

𝐾𝐾3 
𝑎𝑎𝑎𝑎

  
  

    

− 𝐾𝐾1 
𝑎𝑎𝑎𝑎

− 𝐾𝐾2 
𝑎𝑎𝑎𝑎

𝐾𝐾1 
𝑎𝑎𝑎𝑎

 
    

    
− 𝐾𝐾2 

𝑎𝑎𝑎𝑎

− 𝐾𝐾3 
𝑎𝑎𝑎𝑎

𝐾𝐾2 
𝑎𝑎𝑎𝑎

𝐾𝐾3 
𝑎𝑎𝑎𝑎 ]

 
 
 
 

𝐾𝐾1 
𝑎𝑎𝑎𝑎 = ∑ 𝑘𝑘𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑁𝑁

𝑖𝑖=1
   ,  

𝐾𝐾2 
𝑎𝑎𝑎𝑎 = ∑ 𝑘𝑘 𝑙𝑙𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑖𝑖
𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑁𝑁

𝑖𝑖=1
     ,  

𝐾𝐾3 
𝑎𝑎𝑎𝑎 = ∑ 𝑘𝑘𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑁𝑁

𝑖𝑖=1
 𝑙𝑙𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎 2 

 
 

(9) ∆ 𝑓𝑓 𝑎𝑎′𝑛𝑛′ = {∆𝑞𝑞𝑎𝑎′  ∆𝑝𝑝𝑎𝑎′  ∆𝑚𝑚𝑎𝑎′ ∆𝑞𝑞𝑛𝑛′  ∆𝑝𝑝𝑛𝑛′  ∆𝑚𝑚𝑛𝑛′}𝑇𝑇 

(11) ∆ 𝑢𝑢 𝑎𝑎′𝑛𝑛′ = {∆𝑢𝑢𝑎𝑎′  ∆𝑣𝑣𝑎𝑎′  ∆𝜃𝜃𝑎𝑎′ ∆𝑢𝑢𝑛𝑛′  ∆𝑣𝑣𝑛𝑛′  ∆𝜃𝜃𝑛𝑛′}𝑇𝑇 

 

 

 

(5)

(1)  1       1       am am am am
i i il l u         

 

(2) ∆ 𝑢𝑢 𝑎𝑎𝑎𝑎 = { ∆𝑣𝑣𝑎𝑎  ∆𝜃𝜃𝑎𝑎  ∆𝑣𝑣𝑎𝑎   ∆𝜃𝜃𝑎𝑎}𝑇𝑇 

 

(3) ∆ 𝑓𝑓𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝑘𝑘𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎    ∆ 𝛿𝛿𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎  

 

(4) ∆𝑝𝑝𝑎𝑎 = −∆𝑝𝑝𝑎𝑎 = −∑∆ 𝑓𝑓𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑁𝑁

𝑖𝑖=1
 

(5) ∆𝑚𝑚𝑎𝑎 = −∆𝑚𝑚𝑎𝑎 = −∑∆ 𝑓𝑓𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎   𝑙𝑙𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑁𝑁

𝑖𝑖=1
 

 

(6) ∆ 𝑓𝑓 𝑎𝑎𝑎𝑎 = { ∆𝑝𝑝𝑎𝑎  ∆𝑚𝑚𝑎𝑎  ∆𝑝𝑝𝑎𝑎  ∆𝑚𝑚𝑎𝑎}𝑇𝑇 

 

(7) ∆ 𝑓𝑓 𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝐾𝐾 ∆ 𝑢𝑢 𝑎𝑎𝑎𝑎
 

𝑎𝑎𝑎𝑎  

 

(8) 

𝐾𝐾 𝑎𝑎𝑎𝑎 =

[
 
 
 𝐾𝐾1 
𝑎𝑎𝑎𝑎

  
 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑚𝑚  

    

𝐾𝐾2 
𝑎𝑎𝑎𝑎

𝐾𝐾3 
𝑎𝑎𝑎𝑎

  
  

    

− 𝐾𝐾1 
𝑎𝑎𝑎𝑎

− 𝐾𝐾2 
𝑎𝑎𝑎𝑎

𝐾𝐾1 
𝑎𝑎𝑎𝑎

 
    

    
− 𝐾𝐾2 

𝑎𝑎𝑎𝑎

− 𝐾𝐾3 
𝑎𝑎𝑎𝑎

𝐾𝐾2 
𝑎𝑎𝑎𝑎

𝐾𝐾3 
𝑎𝑎𝑎𝑎 ]

 
 
 
 

𝐾𝐾1 
𝑎𝑎𝑎𝑎 = ∑ 𝑘𝑘𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑁𝑁

𝑖𝑖=1
   ,  

𝐾𝐾2 
𝑎𝑎𝑎𝑎 = ∑ 𝑘𝑘 𝑙𝑙𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑖𝑖
𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑁𝑁

𝑖𝑖=1
     ,  

𝐾𝐾3 
𝑎𝑎𝑎𝑎 = ∑ 𝑘𝑘𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑁𝑁

𝑖𝑖=1
 𝑙𝑙𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎 2 

 
 

(9) ∆ 𝑓𝑓 𝑎𝑎′𝑛𝑛′ = {∆𝑞𝑞𝑎𝑎′  ∆𝑝𝑝𝑎𝑎′  ∆𝑚𝑚𝑎𝑎′ ∆𝑞𝑞𝑛𝑛′  ∆𝑝𝑝𝑛𝑛′  ∆𝑚𝑚𝑛𝑛′}𝑇𝑇 

(11) ∆ 𝑢𝑢 𝑎𝑎′𝑛𝑛′ = {∆𝑢𝑢𝑎𝑎′  ∆𝑣𝑣𝑎𝑎′  ∆𝜃𝜃𝑎𝑎′ ∆𝑢𝑢𝑛𝑛′  ∆𝑣𝑣𝑛𝑛′  ∆𝜃𝜃𝑛𝑛′}𝑇𝑇 

 

 

 

∆mm به ترتیب نمو نیرو و نمو  ∆mp و   ،  am∆  ، ap∆ که در آن 
لنگر برای درجات آزادی قائم و چرخشی گره  های m و a است. 

  نشان داده 
amf∆ اگر بردار نمو نیرو برای درجات آزادی لایه a-m با 

شود، این بردار نمو نیرو مطابق رابطه )6( خواهد بود.

(6)

(1)  1       1       am am am am
i i il l u         

 

(2) ∆ 𝑢𝑢 𝑎𝑎𝑎𝑎 = { ∆𝑣𝑣𝑎𝑎  ∆𝜃𝜃𝑎𝑎  ∆𝑣𝑣𝑎𝑎   ∆𝜃𝜃𝑎𝑎}𝑇𝑇 

 

(3) ∆ 𝑓𝑓𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝑘𝑘𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎    ∆ 𝛿𝛿𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎  

 

(4) ∆𝑝𝑝𝑎𝑎 = −∆𝑝𝑝𝑎𝑎 = −∑∆ 𝑓𝑓𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑁𝑁

𝑖𝑖=1
 

(5) ∆𝑚𝑚𝑎𝑎 = −∆𝑚𝑚𝑎𝑎 = −∑∆ 𝑓𝑓𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎   𝑙𝑙𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑁𝑁

𝑖𝑖=1
 

 

(6) ∆ 𝑓𝑓 𝑎𝑎𝑎𝑎 = { ∆𝑝𝑝𝑎𝑎  ∆𝑚𝑚𝑎𝑎  ∆𝑝𝑝𝑎𝑎  ∆𝑚𝑚𝑎𝑎}𝑇𝑇 

 

(7) ∆ 𝑓𝑓 𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝐾𝐾 ∆ 𝑢𝑢 𝑎𝑎𝑎𝑎
 

𝑎𝑎𝑎𝑎  

 

(8) 

𝐾𝐾 𝑎𝑎𝑎𝑎 =

[
 
 
 𝐾𝐾1 
𝑎𝑎𝑎𝑎

  
 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑚𝑚  

    

𝐾𝐾2 
𝑎𝑎𝑎𝑎

𝐾𝐾3 
𝑎𝑎𝑎𝑎

  
  

    

− 𝐾𝐾1 
𝑎𝑎𝑎𝑎

− 𝐾𝐾2 
𝑎𝑎𝑎𝑎

𝐾𝐾1 
𝑎𝑎𝑎𝑎

 
    

    
− 𝐾𝐾2 

𝑎𝑎𝑎𝑎

− 𝐾𝐾3 
𝑎𝑎𝑎𝑎

𝐾𝐾2 
𝑎𝑎𝑎𝑎

𝐾𝐾3 
𝑎𝑎𝑎𝑎 ]

 
 
 
 

𝐾𝐾1 
𝑎𝑎𝑎𝑎 = ∑ 𝑘𝑘𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑁𝑁

𝑖𝑖=1
   ,  

𝐾𝐾2 
𝑎𝑎𝑎𝑎 = ∑ 𝑘𝑘 𝑙𝑙𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑖𝑖
𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑁𝑁

𝑖𝑖=1
     ,  

𝐾𝐾3 
𝑎𝑎𝑎𝑎 = ∑ 𝑘𝑘𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑁𝑁

𝑖𝑖=1
 𝑙𝑙𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎 2 

 
 

(9) ∆ 𝑓𝑓 𝑎𝑎′𝑛𝑛′ = {∆𝑞𝑞𝑎𝑎′  ∆𝑝𝑝𝑎𝑎′  ∆𝑚𝑚𝑎𝑎′ ∆𝑞𝑞𝑛𝑛′  ∆𝑝𝑝𝑛𝑛′  ∆𝑚𝑚𝑛𝑛′}𝑇𝑇 

(11) ∆ 𝑢𝑢 𝑎𝑎′𝑛𝑛′ = {∆𝑢𝑢𝑎𝑎′  ∆𝑣𝑣𝑎𝑎′  ∆𝜃𝜃𝑎𝑎′ ∆𝑢𝑢𝑛𝑛′  ∆𝑣𝑣𝑛𝑛′  ∆𝜃𝜃𝑛𝑛′}𝑇𝑇 

 

 

 

با استفاده از روابط فوق برای جزء لایه a-m از مدل مکانیکی می  توان 
روابط ماتریسی نیرو- تغییر شکل را مطابق رابطه )7( بیان کرد.

(7)

(1)  1       1       am am am am
i i il l u         

 

(2) ∆ 𝑢𝑢 𝑎𝑎𝑎𝑎 = { ∆𝑣𝑣𝑎𝑎  ∆𝜃𝜃𝑎𝑎  ∆𝑣𝑣𝑎𝑎   ∆𝜃𝜃𝑎𝑎}𝑇𝑇 

 

(3) ∆ 𝑓𝑓𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝑘𝑘𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎    ∆ 𝛿𝛿𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎  

 

(4) ∆𝑝𝑝𝑎𝑎 = −∆𝑝𝑝𝑎𝑎 = −∑∆ 𝑓𝑓𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑁𝑁

𝑖𝑖=1
 

(5) ∆𝑚𝑚𝑎𝑎 = −∆𝑚𝑚𝑎𝑎 = −∑∆ 𝑓𝑓𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎   𝑙𝑙𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑁𝑁

𝑖𝑖=1
 

 

(6) ∆ 𝑓𝑓 𝑎𝑎𝑎𝑎 = { ∆𝑝𝑝𝑎𝑎  ∆𝑚𝑚𝑎𝑎  ∆𝑝𝑝𝑎𝑎  ∆𝑚𝑚𝑎𝑎}𝑇𝑇 

 

(7) ∆ 𝑓𝑓 𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝐾𝐾 ∆ 𝑢𝑢 𝑎𝑎𝑎𝑎
 

𝑎𝑎𝑎𝑎  

 

(8) 

𝐾𝐾 𝑎𝑎𝑎𝑎 =

[
 
 
 𝐾𝐾1 
𝑎𝑎𝑎𝑎

  
 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑚𝑚  

    

𝐾𝐾2 
𝑎𝑎𝑎𝑎

𝐾𝐾3 
𝑎𝑎𝑎𝑎

  
  

    

− 𝐾𝐾1 
𝑎𝑎𝑎𝑎

− 𝐾𝐾2 
𝑎𝑎𝑎𝑎

𝐾𝐾1 
𝑎𝑎𝑎𝑎

 
    

    
− 𝐾𝐾2 

𝑎𝑎𝑎𝑎

− 𝐾𝐾3 
𝑎𝑎𝑎𝑎

𝐾𝐾2 
𝑎𝑎𝑎𝑎

𝐾𝐾3 
𝑎𝑎𝑎𝑎 ]

 
 
 
 

𝐾𝐾1 
𝑎𝑎𝑎𝑎 = ∑ 𝑘𝑘𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑁𝑁

𝑖𝑖=1
   ,  

𝐾𝐾2 
𝑎𝑎𝑎𝑎 = ∑ 𝑘𝑘 𝑙𝑙𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑖𝑖
𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑁𝑁

𝑖𝑖=1
     ,  

𝐾𝐾3 
𝑎𝑎𝑎𝑎 = ∑ 𝑘𝑘𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑁𝑁

𝑖𝑖=1
 𝑙𝑙𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎 2 

 
 

(9) ∆ 𝑓𝑓 𝑎𝑎′𝑛𝑛′ = {∆𝑞𝑞𝑎𝑎′  ∆𝑝𝑝𝑎𝑎′  ∆𝑚𝑚𝑎𝑎′ ∆𝑞𝑞𝑛𝑛′  ∆𝑝𝑝𝑛𝑛′  ∆𝑚𝑚𝑛𝑛′}𝑇𝑇 

(11) ∆ 𝑢𝑢 𝑎𝑎′𝑛𝑛′ = {∆𝑢𝑢𝑎𝑎′  ∆𝑣𝑣𝑎𝑎′  ∆𝜃𝜃𝑎𝑎′ ∆𝑢𝑢𝑛𝑛′  ∆𝑣𝑣𝑛𝑛′  ∆𝜃𝜃𝑛𝑛′}𝑇𝑇 

 

 

 

برابر  آن  مقدار  و  است   a-m ماتریس سختی لایه    
amK آن  در  که 

رابطه )8( می  باشد.

(8)

(1)  1       1       am am am am
i i il l u         

 

(2) ∆ 𝑢𝑢 𝑎𝑎𝑎𝑎 = { ∆𝑣𝑣𝑎𝑎  ∆𝜃𝜃𝑎𝑎  ∆𝑣𝑣𝑎𝑎   ∆𝜃𝜃𝑎𝑎}𝑇𝑇 

 

(3) ∆ 𝑓𝑓𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝑘𝑘𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎    ∆ 𝛿𝛿𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎  

 

(4) ∆𝑝𝑝𝑎𝑎 = −∆𝑝𝑝𝑎𝑎 = −∑∆ 𝑓𝑓𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑁𝑁

𝑖𝑖=1
 

(5) ∆𝑚𝑚𝑎𝑎 = −∆𝑚𝑚𝑎𝑎 = −∑∆ 𝑓𝑓𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎   𝑙𝑙𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑁𝑁

𝑖𝑖=1
 

 

(6) ∆ 𝑓𝑓 𝑎𝑎𝑎𝑎 = { ∆𝑝𝑝𝑎𝑎  ∆𝑚𝑚𝑎𝑎  ∆𝑝𝑝𝑎𝑎  ∆𝑚𝑚𝑎𝑎}𝑇𝑇 

 

(7) ∆ 𝑓𝑓 𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝐾𝐾 ∆ 𝑢𝑢 𝑎𝑎𝑎𝑎
 

𝑎𝑎𝑎𝑎  

 

(8) 

𝐾𝐾 𝑎𝑎𝑎𝑎 =

[
 
 
 𝐾𝐾1 
𝑎𝑎𝑎𝑎

  
 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑚𝑚  

    

𝐾𝐾2 
𝑎𝑎𝑎𝑎

𝐾𝐾3 
𝑎𝑎𝑎𝑎

  
  

    

− 𝐾𝐾1 
𝑎𝑎𝑎𝑎

− 𝐾𝐾2 
𝑎𝑎𝑎𝑎

𝐾𝐾1 
𝑎𝑎𝑎𝑎

 
    

    
− 𝐾𝐾2 

𝑎𝑎𝑎𝑎

− 𝐾𝐾3 
𝑎𝑎𝑎𝑎

𝐾𝐾2 
𝑎𝑎𝑎𝑎

𝐾𝐾3 
𝑎𝑎𝑎𝑎 ]

 
 
 
 

𝐾𝐾1 
𝑎𝑎𝑎𝑎 = ∑ 𝑘𝑘𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑁𝑁

𝑖𝑖=1
   ,  

𝐾𝐾2 
𝑎𝑎𝑎𝑎 = ∑ 𝑘𝑘 𝑙𝑙𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑖𝑖
𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑁𝑁

𝑖𝑖=1
     ,  

𝐾𝐾3 
𝑎𝑎𝑎𝑎 = ∑ 𝑘𝑘𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑁𝑁

𝑖𝑖=1
 𝑙𝑙𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎 2 

 
 

(9) ∆ 𝑓𝑓 𝑎𝑎′𝑛𝑛′ = {∆𝑞𝑞𝑎𝑎′  ∆𝑝𝑝𝑎𝑎′  ∆𝑚𝑚𝑎𝑎′ ∆𝑞𝑞𝑛𝑛′  ∆𝑝𝑝𝑛𝑛′  ∆𝑚𝑚𝑛𝑛′}𝑇𝑇 

(11) ∆ 𝑢𝑢 𝑎𝑎′𝑛𝑛′ = {∆𝑢𝑢𝑎𝑎′  ∆𝑣𝑣𝑎𝑎′  ∆𝜃𝜃𝑎𝑎′ ∆𝑢𝑢𝑛𝑛′  ∆𝑣𝑣𝑛𝑛′  ∆𝜃𝜃𝑛𝑛′}𝑇𝑇 

 

 

 

در مرحله بعد روابط ماتریسی جزء لایه n-b از مدل مکانیکی بررسی 
می  گردد. نمو نیروی محوری و لنگر چرخشی در گره  های b و n با استفاده 
می  شود.  محاسبه   n-b در لایه  محوری  فنرهای  در  ذخیره شده  نیروی  از 
مشابه روند محاسبات روابط ماتریسی لایه a-m ، می  توان روابط ماتریسی 

نیرو- تغییر شکل لایه n-b را محاسبه کرد.
اکنون روابط نیرو- تغییر شکلِ جزء میانی m-n از مدل مکانیکی که 
شامل فنرهای محوری و فنر برشی بین گره  های 'm'-n می باشد، محاسبه 
روابط  سپس  و  شده  جدا   m'-n' میانی  لایه   m-n جزء  از  ابتدا  می  شود. 
ماتریسی بر حسب گره  های  'm و 'n مطابق روند ذیل محاسبه می  گردد. 
مطابق شکل 5 در لایه m’-n’ برای هر کدام از گره  های 'm و 'n درجات 
آزادی افقی، عمودی و چرخشی در مختصات محلی تعریف شده است. بردار 
نمو نیرو و بردار نمو جابه  جایی برای لایه 'm'-n  بر حسب درجات آزادی 

گره  های 'm و 'n مطابق روابط )9( و )10( قابل بیان است. 

(9)

(1)  1       1       am am am am
i i il l u         

 

(2) ∆ 𝑢𝑢 𝑎𝑎𝑎𝑎 = { ∆𝑣𝑣𝑎𝑎  ∆𝜃𝜃𝑎𝑎  ∆𝑣𝑣𝑎𝑎   ∆𝜃𝜃𝑎𝑎}𝑇𝑇 

 

(3) ∆ 𝑓𝑓𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝑘𝑘𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎    ∆ 𝛿𝛿𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎  

 

(4) ∆𝑝𝑝𝑎𝑎 = −∆𝑝𝑝𝑎𝑎 = −∑∆ 𝑓𝑓𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑁𝑁

𝑖𝑖=1
 

(5) ∆𝑚𝑚𝑎𝑎 = −∆𝑚𝑚𝑎𝑎 = −∑∆ 𝑓𝑓𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎   𝑙𝑙𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑁𝑁

𝑖𝑖=1
 

 

(6) ∆ 𝑓𝑓 𝑎𝑎𝑎𝑎 = { ∆𝑝𝑝𝑎𝑎  ∆𝑚𝑚𝑎𝑎  ∆𝑝𝑝𝑎𝑎  ∆𝑚𝑚𝑎𝑎}𝑇𝑇 

 

(7) ∆ 𝑓𝑓 𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝐾𝐾 ∆ 𝑢𝑢 𝑎𝑎𝑎𝑎
 

𝑎𝑎𝑎𝑎  

 

(8) 

𝐾𝐾 𝑎𝑎𝑎𝑎 =

[
 
 
 𝐾𝐾1 
𝑎𝑎𝑎𝑎

  
 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑚𝑚  

    

𝐾𝐾2 
𝑎𝑎𝑎𝑎

𝐾𝐾3 
𝑎𝑎𝑎𝑎

  
  

    

− 𝐾𝐾1 
𝑎𝑎𝑎𝑎

− 𝐾𝐾2 
𝑎𝑎𝑎𝑎

𝐾𝐾1 
𝑎𝑎𝑎𝑎

 
    

    
− 𝐾𝐾2 

𝑎𝑎𝑎𝑎

− 𝐾𝐾3 
𝑎𝑎𝑎𝑎

𝐾𝐾2 
𝑎𝑎𝑎𝑎

𝐾𝐾3 
𝑎𝑎𝑎𝑎 ]

 
 
 
 

𝐾𝐾1 
𝑎𝑎𝑎𝑎 = ∑ 𝑘𝑘𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑁𝑁

𝑖𝑖=1
   ,  

𝐾𝐾2 
𝑎𝑎𝑎𝑎 = ∑ 𝑘𝑘 𝑙𝑙𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑖𝑖
𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑁𝑁

𝑖𝑖=1
     ,  

𝐾𝐾3 
𝑎𝑎𝑎𝑎 = ∑ 𝑘𝑘𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑁𝑁

𝑖𝑖=1
 𝑙𝑙𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎 2 

 
 

(9) ∆ 𝑓𝑓 𝑎𝑎′𝑛𝑛′ = {∆𝑞𝑞𝑎𝑎′  ∆𝑝𝑝𝑎𝑎′  ∆𝑚𝑚𝑎𝑎′ ∆𝑞𝑞𝑛𝑛′  ∆𝑝𝑝𝑛𝑛′  ∆𝑚𝑚𝑛𝑛′}𝑇𝑇 

(11) ∆ 𝑢𝑢 𝑎𝑎′𝑛𝑛′ = {∆𝑢𝑢𝑎𝑎′  ∆𝑣𝑣𝑎𝑎′  ∆𝜃𝜃𝑎𝑎′ ∆𝑢𝑢𝑛𝑛′  ∆𝑣𝑣𝑛𝑛′  ∆𝜃𝜃𝑛𝑛′}𝑇𝑇 

 

 

 

(10)

(1)  1       1       am am am am
i i il l u         

 

(2) ∆ 𝑢𝑢 𝑎𝑎𝑎𝑎 = { ∆𝑣𝑣𝑎𝑎  ∆𝜃𝜃𝑎𝑎  ∆𝑣𝑣𝑎𝑎   ∆𝜃𝜃𝑎𝑎}𝑇𝑇 

 

(3) ∆ 𝑓𝑓𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝑘𝑘𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎    ∆ 𝛿𝛿𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎  

 

(4) ∆𝑝𝑝𝑎𝑎 = −∆𝑝𝑝𝑎𝑎 = −∑∆ 𝑓𝑓𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑁𝑁

𝑖𝑖=1
 

(5) ∆𝑚𝑚𝑎𝑎 = −∆𝑚𝑚𝑎𝑎 = −∑∆ 𝑓𝑓𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎   𝑙𝑙𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑁𝑁

𝑖𝑖=1
 

 

(6) ∆ 𝑓𝑓 𝑎𝑎𝑎𝑎 = { ∆𝑝𝑝𝑎𝑎  ∆𝑚𝑚𝑎𝑎  ∆𝑝𝑝𝑎𝑎  ∆𝑚𝑚𝑎𝑎}𝑇𝑇 

 

(7) ∆ 𝑓𝑓 𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝐾𝐾 ∆ 𝑢𝑢 𝑎𝑎𝑎𝑎
 

𝑎𝑎𝑎𝑎  

 

(8) 

𝐾𝐾 𝑎𝑎𝑎𝑎 =

[
 
 
 𝐾𝐾1 
𝑎𝑎𝑎𝑎

  
 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑚𝑚  

    

𝐾𝐾2 
𝑎𝑎𝑎𝑎

𝐾𝐾3 
𝑎𝑎𝑎𝑎

  
  

    

− 𝐾𝐾1 
𝑎𝑎𝑎𝑎

− 𝐾𝐾2 
𝑎𝑎𝑎𝑎

𝐾𝐾1 
𝑎𝑎𝑎𝑎

 
    

    
− 𝐾𝐾2 

𝑎𝑎𝑎𝑎

− 𝐾𝐾3 
𝑎𝑎𝑎𝑎

𝐾𝐾2 
𝑎𝑎𝑎𝑎

𝐾𝐾3 
𝑎𝑎𝑎𝑎 ]

 
 
 
 

𝐾𝐾1 
𝑎𝑎𝑎𝑎 = ∑ 𝑘𝑘𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑁𝑁

𝑖𝑖=1
   ,  

𝐾𝐾2 
𝑎𝑎𝑎𝑎 = ∑ 𝑘𝑘 𝑙𝑙𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑖𝑖
𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑁𝑁

𝑖𝑖=1
     ,  

𝐾𝐾3 
𝑎𝑎𝑎𝑎 = ∑ 𝑘𝑘𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑁𝑁

𝑖𝑖=1
 𝑙𝑙𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎 2 

 
 

(9) ∆ 𝑓𝑓 𝑎𝑎′𝑛𝑛′ = {∆𝑞𝑞𝑎𝑎′  ∆𝑝𝑝𝑎𝑎′  ∆𝑚𝑚𝑎𝑎′ ∆𝑞𝑞𝑛𝑛′  ∆𝑝𝑝𝑛𝑛′  ∆𝑚𝑚𝑛𝑛′}𝑇𝑇 

(11) ∆ 𝑢𝑢 𝑎𝑎′𝑛𝑛′ = {∆𝑢𝑢𝑎𝑎′  ∆𝑣𝑣𝑎𝑎′  ∆𝜃𝜃𝑎𝑎′ ∆𝑢𝑢𝑛𝑛′  ∆𝑣𝑣𝑛𝑛′  ∆𝜃𝜃𝑛𝑛′}𝑇𝑇 

 

 

 

   به ترتیب معرف بردار نمو نیرو و 
m n u′ ′∆   و 

m n f′ ′∆ در روابط فوق 
بردار نمو جابه  جایی لایه m’-n’  می  باشد.

با توجه به تعداد درجات آزادی لایه 'm'-n ماتریس سختی این المان 
را   m'-n' ماتریس سختی لایه  درایه  های  بود.  ماتریس 6 ×6 خواهد  یک 
درجات  تک  تک  به  جداگانه  صورت  به  واحد  جابه  جایی  اعمال  با  می  توان 
آزادی، و سپس با محاسبه نیروی تعمیم یافته در راستای هر درجه آزادی که 
مقادیر این نیرو در هر درجه آزادی، درایه متناظر آن درجه آزادی در ماتریس 
سختی است. ماتریس سختی لایه 'm'-n برابر رابطه )11( محاسبه می  گردد.

 

(11) 

𝐾𝐾 𝑚𝑚′𝑛𝑛′ =

[
 
 
 
 
 
 𝐾𝐾𝑠𝑠 

𝑚𝑚′𝑛𝑛′ 0 0
0
0

− 𝐾𝐾𝑠𝑠 
𝑚𝑚′𝑛𝑛′

0

𝐾𝐾𝑛𝑛 
𝑚𝑚′𝑛𝑛′

0
0

− 𝐾𝐾𝑛𝑛 
𝑚𝑚′𝑛𝑛′

0
𝐾𝐾𝑟𝑟 

𝑚𝑚′𝑛𝑛′

0
0

0 0 − 𝐾𝐾𝑟𝑟 
𝑚𝑚′𝑛𝑛′

    

− 𝐾𝐾𝑠𝑠 
𝑚𝑚′𝑛𝑛′ 0 0
0
0
𝐾𝐾𝑠𝑠 

𝑚𝑚′𝑛𝑛′

0

− 𝐾𝐾𝑛𝑛 
𝑚𝑚′𝑛𝑛′

0
0
𝐾𝐾𝑛𝑛 

𝑚𝑚′𝑛𝑛′

0
− 𝐾𝐾𝑟𝑟 

𝑚𝑚′𝑛𝑛′

0
0

0 0 𝐾𝐾𝑟𝑟 
𝑚𝑚′𝑛𝑛′ ]

 
 
 
 
 
 

 

 
𝐾𝐾𝑠𝑠 

𝑚𝑚′𝑛𝑛′ = 𝑘𝑘𝑠𝑠   ,  
 

𝐾𝐾𝑛𝑛 
𝑚𝑚′𝑛𝑛′ = ∑( 𝑘𝑘) + 𝑘𝑘𝑛𝑛 𝑖𝑖

𝑚𝑚′𝑛𝑛′
𝑁𝑁

𝑖𝑖=1
   ,  

 

𝐾𝐾𝑟𝑟 
𝑚𝑚′𝑛𝑛′ = ∑ 𝑘𝑘𝑖𝑖𝑚𝑚′𝑛𝑛′

𝑁𝑁

𝑖𝑖=1
 𝑙𝑙𝑖𝑖𝑚𝑚′𝑛𝑛′ 2 

 

(12) ∆ 𝑓𝑓 𝑚𝑚′𝑛𝑛′ = 𝐾𝐾 ∆ 𝑢𝑢 𝑚𝑚′𝑛𝑛′
 

𝑚𝑚′𝑛𝑛′  

 

(13) 𝑇𝑇 =

[
 
 
 
 
 
 
 1 0 −ℎ 2⁄

−𝜃𝜃𝑚𝑚 1 𝛿𝛿𝑠𝑠 2⁄
0 0 1

0 0 0
0 0 0
0 0 0

0 0 0
0 0 0
0 0 0

1 0 ℎ 2⁄

−𝜃𝜃𝑛𝑛 1 −𝛿𝛿𝑠𝑠 2⁄
0 0 1 ]

 
 
 
 
 
 
 

 

 

(14) 
𝛿𝛿𝑠𝑠 = 𝑢𝑢𝑛𝑛′ − 𝑢𝑢𝑚𝑚′ = 
 
𝑢𝑢𝑏𝑏 − 𝑢𝑢𝑎𝑎 + ℎ 2⁄ (𝜃𝜃𝑛𝑛 + 𝜃𝜃𝑚𝑚) 

 

(15) 
𝑚𝑚𝑚𝑚 = 𝑚𝑚𝑚𝑚′

 − 𝑞𝑞𝑚𝑚′ ∗ 
 
ℎ 2⁄ + 𝑝𝑝𝑚𝑚′ ∗ (𝑢𝑢𝑛𝑛′ − 𝑢𝑢𝑚𝑚′

2 ) 

 

(16) 
∆𝑢𝑢𝑚𝑚′𝑛𝑛′ = 𝑇𝑇 ∗ ∆𝑢𝑢𝑚𝑚𝑛𝑛 
 
 

(17) ∆ 𝑓𝑓𝑚𝑚𝑛𝑛 = 𝑇𝑇𝑇𝑇 ∗ ∆𝑓𝑓𝑚𝑚′𝑛𝑛′ 
 

(11)

 

(11) 

𝐾𝐾 𝑚𝑚′𝑛𝑛′ =

[
 
 
 
 
 
 𝐾𝐾𝑠𝑠 

𝑚𝑚′𝑛𝑛′ 0 0
0
0

− 𝐾𝐾𝑠𝑠 
𝑚𝑚′𝑛𝑛′

0

𝐾𝐾𝑛𝑛 
𝑚𝑚′𝑛𝑛′

0
0

− 𝐾𝐾𝑛𝑛 
𝑚𝑚′𝑛𝑛′

0
𝐾𝐾𝑟𝑟 

𝑚𝑚′𝑛𝑛′

0
0

0 0 − 𝐾𝐾𝑟𝑟 
𝑚𝑚′𝑛𝑛′

    

− 𝐾𝐾𝑠𝑠 
𝑚𝑚′𝑛𝑛′ 0 0
0
0
𝐾𝐾𝑠𝑠 

𝑚𝑚′𝑛𝑛′

0

− 𝐾𝐾𝑛𝑛 
𝑚𝑚′𝑛𝑛′

0
0
𝐾𝐾𝑛𝑛 

𝑚𝑚′𝑛𝑛′

0
− 𝐾𝐾𝑟𝑟 

𝑚𝑚′𝑛𝑛′

0
0

0 0 𝐾𝐾𝑟𝑟 
𝑚𝑚′𝑛𝑛′ ]

 
 
 
 
 
 

 

 
𝐾𝐾𝑠𝑠 

𝑚𝑚′𝑛𝑛′ = 𝑘𝑘𝑠𝑠   ,  
 

𝐾𝐾𝑛𝑛 
𝑚𝑚′𝑛𝑛′ = ∑( 𝑘𝑘) + 𝑘𝑘𝑛𝑛 𝑖𝑖

𝑚𝑚′𝑛𝑛′
𝑁𝑁

𝑖𝑖=1
   ,  

 

𝐾𝐾𝑟𝑟 
𝑚𝑚′𝑛𝑛′ = ∑ 𝑘𝑘𝑖𝑖𝑚𝑚′𝑛𝑛′

𝑁𝑁

𝑖𝑖=1
 𝑙𝑙𝑖𝑖𝑚𝑚′𝑛𝑛′ 2 

 

(12) ∆ 𝑓𝑓 𝑚𝑚′𝑛𝑛′ = 𝐾𝐾 ∆ 𝑢𝑢 𝑚𝑚′𝑛𝑛′
 

𝑚𝑚′𝑛𝑛′  

 

(13) 𝑇𝑇 =

[
 
 
 
 
 
 
 1 0 −ℎ 2⁄

−𝜃𝜃𝑚𝑚 1 𝛿𝛿𝑠𝑠 2⁄
0 0 1

0 0 0
0 0 0
0 0 0

0 0 0
0 0 0
0 0 0

1 0 ℎ 2⁄

−𝜃𝜃𝑛𝑛 1 −𝛿𝛿𝑠𝑠 2⁄
0 0 1 ]

 
 
 
 
 
 
 

 

 

(14) 
𝛿𝛿𝑠𝑠 = 𝑢𝑢𝑛𝑛′ − 𝑢𝑢𝑚𝑚′ = 
 
𝑢𝑢𝑏𝑏 − 𝑢𝑢𝑎𝑎 + ℎ 2⁄ (𝜃𝜃𝑛𝑛 + 𝜃𝜃𝑚𝑚) 

 

(15) 
𝑚𝑚𝑚𝑚 = 𝑚𝑚𝑚𝑚′

 − 𝑞𝑞𝑚𝑚′ ∗ 
 
ℎ 2⁄ + 𝑝𝑝𝑚𝑚′ ∗ (𝑢𝑢𝑛𝑛′ − 𝑢𝑢𝑚𝑚′

2 ) 

 

(16) 
∆𝑢𝑢𝑚𝑚′𝑛𝑛′ = 𝑇𝑇 ∗ ∆𝑢𝑢𝑚𝑚𝑛𝑛 
 
 

(17) ∆ 𝑓𝑓𝑚𝑚𝑛𝑛 = 𝑇𝑇𝑇𝑇 ∗ ∆𝑓𝑓𝑚𝑚′𝑛𝑛′ 
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 m'-n 'سختی فنرهای محوری و برشی مدل شده در وسط لایه  sk nk و 

در  در وسط لایه فرض شده اند،  فنرها  این تک  اینکه  به  توجه  با  می  باشد. 
ماتریسی  معادلات  ترتیب  بدین  ندارند.  مشارکتی  سیستم  چرخشی  سختی 

نیرو- تغییر شکل برای لایه ' m'-n  مطابق رابطه )12( خواهد بود.

(12)

 

(11) 

𝐾𝐾 𝑚𝑚′𝑛𝑛′ =

[
 
 
 
 
 
 𝐾𝐾𝑠𝑠 

𝑚𝑚′𝑛𝑛′ 0 0
0
0

− 𝐾𝐾𝑠𝑠 
𝑚𝑚′𝑛𝑛′

0

𝐾𝐾𝑛𝑛 
𝑚𝑚′𝑛𝑛′

0
0

− 𝐾𝐾𝑛𝑛 
𝑚𝑚′𝑛𝑛′

0
𝐾𝐾𝑟𝑟 

𝑚𝑚′𝑛𝑛′

0
0

0 0 − 𝐾𝐾𝑟𝑟 
𝑚𝑚′𝑛𝑛′

    

− 𝐾𝐾𝑠𝑠 
𝑚𝑚′𝑛𝑛′ 0 0
0
0
𝐾𝐾𝑠𝑠 

𝑚𝑚′𝑛𝑛′

0

− 𝐾𝐾𝑛𝑛 
𝑚𝑚′𝑛𝑛′

0
0
𝐾𝐾𝑛𝑛 

𝑚𝑚′𝑛𝑛′

0
− 𝐾𝐾𝑟𝑟 

𝑚𝑚′𝑛𝑛′

0
0

0 0 𝐾𝐾𝑟𝑟 
𝑚𝑚′𝑛𝑛′ ]

 
 
 
 
 
 

 

 
𝐾𝐾𝑠𝑠 

𝑚𝑚′𝑛𝑛′ = 𝑘𝑘𝑠𝑠   ,  
 

𝐾𝐾𝑛𝑛 
𝑚𝑚′𝑛𝑛′ = ∑( 𝑘𝑘) + 𝑘𝑘𝑛𝑛 𝑖𝑖

𝑚𝑚′𝑛𝑛′
𝑁𝑁

𝑖𝑖=1
   ,  

 

𝐾𝐾𝑟𝑟 
𝑚𝑚′𝑛𝑛′ = ∑ 𝑘𝑘𝑖𝑖𝑚𝑚′𝑛𝑛′

𝑁𝑁

𝑖𝑖=1
 𝑙𝑙𝑖𝑖𝑚𝑚′𝑛𝑛′ 2 

 

(12) ∆ 𝑓𝑓 𝑚𝑚′𝑛𝑛′ = 𝐾𝐾 ∆ 𝑢𝑢 𝑚𝑚′𝑛𝑛′
 

𝑚𝑚′𝑛𝑛′  

 

(13) 𝑇𝑇 =

[
 
 
 
 
 
 
 1 0 −ℎ 2⁄

−𝜃𝜃𝑚𝑚 1 𝛿𝛿𝑠𝑠 2⁄
0 0 1

0 0 0
0 0 0
0 0 0

0 0 0
0 0 0
0 0 0

1 0 ℎ 2⁄

−𝜃𝜃𝑛𝑛 1 −𝛿𝛿𝑠𝑠 2⁄
0 0 1 ]

 
 
 
 
 
 
 

 

 

(14) 
𝛿𝛿𝑠𝑠 = 𝑢𝑢𝑛𝑛′ − 𝑢𝑢𝑚𝑚′ = 
 
𝑢𝑢𝑏𝑏 − 𝑢𝑢𝑎𝑎 + ℎ 2⁄ (𝜃𝜃𝑛𝑛 + 𝜃𝜃𝑚𝑚) 

 

(15) 
𝑚𝑚𝑚𝑚 = 𝑚𝑚𝑚𝑚′

 − 𝑞𝑞𝑚𝑚′ ∗ 
 
ℎ 2⁄ + 𝑝𝑝𝑚𝑚′ ∗ (𝑢𝑢𝑛𝑛′ − 𝑢𝑢𝑚𝑚′

2 ) 

 

(16) 
∆𝑢𝑢𝑚𝑚′𝑛𝑛′ = 𝑇𝑇 ∗ ∆𝑢𝑢𝑚𝑚𝑛𝑛 
 
 

(17) ∆ 𝑓𝑓𝑚𝑚𝑛𝑛 = 𝑇𝑇𝑇𝑇 ∗ ∆𝑓𝑓𝑚𝑚′𝑛𝑛′ 
 

 

با توجه به شکل 6 با فرض تغییر شکل های کوچک، با استفاده از روابط 
هندسی و تعادل نیروها یک ماتریس انتقال T مطابق رابطه )13( تعریف شده 
 m'-n ' از آن برای تبدیل روابط ماتریسی نیرو- تغییر شکل لایه است و 

برحسب گره  های m و n استفاده شده است ]15 و 14[.

(13)

 

(11) 

𝐾𝐾 𝑚𝑚′𝑛𝑛′ =

[
 
 
 
 
 
 𝐾𝐾𝑠𝑠 

𝑚𝑚′𝑛𝑛′ 0 0
0
0

− 𝐾𝐾𝑠𝑠 
𝑚𝑚′𝑛𝑛′

0

𝐾𝐾𝑛𝑛 
𝑚𝑚′𝑛𝑛′

0
0

− 𝐾𝐾𝑛𝑛 
𝑚𝑚′𝑛𝑛′

0
𝐾𝐾𝑟𝑟 

𝑚𝑚′𝑛𝑛′

0
0

0 0 − 𝐾𝐾𝑟𝑟 
𝑚𝑚′𝑛𝑛′

    

− 𝐾𝐾𝑠𝑠 
𝑚𝑚′𝑛𝑛′ 0 0
0
0
𝐾𝐾𝑠𝑠 

𝑚𝑚′𝑛𝑛′

0

− 𝐾𝐾𝑛𝑛 
𝑚𝑚′𝑛𝑛′

0
0
𝐾𝐾𝑛𝑛 

𝑚𝑚′𝑛𝑛′

0
− 𝐾𝐾𝑟𝑟 

𝑚𝑚′𝑛𝑛′

0
0

0 0 𝐾𝐾𝑟𝑟 
𝑚𝑚′𝑛𝑛′ ]

 
 
 
 
 
 

 

 
𝐾𝐾𝑠𝑠 

𝑚𝑚′𝑛𝑛′ = 𝑘𝑘𝑠𝑠   ,  
 

𝐾𝐾𝑛𝑛 
𝑚𝑚′𝑛𝑛′ = ∑( 𝑘𝑘) + 𝑘𝑘𝑛𝑛 𝑖𝑖

𝑚𝑚′𝑛𝑛′
𝑁𝑁

𝑖𝑖=1
   ,  

 

𝐾𝐾𝑟𝑟 
𝑚𝑚′𝑛𝑛′ = ∑ 𝑘𝑘𝑖𝑖𝑚𝑚′𝑛𝑛′

𝑁𝑁

𝑖𝑖=1
 𝑙𝑙𝑖𝑖𝑚𝑚′𝑛𝑛′ 2 

 

(12) ∆ 𝑓𝑓 𝑚𝑚′𝑛𝑛′ = 𝐾𝐾 ∆ 𝑢𝑢 𝑚𝑚′𝑛𝑛′
 

𝑚𝑚′𝑛𝑛′  

 

(13) 𝑇𝑇 =

[
 
 
 
 
 
 
 1 0 −ℎ 2⁄

−𝜃𝜃𝑚𝑚 1 𝛿𝛿𝑠𝑠 2⁄
0 0 1

0 0 0
0 0 0
0 0 0

0 0 0
0 0 0
0 0 0

1 0 ℎ 2⁄

−𝜃𝜃𝑛𝑛 1 −𝛿𝛿𝑠𝑠 2⁄
0 0 1 ]

 
 
 
 
 
 
 

 

 

(14) 
𝛿𝛿𝑠𝑠 = 𝑢𝑢𝑛𝑛′ − 𝑢𝑢𝑚𝑚′ = 
 
𝑢𝑢𝑏𝑏 − 𝑢𝑢𝑎𝑎 + ℎ 2⁄ (𝜃𝜃𝑛𝑛 + 𝜃𝜃𝑚𝑚) 

 

(15) 
𝑚𝑚𝑚𝑚 = 𝑚𝑚𝑚𝑚′

 − 𝑞𝑞𝑚𝑚′ ∗ 
 
ℎ 2⁄ + 𝑝𝑝𝑚𝑚′ ∗ (𝑢𝑢𝑛𝑛′ − 𝑢𝑢𝑚𝑚′

2 ) 

 

(16) 
∆𝑢𝑢𝑚𝑚′𝑛𝑛′ = 𝑇𝑇 ∗ ∆𝑢𝑢𝑚𝑚𝑛𝑛 
 
 

(17) ∆ 𝑓𝑓𝑚𝑚𝑛𝑛 = 𝑇𝑇𝑇𝑇 ∗ ∆𝑓𝑓𝑚𝑚′𝑛𝑛′ 
 

 

sδ معرف تغییر شکل فنر برشی است و  در ماتریس انتقال T پارامتر 
با استفاده از روابط هندسی  بر حسب درجات آزادی گره  های خارجی مطابق 

رابطه )14( قابل بیان است.

(14)

 

(11) 

𝐾𝐾 𝑚𝑚′𝑛𝑛′ =

[
 
 
 
 
 
 𝐾𝐾𝑠𝑠 

𝑚𝑚′𝑛𝑛′ 0 0
0
0

− 𝐾𝐾𝑠𝑠 
𝑚𝑚′𝑛𝑛′

0

𝐾𝐾𝑛𝑛 
𝑚𝑚′𝑛𝑛′

0
0

− 𝐾𝐾𝑛𝑛 
𝑚𝑚′𝑛𝑛′

0
𝐾𝐾𝑟𝑟 

𝑚𝑚′𝑛𝑛′

0
0

0 0 − 𝐾𝐾𝑟𝑟 
𝑚𝑚′𝑛𝑛′

    

− 𝐾𝐾𝑠𝑠 
𝑚𝑚′𝑛𝑛′ 0 0
0
0
𝐾𝐾𝑠𝑠 

𝑚𝑚′𝑛𝑛′

0

− 𝐾𝐾𝑛𝑛 
𝑚𝑚′𝑛𝑛′

0
0
𝐾𝐾𝑛𝑛 

𝑚𝑚′𝑛𝑛′

0
− 𝐾𝐾𝑟𝑟 

𝑚𝑚′𝑛𝑛′

0
0

0 0 𝐾𝐾𝑟𝑟 
𝑚𝑚′𝑛𝑛′ ]

 
 
 
 
 
 

 

 
𝐾𝐾𝑠𝑠 

𝑚𝑚′𝑛𝑛′ = 𝑘𝑘𝑠𝑠   ,  
 

𝐾𝐾𝑛𝑛 
𝑚𝑚′𝑛𝑛′ = ∑( 𝑘𝑘) + 𝑘𝑘𝑛𝑛 𝑖𝑖

𝑚𝑚′𝑛𝑛′
𝑁𝑁

𝑖𝑖=1
   ,  

 

𝐾𝐾𝑟𝑟 
𝑚𝑚′𝑛𝑛′ = ∑ 𝑘𝑘𝑖𝑖𝑚𝑚′𝑛𝑛′

𝑁𝑁

𝑖𝑖=1
 𝑙𝑙𝑖𝑖𝑚𝑚′𝑛𝑛′ 2 

 

(12) ∆ 𝑓𝑓 𝑚𝑚′𝑛𝑛′ = 𝐾𝐾 ∆ 𝑢𝑢 𝑚𝑚′𝑛𝑛′
 

𝑚𝑚′𝑛𝑛′  

 

(13) 𝑇𝑇 =

[
 
 
 
 
 
 
 1 0 −ℎ 2⁄

−𝜃𝜃𝑚𝑚 1 𝛿𝛿𝑠𝑠 2⁄
0 0 1

0 0 0
0 0 0
0 0 0

0 0 0
0 0 0
0 0 0

1 0 ℎ 2⁄

−𝜃𝜃𝑛𝑛 1 −𝛿𝛿𝑠𝑠 2⁄
0 0 1 ]

 
 
 
 
 
 
 

 

 

(14) 
𝛿𝛿𝑠𝑠 = 𝑢𝑢𝑛𝑛′ − 𝑢𝑢𝑚𝑚′ = 
 
𝑢𝑢𝑏𝑏 − 𝑢𝑢𝑎𝑎 + ℎ 2⁄ (𝜃𝜃𝑛𝑛 + 𝜃𝜃𝑚𝑚) 

 

(15) 
𝑚𝑚𝑚𝑚 = 𝑚𝑚𝑚𝑚′

 − 𝑞𝑞𝑚𝑚′ ∗ 
 
ℎ 2⁄ + 𝑝𝑝𝑚𝑚′ ∗ (𝑢𝑢𝑛𝑛′ − 𝑢𝑢𝑚𝑚′

2 ) 

 

(16) 
∆𝑢𝑢𝑚𝑚′𝑛𝑛′ = 𝑇𝑇 ∗ ∆𝑢𝑢𝑚𝑚𝑛𝑛 
 
 

(17) ∆ 𝑓𝑓𝑚𝑚𝑛𝑛 = 𝑇𝑇𝑇𝑇 ∗ ∆𝑓𝑓𝑚𝑚′𝑛𝑛′ 
 

 

غیرخطی  اثر   T انتقال  ماتریس  محاسبه  فرآیند  در  است  ذکر  شایان 
P ، به عنوان  −∆ P لحاظ می گردد. برای بیان بهتر اثر  −∆ هندسی 
مثال در محاسبه لنگر گره   m با در نظر گرفتن روابط تعادل نیرو و هندسی 
لنگر  رابطه )15( مقدار  'm-m مشخص می  شود، مطابق  برای میله صلب 
در این گره m علاوه بر مقدار لنگر مستقیم و لنگر ناشی از نیروی جانبی به 
میزان نیروی محوری و تغییر شکل جانبی نسبی وابسته است و این همان 

اثر غیرخطی هندسی می  باشد.

(15)

 

(11) 

𝐾𝐾 𝑚𝑚′𝑛𝑛′ =

[
 
 
 
 
 
 𝐾𝐾𝑠𝑠 

𝑚𝑚′𝑛𝑛′ 0 0
0
0

− 𝐾𝐾𝑠𝑠 
𝑚𝑚′𝑛𝑛′

0

𝐾𝐾𝑛𝑛 
𝑚𝑚′𝑛𝑛′

0
0

− 𝐾𝐾𝑛𝑛 
𝑚𝑚′𝑛𝑛′

0
𝐾𝐾𝑟𝑟 

𝑚𝑚′𝑛𝑛′

0
0

0 0 − 𝐾𝐾𝑟𝑟 
𝑚𝑚′𝑛𝑛′

    

− 𝐾𝐾𝑠𝑠 
𝑚𝑚′𝑛𝑛′ 0 0
0
0
𝐾𝐾𝑠𝑠 

𝑚𝑚′𝑛𝑛′

0

− 𝐾𝐾𝑛𝑛 
𝑚𝑚′𝑛𝑛′

0
0
𝐾𝐾𝑛𝑛 

𝑚𝑚′𝑛𝑛′

0
− 𝐾𝐾𝑟𝑟 

𝑚𝑚′𝑛𝑛′

0
0

0 0 𝐾𝐾𝑟𝑟 
𝑚𝑚′𝑛𝑛′ ]

 
 
 
 
 
 

 

 
𝐾𝐾𝑠𝑠 

𝑚𝑚′𝑛𝑛′ = 𝑘𝑘𝑠𝑠   ,  
 

𝐾𝐾𝑛𝑛 
𝑚𝑚′𝑛𝑛′ = ∑( 𝑘𝑘) + 𝑘𝑘𝑛𝑛 𝑖𝑖

𝑚𝑚′𝑛𝑛′
𝑁𝑁

𝑖𝑖=1
   ,  

 

𝐾𝐾𝑟𝑟 
𝑚𝑚′𝑛𝑛′ = ∑ 𝑘𝑘𝑖𝑖𝑚𝑚′𝑛𝑛′

𝑁𝑁

𝑖𝑖=1
 𝑙𝑙𝑖𝑖𝑚𝑚′𝑛𝑛′ 2 

 

(12) ∆ 𝑓𝑓 𝑚𝑚′𝑛𝑛′ = 𝐾𝐾 ∆ 𝑢𝑢 𝑚𝑚′𝑛𝑛′
 

𝑚𝑚′𝑛𝑛′  

 

(13) 𝑇𝑇 =

[
 
 
 
 
 
 
 1 0 −ℎ 2⁄

−𝜃𝜃𝑚𝑚 1 𝛿𝛿𝑠𝑠 2⁄
0 0 1

0 0 0
0 0 0
0 0 0

0 0 0
0 0 0
0 0 0

1 0 ℎ 2⁄

−𝜃𝜃𝑛𝑛 1 −𝛿𝛿𝑠𝑠 2⁄
0 0 1 ]

 
 
 
 
 
 
 

 

 

(14) 
𝛿𝛿𝑠𝑠 = 𝑢𝑢𝑛𝑛′ − 𝑢𝑢𝑚𝑚′ = 
 
𝑢𝑢𝑏𝑏 − 𝑢𝑢𝑎𝑎 + ℎ 2⁄ (𝜃𝜃𝑛𝑛 + 𝜃𝜃𝑚𝑚) 

 

(15) 
𝑚𝑚𝑚𝑚 = 𝑚𝑚𝑚𝑚′

 − 𝑞𝑞𝑚𝑚′ ∗ 
 
ℎ 2⁄ + 𝑝𝑝𝑚𝑚′ ∗ (𝑢𝑢𝑛𝑛′ − 𝑢𝑢𝑚𝑚′

2 ) 

 

(16) 
∆𝑢𝑢𝑚𝑚′𝑛𝑛′ = 𝑇𝑇 ∗ ∆𝑢𝑢𝑚𝑚𝑛𝑛 
 
 

(17) ∆ 𝑓𝑓𝑚𝑚𝑛𝑛 = 𝑇𝑇𝑇𝑇 ∗ ∆𝑓𝑓𝑚𝑚′𝑛𝑛′ 
 

 

 
 m'-n' [11] هلای در هافنرها و گره یداخل ییجاو جابه روین. 1شکل 

Figure 5. Forces and deformations on the springs and nods at the layer m'-n' 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

]15[ m'-n' شکل 5. نیرو و جابه جایی داخلی فنرها و گره ها در لایه

Fig. 5. Forces and deformations on the springs and nods at the layer m'-n'
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حال با استفاده از ماتریس انتقال T روابط ماتریسی نیرو- تغییر شکل 
جزء m-n محاسبه می  گردد.

(16)

 

(11) 

𝐾𝐾 𝑚𝑚′𝑛𝑛′ =

[
 
 
 
 
 
 𝐾𝐾𝑠𝑠 

𝑚𝑚′𝑛𝑛′ 0 0
0
0

− 𝐾𝐾𝑠𝑠 
𝑚𝑚′𝑛𝑛′

0

𝐾𝐾𝑛𝑛 
𝑚𝑚′𝑛𝑛′

0
0

− 𝐾𝐾𝑛𝑛 
𝑚𝑚′𝑛𝑛′

0
𝐾𝐾𝑟𝑟 

𝑚𝑚′𝑛𝑛′

0
0

0 0 − 𝐾𝐾𝑟𝑟 
𝑚𝑚′𝑛𝑛′

    

− 𝐾𝐾𝑠𝑠 
𝑚𝑚′𝑛𝑛′ 0 0
0
0
𝐾𝐾𝑠𝑠 

𝑚𝑚′𝑛𝑛′

0

− 𝐾𝐾𝑛𝑛 
𝑚𝑚′𝑛𝑛′

0
0
𝐾𝐾𝑛𝑛 

𝑚𝑚′𝑛𝑛′

0
− 𝐾𝐾𝑟𝑟 

𝑚𝑚′𝑛𝑛′

0
0

0 0 𝐾𝐾𝑟𝑟 
𝑚𝑚′𝑛𝑛′ ]

 
 
 
 
 
 

 

 
𝐾𝐾𝑠𝑠 

𝑚𝑚′𝑛𝑛′ = 𝑘𝑘𝑠𝑠   ,  
 

𝐾𝐾𝑛𝑛 
𝑚𝑚′𝑛𝑛′ = ∑( 𝑘𝑘) + 𝑘𝑘𝑛𝑛 𝑖𝑖

𝑚𝑚′𝑛𝑛′
𝑁𝑁

𝑖𝑖=1
   ,  

 

𝐾𝐾𝑟𝑟 
𝑚𝑚′𝑛𝑛′ = ∑ 𝑘𝑘𝑖𝑖𝑚𝑚′𝑛𝑛′

𝑁𝑁

𝑖𝑖=1
 𝑙𝑙𝑖𝑖𝑚𝑚′𝑛𝑛′ 2 

 

(12) ∆ 𝑓𝑓 𝑚𝑚′𝑛𝑛′ = 𝐾𝐾 ∆ 𝑢𝑢 𝑚𝑚′𝑛𝑛′
 

𝑚𝑚′𝑛𝑛′  

 

(13) 𝑇𝑇 =

[
 
 
 
 
 
 
 1 0 −ℎ 2⁄

−𝜃𝜃𝑚𝑚 1 𝛿𝛿𝑠𝑠 2⁄
0 0 1

0 0 0
0 0 0
0 0 0

0 0 0
0 0 0
0 0 0

1 0 ℎ 2⁄

−𝜃𝜃𝑛𝑛 1 −𝛿𝛿𝑠𝑠 2⁄
0 0 1 ]

 
 
 
 
 
 
 

 

 

(14) 
𝛿𝛿𝑠𝑠 = 𝑢𝑢𝑛𝑛′ − 𝑢𝑢𝑚𝑚′ = 
 
𝑢𝑢𝑏𝑏 − 𝑢𝑢𝑎𝑎 + ℎ 2⁄ (𝜃𝜃𝑛𝑛 + 𝜃𝜃𝑚𝑚) 

 

(15) 
𝑚𝑚𝑚𝑚 = 𝑚𝑚𝑚𝑚′

 − 𝑞𝑞𝑚𝑚′ ∗ 
 
ℎ 2⁄ + 𝑝𝑝𝑚𝑚′ ∗ (𝑢𝑢𝑛𝑛′ − 𝑢𝑢𝑚𝑚′

2 ) 

 

(16) 
∆𝑢𝑢𝑚𝑚′𝑛𝑛′ = 𝑇𝑇 ∗ ∆𝑢𝑢𝑚𝑚𝑛𝑛 
 
 

(17) ∆ 𝑓𝑓𝑚𝑚𝑛𝑛 = 𝑇𝑇𝑇𝑇 ∗ ∆𝑓𝑓𝑚𝑚′𝑛𝑛′ 
 

 

(17)

 

(11) 

𝐾𝐾 𝑚𝑚′𝑛𝑛′ =

[
 
 
 
 
 
 𝐾𝐾𝑠𝑠 

𝑚𝑚′𝑛𝑛′ 0 0
0
0

− 𝐾𝐾𝑠𝑠 
𝑚𝑚′𝑛𝑛′

0

𝐾𝐾𝑛𝑛 
𝑚𝑚′𝑛𝑛′

0
0

− 𝐾𝐾𝑛𝑛 
𝑚𝑚′𝑛𝑛′

0
𝐾𝐾𝑟𝑟 

𝑚𝑚′𝑛𝑛′

0
0

0 0 − 𝐾𝐾𝑟𝑟 
𝑚𝑚′𝑛𝑛′

    

− 𝐾𝐾𝑠𝑠 
𝑚𝑚′𝑛𝑛′ 0 0
0
0
𝐾𝐾𝑠𝑠 

𝑚𝑚′𝑛𝑛′

0

− 𝐾𝐾𝑛𝑛 
𝑚𝑚′𝑛𝑛′

0
0
𝐾𝐾𝑛𝑛 

𝑚𝑚′𝑛𝑛′

0
− 𝐾𝐾𝑟𝑟 

𝑚𝑚′𝑛𝑛′

0
0

0 0 𝐾𝐾𝑟𝑟 
𝑚𝑚′𝑛𝑛′ ]

 
 
 
 
 
 

 

 
𝐾𝐾𝑠𝑠 

𝑚𝑚′𝑛𝑛′ = 𝑘𝑘𝑠𝑠   ,  
 

𝐾𝐾𝑛𝑛 
𝑚𝑚′𝑛𝑛′ = ∑( 𝑘𝑘) + 𝑘𝑘𝑛𝑛 𝑖𝑖

𝑚𝑚′𝑛𝑛′
𝑁𝑁

𝑖𝑖=1
   ,  

 

𝐾𝐾𝑟𝑟 
𝑚𝑚′𝑛𝑛′ = ∑ 𝑘𝑘𝑖𝑖𝑚𝑚′𝑛𝑛′

𝑁𝑁

𝑖𝑖=1
 𝑙𝑙𝑖𝑖𝑚𝑚′𝑛𝑛′ 2 

 

(12) ∆ 𝑓𝑓 𝑚𝑚′𝑛𝑛′ = 𝐾𝐾 ∆ 𝑢𝑢 𝑚𝑚′𝑛𝑛′
 

𝑚𝑚′𝑛𝑛′  

 

(13) 𝑇𝑇 =

[
 
 
 
 
 
 
 1 0 −ℎ 2⁄

−𝜃𝜃𝑚𝑚 1 𝛿𝛿𝑠𝑠 2⁄
0 0 1

0 0 0
0 0 0
0 0 0

0 0 0
0 0 0
0 0 0

1 0 ℎ 2⁄

−𝜃𝜃𝑛𝑛 1 −𝛿𝛿𝑠𝑠 2⁄
0 0 1 ]

 
 
 
 
 
 
 

 

 

(14) 
𝛿𝛿𝑠𝑠 = 𝑢𝑢𝑛𝑛′ − 𝑢𝑢𝑚𝑚′ = 
 
𝑢𝑢𝑏𝑏 − 𝑢𝑢𝑎𝑎 + ℎ 2⁄ (𝜃𝜃𝑛𝑛 + 𝜃𝜃𝑚𝑚) 

 

(15) 
𝑚𝑚𝑚𝑚 = 𝑚𝑚𝑚𝑚′

 − 𝑞𝑞𝑚𝑚′ ∗ 
 
ℎ 2⁄ + 𝑝𝑝𝑚𝑚′ ∗ (𝑢𝑢𝑛𝑛′ − 𝑢𝑢𝑚𝑚′

2 ) 

 

(16) 
∆𝑢𝑢𝑚𝑚′𝑛𝑛′ = 𝑇𝑇 ∗ ∆𝑢𝑢𝑚𝑚𝑛𝑛 
 
 

(17) ∆ 𝑓𝑓𝑚𝑚𝑛𝑛 = 𝑇𝑇𝑇𝑇 ∗ ∆𝑓𝑓𝑚𝑚′𝑛𝑛′ 
  

(18)

 

(18) 
𝐾𝐾 𝑚𝑚𝑚𝑚 = 𝑇𝑇𝑇𝑇 ∗ 𝐾𝐾 𝑚𝑚′𝑚𝑚′ ∗  T   

 
 

(19) 
∆ 𝑓𝑓 𝑚𝑚𝑚𝑚 = 𝐾𝐾 𝑚𝑚𝑚𝑚  ∆ 𝑢𝑢 𝑚𝑚𝑚𝑚

 
  

 
 

(21) ∆ 𝑓𝑓 𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝐾𝐾 𝑎𝑎𝑎𝑎  ∆ 𝑢𝑢 𝑎𝑎𝑎𝑎
 
  

(21) 𝑘𝑘 =𝑖𝑖
 𝑒𝑒.𝑖𝑖

 𝑎𝑎. ∅𝑖𝑖
 

𝑖𝑖
 

𝑙𝑙  

 

(22) 𝜎𝜎 = 𝐸𝐸𝑖𝑖𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝜀𝜀 

 

(23) 
𝜎𝜎 = 𝜎𝜎𝑦𝑦 + 𝐸𝐸𝑦𝑦(𝜀𝜀 − 𝜀𝜀𝑦𝑦) 
 
 

(24) 𝐸𝐸𝑦𝑦 = 1 500⁄ 𝐸𝐸𝑖𝑖𝑚𝑚𝑖𝑖𝑚𝑚𝑖𝑖 
 

(25) 𝜎𝜎𝑦𝑦 = 𝐸𝐸𝑦𝑦𝜀𝜀𝑦𝑦 

 

(26) 𝜎𝜎𝜎𝜎 = 𝜎𝜎𝑟𝑟 − 𝜎𝜎𝑟𝑟 − 𝜎𝜎𝑙𝑙
𝜀𝜀𝑟𝑟 − 𝜀𝜀𝑙𝑙

(𝜀𝜀 − 𝜀𝜀𝑟𝑟)        𝜀𝜀𝑟𝑟 < 𝜀𝜀 < 𝜀𝜀𝑙𝑙 

 

(27) 𝜎𝜎 = 𝐸𝐸𝑖𝑖𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝜀𝜀        ε < 𝜀𝜀𝑙𝑙 

 

(28) 
𝜎𝜎 = 𝜎𝜎𝑐𝑐 + (𝜀𝜀 − 𝜀𝜀𝑐𝑐)𝐸𝐸𝑐𝑐𝑐𝑐𝑚𝑚𝑐𝑐 
 
 

(29) 𝐸𝐸𝑐𝑐𝑐𝑐𝑚𝑚𝑐𝑐 = 1 2⁄ 𝐸𝐸𝑖𝑖𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖 
 

(31) 𝜎𝜎𝑐𝑐 = 𝐸𝐸𝑖𝑖𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝜀𝜀𝑐𝑐 

(31) ∅𝑖𝑖
  = 𝐵𝐵𝐵𝐵′

𝐴𝐴 𝐴𝐴′ 

 

(32) 𝑘𝑘𝑠𝑠 = 𝐺𝐺𝐴𝐴
ℎ𝑟𝑟

 

 

(19)

 

(18) 
𝐾𝐾 𝑚𝑚𝑚𝑚 = 𝑇𝑇𝑇𝑇 ∗ 𝐾𝐾 𝑚𝑚′𝑚𝑚′ ∗  T   

 
 

(19) 
∆ 𝑓𝑓 𝑚𝑚𝑚𝑚 = 𝐾𝐾 𝑚𝑚𝑚𝑚  ∆ 𝑢𝑢 𝑚𝑚𝑚𝑚

 
  

 
 

(21) ∆ 𝑓𝑓 𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝐾𝐾 𝑎𝑎𝑎𝑎  ∆ 𝑢𝑢 𝑎𝑎𝑎𝑎
 
  

(21) 𝑘𝑘 =𝑖𝑖
 𝑒𝑒.𝑖𝑖

 𝑎𝑎. ∅𝑖𝑖
 

𝑖𝑖
 

𝑙𝑙  

 

(22) 𝜎𝜎 = 𝐸𝐸𝑖𝑖𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝜀𝜀 

 

(23) 
𝜎𝜎 = 𝜎𝜎𝑦𝑦 + 𝐸𝐸𝑦𝑦(𝜀𝜀 − 𝜀𝜀𝑦𝑦) 
 
 

(24) 𝐸𝐸𝑦𝑦 = 1 500⁄ 𝐸𝐸𝑖𝑖𝑚𝑚𝑖𝑖𝑚𝑚𝑖𝑖 
 

(25) 𝜎𝜎𝑦𝑦 = 𝐸𝐸𝑦𝑦𝜀𝜀𝑦𝑦 

 

(26) 𝜎𝜎𝜎𝜎 = 𝜎𝜎𝑟𝑟 − 𝜎𝜎𝑟𝑟 − 𝜎𝜎𝑙𝑙
𝜀𝜀𝑟𝑟 − 𝜀𝜀𝑙𝑙

(𝜀𝜀 − 𝜀𝜀𝑟𝑟)        𝜀𝜀𝑟𝑟 < 𝜀𝜀 < 𝜀𝜀𝑙𝑙 

 

(27) 𝜎𝜎 = 𝐸𝐸𝑖𝑖𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝜀𝜀        ε < 𝜀𝜀𝑙𝑙 

 

(28) 
𝜎𝜎 = 𝜎𝜎𝑐𝑐 + (𝜀𝜀 − 𝜀𝜀𝑐𝑐)𝐸𝐸𝑐𝑐𝑐𝑐𝑚𝑚𝑐𝑐 
 
 

(29) 𝐸𝐸𝑐𝑐𝑐𝑐𝑚𝑚𝑐𝑐 = 1 2⁄ 𝐸𝐸𝑖𝑖𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖 
 

(31) 𝜎𝜎𝑐𝑐 = 𝐸𝐸𝑖𝑖𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝜀𝜀𝑐𝑐 

(31) ∅𝑖𝑖
  = 𝐵𝐵𝐵𝐵′

𝐴𝐴 𝐴𝐴′ 

 

(32) 𝑘𝑘𝑠𝑠 = 𝐺𝐺𝐴𝐴
ℎ𝑟𝑟

 

 

این نکته اشاره کرد که ماتریس  با توجه به معادلات فوق می  توان به 
سختی10×10 مدل مکانیکی جداگر از برهم نهی ماتریس سختی سه المان 
a-m و n-b با چهار درجه آزادی و المان m-n با شش درجه آزادی حرکتی 

المان  ها  از  یک  هر  ماتریسی  روابط  در  توجه  قابل  نکته  می  آید.  دست  به 
ترتیب گره  ها و شماره  گذاری هر یک از درجات آزادی است. در نهایت معادله 
ماتریسی نیرو- تغییر شکل برای مدل مکانیکی برابر رابطه )20( خواهد بود.

(20)

 

(18) 
𝐾𝐾 𝑚𝑚𝑚𝑚 = 𝑇𝑇𝑇𝑇 ∗ 𝐾𝐾 𝑚𝑚′𝑚𝑚′ ∗  T   

 
 

(19) 
∆ 𝑓𝑓 𝑚𝑚𝑚𝑚 = 𝐾𝐾 𝑚𝑚𝑚𝑚  ∆ 𝑢𝑢 𝑚𝑚𝑚𝑚

 
  

 
 

(21) ∆ 𝑓𝑓 𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝐾𝐾 𝑎𝑎𝑎𝑎  ∆ 𝑢𝑢 𝑎𝑎𝑎𝑎
 
  

(21) 𝑘𝑘 =𝑖𝑖
 𝑒𝑒.𝑖𝑖

 𝑎𝑎. ∅𝑖𝑖
 

𝑖𝑖
 

𝑙𝑙  

 

(22) 𝜎𝜎 = 𝐸𝐸𝑖𝑖𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝜀𝜀 

 

(23) 
𝜎𝜎 = 𝜎𝜎𝑦𝑦 + 𝐸𝐸𝑦𝑦(𝜀𝜀 − 𝜀𝜀𝑦𝑦) 
 
 

(24) 𝐸𝐸𝑦𝑦 = 1 500⁄ 𝐸𝐸𝑖𝑖𝑚𝑚𝑖𝑖𝑚𝑚𝑖𝑖 
 

(25) 𝜎𝜎𝑦𝑦 = 𝐸𝐸𝑦𝑦𝜀𝜀𝑦𝑦 

 

(26) 𝜎𝜎𝜎𝜎 = 𝜎𝜎𝑟𝑟 − 𝜎𝜎𝑟𝑟 − 𝜎𝜎𝑙𝑙
𝜀𝜀𝑟𝑟 − 𝜀𝜀𝑙𝑙

(𝜀𝜀 − 𝜀𝜀𝑟𝑟)        𝜀𝜀𝑟𝑟 < 𝜀𝜀 < 𝜀𝜀𝑙𝑙 

 

(27) 𝜎𝜎 = 𝐸𝐸𝑖𝑖𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝜀𝜀        ε < 𝜀𝜀𝑙𝑙 

 

(28) 
𝜎𝜎 = 𝜎𝜎𝑐𝑐 + (𝜀𝜀 − 𝜀𝜀𝑐𝑐)𝐸𝐸𝑐𝑐𝑐𝑐𝑚𝑚𝑐𝑐 
 
 

(29) 𝐸𝐸𝑐𝑐𝑐𝑐𝑚𝑚𝑐𝑐 = 1 2⁄ 𝐸𝐸𝑖𝑖𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖 
 

(31) 𝜎𝜎𝑐𝑐 = 𝐸𝐸𝑖𝑖𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝜀𝜀𝑐𝑐 

(31) ∅𝑖𝑖
  = 𝐵𝐵𝐵𝐵′

𝐴𝐴 𝐴𝐴′ 

 

(32) 𝑘𝑘𝑠𝑠 = 𝐺𝐺𝐴𝐴
ℎ𝑟𝑟

 

 

  به ترتیب معرف بردار نمو نیرو، 
abK    و 

abf∆  ،  
abu∆ که در آن 

بردار نمو جابه  جایی و ماتریس سختی کل مدل مکانیکی می  باشد.

مقدار سختی فنرها- 2- 2
مطابق شکل 7 هر فنر محوری در هر لایه نماینده یک سطح نواری از 

 
 m-n [11] جزء  در هاشکل رییو تغ هاروین یروابط هندس. 6شکل 

Figure 6. Geometrical relationships of the deformations and forces at part m-n 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

] 4[ m-n  شکل 6. روابط هندسی نیرو ها و تغییر شکل ها در  جزء

Fig. 6. Geometrical relationships of the deformations and forces at part m-n
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سطح مقطع کل جداگر الاستومری است و هر فنر در وسط این سطح نواری 
am نشان داده شده 

i k جا گرفته است. سختی هر یک از فنرهای محوری با 
N  به تعداد فنرها  i معرف شماره فنر که مقدارش از 1 تا  است و اندیس 
am  معرف لایه سری فنر است. سختی هر فنر محوری  و همچنین اندیس 

مطابق رابطه )21( محاسبه می  شود ]15[. 
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l به ترتیب معرف مدول  φi  و   ،  
i a  ،  

i e که در آن پارامترهای 
الاستیسیته، مساحت سطح نواری، ضریب هم پوشانی و طول هر فنر است.

2 -2 -  - 
i e مدول الاستیسیته 

در مدل رفتاری هیسترزیس تعریف شده برای فنرهای محوری فرض 
شده است که مقدار مدول الاستیسیته در تمام سطح مقطع جداگر یکنواخت 
می  شود.  محاسبه  )مماسی(  تانژانتی  شیب  صورت  به  آن  مقدار  و  می باشد 
از  فنرهای محوری  رفتار تنش-کرنش هیسترزیس  نمودار  مطابق شکل 8 

 
 تعداد فنرها برابر یسطح مقطع جداگر به سطوح نوار یبند میتقس. 7شکل 

Figure 7. Divide the cross section of the bearing into strip surfaces equal to the number of springs 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 7. تقسیم بندی سطح مقطع جداگر به سطوح نواری برابر تعداد فنرها

Fig. 7. Divide the cross section of the bearing into strip surfaces equal to the number of springs

 
 [11] یمحور یکرنش فنرها-تنش سیسترزیرفتار ه. 8شکل 

Figure 8. Hysteresis model for multiple axial springs 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 8. رفتار هیسترزیس تنش-کرنش فنرهای محوری ]14[

Fig. 8. Hysteresis model for multiple axial springs
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چهار وضعیت بارگذاری و باربرداری تشکیل شده است ]14[. 

:)o - a - b( بارگذاری و باربرداری در منطقه الاستیک )1
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𝑖𝑖
 

𝑙𝑙  

 

(22) 𝜎𝜎 = 𝐸𝐸𝑖𝑖𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝜀𝜀 

 

(23) 
𝜎𝜎 = 𝜎𝜎𝑦𝑦 + 𝐸𝐸𝑦𝑦(𝜀𝜀 − 𝜀𝜀𝑦𝑦) 
 
 

(24) 𝐸𝐸𝑦𝑦 = 1 500⁄ 𝐸𝐸𝑖𝑖𝑚𝑚𝑖𝑖𝑚𝑚𝑖𝑖 
 

(25) 𝜎𝜎𝑦𝑦 = 𝐸𝐸𝑦𝑦𝜀𝜀𝑦𝑦 

 

(26) 𝜎𝜎𝜎𝜎 = 𝜎𝜎𝑟𝑟 − 𝜎𝜎𝑟𝑟 − 𝜎𝜎𝑙𝑙
𝜀𝜀𝑟𝑟 − 𝜀𝜀𝑙𝑙

(𝜀𝜀 − 𝜀𝜀𝑟𝑟)        𝜀𝜀𝑟𝑟 < 𝜀𝜀 < 𝜀𝜀𝑙𝑙 

 

(27) 𝜎𝜎 = 𝐸𝐸𝑖𝑖𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝜀𝜀        ε < 𝜀𝜀𝑙𝑙 

 

(28) 
𝜎𝜎 = 𝜎𝜎𝑐𝑐 + (𝜀𝜀 − 𝜀𝜀𝑐𝑐)𝐸𝐸𝑐𝑐𝑐𝑐𝑚𝑚𝑐𝑐 
 
 

(29) 𝐸𝐸𝑐𝑐𝑐𝑐𝑚𝑚𝑐𝑐 = 1 2⁄ 𝐸𝐸𝑖𝑖𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖 
 

(31) 𝜎𝜎𝑐𝑐 = 𝐸𝐸𝑖𝑖𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝜀𝜀𝑐𝑐 

(31) ∅𝑖𝑖
  = 𝐵𝐵𝐵𝐵′

𝐴𝐴 𝐴𝐴′ 

 

(32) 𝑘𝑘𝑠𝑠 = 𝐺𝐺𝐴𝐴
ℎ𝑟𝑟

 

 

(27)

 

(18) 
𝐾𝐾 𝑚𝑚𝑚𝑚 = 𝑇𝑇𝑇𝑇 ∗ 𝐾𝐾 𝑚𝑚′𝑚𝑚′ ∗  T   

 
 

(19) 
∆ 𝑓𝑓 𝑚𝑚𝑚𝑚 = 𝐾𝐾 𝑚𝑚𝑚𝑚  ∆ 𝑢𝑢 𝑚𝑚𝑚𝑚

 
  

 
 

(21) ∆ 𝑓𝑓 𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝐾𝐾 𝑎𝑎𝑎𝑎  ∆ 𝑢𝑢 𝑎𝑎𝑎𝑎
 
  

(21) 𝑘𝑘 =𝑖𝑖
 𝑒𝑒.𝑖𝑖

 𝑎𝑎. ∅𝑖𝑖
 

𝑖𝑖
 

𝑙𝑙  

 

(22) 𝜎𝜎 = 𝐸𝐸𝑖𝑖𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝜀𝜀 

 

(23) 
𝜎𝜎 = 𝜎𝜎𝑦𝑦 + 𝐸𝐸𝑦𝑦(𝜀𝜀 − 𝜀𝜀𝑦𝑦) 
 
 

(24) 𝐸𝐸𝑦𝑦 = 1 500⁄ 𝐸𝐸𝑖𝑖𝑚𝑚𝑖𝑖𝑚𝑚𝑖𝑖 
 

(25) 𝜎𝜎𝑦𝑦 = 𝐸𝐸𝑦𝑦𝜀𝜀𝑦𝑦 

 

(26) 𝜎𝜎𝜎𝜎 = 𝜎𝜎𝑟𝑟 − 𝜎𝜎𝑟𝑟 − 𝜎𝜎𝑙𝑙
𝜀𝜀𝑟𝑟 − 𝜀𝜀𝑙𝑙

(𝜀𝜀 − 𝜀𝜀𝑟𝑟)        𝜀𝜀𝑟𝑟 < 𝜀𝜀 < 𝜀𝜀𝑙𝑙 

 

(27) 𝜎𝜎 = 𝐸𝐸𝑖𝑖𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝜀𝜀        ε < 𝜀𝜀𝑙𝑙 

 

(28) 
𝜎𝜎 = 𝜎𝜎𝑐𝑐 + (𝜀𝜀 − 𝜀𝜀𝑐𝑐)𝐸𝐸𝑐𝑐𝑐𝑐𝑚𝑚𝑐𝑐 
 
 

(29) 𝐸𝐸𝑐𝑐𝑐𝑐𝑚𝑚𝑐𝑐 = 1 2⁄ 𝐸𝐸𝑖𝑖𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖 
 

(31) 𝜎𝜎𝑐𝑐 = 𝐸𝐸𝑖𝑖𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝜀𝜀𝑐𝑐 

(31) ∅𝑖𝑖
  = 𝐵𝐵𝐵𝐵′

𝐴𝐴 𝐴𝐴′ 

 

(32) 𝑘𝑘𝑠𝑠 = 𝐺𝐺𝐴𝐴
ℎ𝑟𝑟
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(28)

 

(18) 
𝐾𝐾 𝑚𝑚𝑚𝑚 = 𝑇𝑇𝑇𝑇 ∗ 𝐾𝐾 𝑚𝑚′𝑚𝑚′ ∗  T   

 
 

(19) 
∆ 𝑓𝑓 𝑚𝑚𝑚𝑚 = 𝐾𝐾 𝑚𝑚𝑚𝑚  ∆ 𝑢𝑢 𝑚𝑚𝑚𝑚

 
  

 
 

(21) ∆ 𝑓𝑓 𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝐾𝐾 𝑎𝑎𝑎𝑎  ∆ 𝑢𝑢 𝑎𝑎𝑎𝑎
 
  

(21) 𝑘𝑘 =𝑖𝑖
 𝑒𝑒.𝑖𝑖

 𝑎𝑎. ∅𝑖𝑖
 

𝑖𝑖
 

𝑙𝑙  

 

(22) 𝜎𝜎 = 𝐸𝐸𝑖𝑖𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝜀𝜀 

 

(23) 
𝜎𝜎 = 𝜎𝜎𝑦𝑦 + 𝐸𝐸𝑦𝑦(𝜀𝜀 − 𝜀𝜀𝑦𝑦) 
 
 

(24) 𝐸𝐸𝑦𝑦 = 1 500⁄ 𝐸𝐸𝑖𝑖𝑚𝑚𝑖𝑖𝑚𝑚𝑖𝑖 
 

(25) 𝜎𝜎𝑦𝑦 = 𝐸𝐸𝑦𝑦𝜀𝜀𝑦𝑦 

 

(26) 𝜎𝜎𝜎𝜎 = 𝜎𝜎𝑟𝑟 − 𝜎𝜎𝑟𝑟 − 𝜎𝜎𝑙𝑙
𝜀𝜀𝑟𝑟 − 𝜀𝜀𝑙𝑙

(𝜀𝜀 − 𝜀𝜀𝑟𝑟)        𝜀𝜀𝑟𝑟 < 𝜀𝜀 < 𝜀𝜀𝑙𝑙 

 

(27) 𝜎𝜎 = 𝐸𝐸𝑖𝑖𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝜀𝜀        ε < 𝜀𝜀𝑙𝑙 

 

(28) 
𝜎𝜎 = 𝜎𝜎𝑐𝑐 + (𝜀𝜀 − 𝜀𝜀𝑐𝑐)𝐸𝐸𝑐𝑐𝑐𝑐𝑚𝑚𝑐𝑐 
 
 

(29) 𝐸𝐸𝑐𝑐𝑐𝑐𝑚𝑚𝑐𝑐 = 1 2⁄ 𝐸𝐸𝑖𝑖𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖 
 

(31) 𝜎𝜎𝑐𝑐 = 𝐸𝐸𝑖𝑖𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝜀𝜀𝑐𝑐 

(31) ∅𝑖𝑖
  = 𝐵𝐵𝐵𝐵′

𝐴𝐴 𝐴𝐴′ 

 

(32) 𝑘𝑘𝑠𝑠 = 𝐺𝐺𝐴𝐴
ℎ𝑟𝑟

 

 

(29)

 

(18) 
𝐾𝐾 𝑚𝑚𝑚𝑚 = 𝑇𝑇𝑇𝑇 ∗ 𝐾𝐾 𝑚𝑚′𝑚𝑚′ ∗  T   

 
 

(19) 
∆ 𝑓𝑓 𝑚𝑚𝑚𝑚 = 𝐾𝐾 𝑚𝑚𝑚𝑚  ∆ 𝑢𝑢 𝑚𝑚𝑚𝑚

 
  

 
 

(21) ∆ 𝑓𝑓 𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝐾𝐾 𝑎𝑎𝑎𝑎  ∆ 𝑢𝑢 𝑎𝑎𝑎𝑎
 
  

(21) 𝑘𝑘 =𝑖𝑖
 𝑒𝑒.𝑖𝑖

 𝑎𝑎. ∅𝑖𝑖
 

𝑖𝑖
 

𝑙𝑙  

 

(22) 𝜎𝜎 = 𝐸𝐸𝑖𝑖𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝜀𝜀 

 

(23) 
𝜎𝜎 = 𝜎𝜎𝑦𝑦 + 𝐸𝐸𝑦𝑦(𝜀𝜀 − 𝜀𝜀𝑦𝑦) 
 
 

(24) 𝐸𝐸𝑦𝑦 = 1 500⁄ 𝐸𝐸𝑖𝑖𝑚𝑚𝑖𝑖𝑚𝑚𝑖𝑖 
 

(25) 𝜎𝜎𝑦𝑦 = 𝐸𝐸𝑦𝑦𝜀𝜀𝑦𝑦 

 

(26) 𝜎𝜎𝜎𝜎 = 𝜎𝜎𝑟𝑟 − 𝜎𝜎𝑟𝑟 − 𝜎𝜎𝑙𝑙
𝜀𝜀𝑟𝑟 − 𝜀𝜀𝑙𝑙

(𝜀𝜀 − 𝜀𝜀𝑟𝑟)        𝜀𝜀𝑟𝑟 < 𝜀𝜀 < 𝜀𝜀𝑙𝑙 

 

(27) 𝜎𝜎 = 𝐸𝐸𝑖𝑖𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝜀𝜀        ε < 𝜀𝜀𝑙𝑙 

 

(28) 
𝜎𝜎 = 𝜎𝜎𝑐𝑐 + (𝜀𝜀 − 𝜀𝜀𝑐𝑐)𝐸𝐸𝑐𝑐𝑐𝑐𝑚𝑚𝑐𝑐 
 
 

(29) 𝐸𝐸𝑐𝑐𝑐𝑐𝑚𝑚𝑐𝑐 = 1 2⁄ 𝐸𝐸𝑖𝑖𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖 
 

(31) 𝜎𝜎𝑐𝑐 = 𝐸𝐸𝑖𝑖𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝜀𝜀𝑐𝑐 

(31) ∅𝑖𝑖
  = 𝐵𝐵𝐵𝐵′

𝐴𝐴 𝐴𝐴′ 

 

(32) 𝑘𝑘𝑠𝑠 = 𝐺𝐺𝐴𝐴
ℎ𝑟𝑟

 

 

(30)

 

(18) 
𝐾𝐾 𝑚𝑚𝑚𝑚 = 𝑇𝑇𝑇𝑇 ∗ 𝐾𝐾 𝑚𝑚′𝑚𝑚′ ∗  T   

 
 

(19) 
∆ 𝑓𝑓 𝑚𝑚𝑚𝑚 = 𝐾𝐾 𝑚𝑚𝑚𝑚  ∆ 𝑢𝑢 𝑚𝑚𝑚𝑚

 
  

 
 

(21) ∆ 𝑓𝑓 𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝐾𝐾 𝑎𝑎𝑎𝑎  ∆ 𝑢𝑢 𝑎𝑎𝑎𝑎
 
  

(21) 𝑘𝑘 =𝑖𝑖
 𝑒𝑒.𝑖𝑖

 𝑎𝑎. ∅𝑖𝑖
 

𝑖𝑖
 

𝑙𝑙  

 

(22) 𝜎𝜎 = 𝐸𝐸𝑖𝑖𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝜀𝜀 

 

(23) 
𝜎𝜎 = 𝜎𝜎𝑦𝑦 + 𝐸𝐸𝑦𝑦(𝜀𝜀 − 𝜀𝜀𝑦𝑦) 
 
 

(24) 𝐸𝐸𝑦𝑦 = 1 500⁄ 𝐸𝐸𝑖𝑖𝑚𝑚𝑖𝑖𝑚𝑚𝑖𝑖 
 

(25) 𝜎𝜎𝑦𝑦 = 𝐸𝐸𝑦𝑦𝜀𝜀𝑦𝑦 

 

(26) 𝜎𝜎𝜎𝜎 = 𝜎𝜎𝑟𝑟 − 𝜎𝜎𝑟𝑟 − 𝜎𝜎𝑙𝑙
𝜀𝜀𝑟𝑟 − 𝜀𝜀𝑙𝑙

(𝜀𝜀 − 𝜀𝜀𝑟𝑟)        𝜀𝜀𝑟𝑟 < 𝜀𝜀 < 𝜀𝜀𝑙𝑙 

 

(27) 𝜎𝜎 = 𝐸𝐸𝑖𝑖𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝜀𝜀        ε < 𝜀𝜀𝑙𝑙 

 

(28) 
𝜎𝜎 = 𝜎𝜎𝑐𝑐 + (𝜀𝜀 − 𝜀𝜀𝑐𝑐)𝐸𝐸𝑐𝑐𝑐𝑐𝑚𝑚𝑐𝑐 
 
 

(29) 𝐸𝐸𝑐𝑐𝑐𝑐𝑚𝑚𝑐𝑐 = 1 2⁄ 𝐸𝐸𝑖𝑖𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖 
 

(31) 𝜎𝜎𝑐𝑐 = 𝐸𝐸𝑖𝑖𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝜀𝜀𝑐𝑐 

(31) ∅𝑖𝑖
  = 𝐵𝐵𝐵𝐵′

𝐴𝐴 𝐴𝐴′ 

 

(32) 𝑘𝑘𝑠𝑠 = 𝐺𝐺𝐴𝐴
ℎ𝑟𝑟

 

 

  rσ  ، yE  ، yε  ، yσ  ،   initE در روابط فوق به ترتیب پارامترهای 
compE  معرف مدول الاستیسیته اولیه،   ، cε  -  cσ  ، lε  -  lσ  ، rε  -
تنش و کرنش در نقطه تسلیم کششی، مدول الاستیسیته مماسی برای ناحیه 
اولین  یا  بارگذاری و  نقطه  به آخرین  از تسلیم، تنش و کرنش مربوط  پس 
نقطه برگشت بار، تنش و کرنش مربوط به نقطه هدف هنگام باربرداری در 
ناحیه تسلیم کششی، تنش و کرنش مربوط به نقطه  ی تسلیم فشاری، مدول 

الاستیسیته مماسی ناحیه پس از تسلیم فشاری می  باشد. 
شکل 8 نمونه کامل چنین الگوی رفتاری را نشان می دهد که به جهت 
نقطه هدف  به  ایشی و همکاران تنش و کرنش مربوط  سادگی در مطالعه 
بنابراین مطالعه  )o( فرض شده است  ( مبدا  lε  - lσ ( باربرداری  هنگام 
حاضر نیز کلیه فنرهای محوری در حال کشش، به هنگام باربرداری به مبدا 

بر می گردند ]14[.

2 -2 -2 -  φi ضریب همپوشانی  
جابجایی  تحت  الاستومری  جداگر  یک  که  هنگامی   9 شکل  مطابق 
جانبی قرار می  گیرد، بار محوری از طریق ناحیه هم پوشانی بین سطح مقطع 
هم  سطح  جانبی،  جابه جایی  افزایش  با  می  یابد.  انتقال  جداگر  پایین  و  بالا 
از  خارج  ناحیه  در  کششی  تنش  های  ایجاد  باعث  و  یافته  کاهش  پوشانی 
سطح هم پوشانی می گردد. به علت کاهش سطح مقطع موثر انتظار داریم 
سختی محوری جداگر نیز کاهش یابد. برای در نظر گرفتن اثر کاهش سطح 
  φi هم پوشانی در مدل مکانیکی جداگر الاستومری از ضریب هم پوشانی 
φi  برای هر فنر در هر لایه  استفاده شده است. مقدار ضریب هم پوشانی 
برابر نسبت اندازه وتر فرضی رو به   روی موقعیت آن فنر، در سطح هم پوشانی 
به اندازه وتر متناظرِ آن فنر در لایه مد نظر می  باشد ]15[. با توجه به شکل 
φi  برابر رابطه )31( خواهد بود. در نواحی خارج از سطح  9 مقدار ضریب 
برابر یک  φi  صفر و مقدار بیشینه این ضریب  هم پوشانی مقدار ضریب 

می  باشد. 

(31)

 

(18) 
𝐾𝐾 𝑚𝑚𝑚𝑚 = 𝑇𝑇𝑇𝑇 ∗ 𝐾𝐾 𝑚𝑚′𝑚𝑚′ ∗  T   

 
 

(19) 
∆ 𝑓𝑓 𝑚𝑚𝑚𝑚 = 𝐾𝐾 𝑚𝑚𝑚𝑚  ∆ 𝑢𝑢 𝑚𝑚𝑚𝑚

 
  

 
 

(21) ∆ 𝑓𝑓 𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝐾𝐾 𝑎𝑎𝑎𝑎  ∆ 𝑢𝑢 𝑎𝑎𝑎𝑎
 
  

(21) 𝑘𝑘 =𝑖𝑖
 𝑒𝑒.𝑖𝑖

 𝑎𝑎. ∅𝑖𝑖
 

𝑖𝑖
 

𝑙𝑙  

 

(22) 𝜎𝜎 = 𝐸𝐸𝑖𝑖𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝜀𝜀 

 

(23) 
𝜎𝜎 = 𝜎𝜎𝑦𝑦 + 𝐸𝐸𝑦𝑦(𝜀𝜀 − 𝜀𝜀𝑦𝑦) 
 
 

(24) 𝐸𝐸𝑦𝑦 = 1 500⁄ 𝐸𝐸𝑖𝑖𝑚𝑚𝑖𝑖𝑚𝑚𝑖𝑖 
 

(25) 𝜎𝜎𝑦𝑦 = 𝐸𝐸𝑦𝑦𝜀𝜀𝑦𝑦 

 

(26) 𝜎𝜎𝜎𝜎 = 𝜎𝜎𝑟𝑟 − 𝜎𝜎𝑟𝑟 − 𝜎𝜎𝑙𝑙
𝜀𝜀𝑟𝑟 − 𝜀𝜀𝑙𝑙

(𝜀𝜀 − 𝜀𝜀𝑟𝑟)        𝜀𝜀𝑟𝑟 < 𝜀𝜀 < 𝜀𝜀𝑙𝑙 

 

(27) 𝜎𝜎 = 𝐸𝐸𝑖𝑖𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝜀𝜀        ε < 𝜀𝜀𝑙𝑙 

 

(28) 
𝜎𝜎 = 𝜎𝜎𝑐𝑐 + (𝜀𝜀 − 𝜀𝜀𝑐𝑐)𝐸𝐸𝑐𝑐𝑐𝑐𝑚𝑚𝑐𝑐 
 
 

(29) 𝐸𝐸𝑐𝑐𝑐𝑐𝑚𝑚𝑐𝑐 = 1 2⁄ 𝐸𝐸𝑖𝑖𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖 
 

(31) 𝜎𝜎𝑐𝑐 = 𝐸𝐸𝑖𝑖𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝜀𝜀𝑐𝑐 

(31) ∅𝑖𝑖
  = 𝐵𝐵𝐵𝐵′

𝐴𝐴 𝐴𝐴′ 

 

(32) 𝑘𝑘𝑠𝑠 = 𝐺𝐺𝐴𝐴
ℎ𝑟𝑟
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فنر برشی - 3- 2- 2
تک فنر برشی مدل شده در در وسط لایه m’-n’، رفتار برشی جداگر 
الاستومری را توصیف می  کند. با توجه به هدف اصلی این پژوهش که بررسی 
بر روی مشخصات مکانیکی و  انتهای  اثرات چرخش  تاثیر  رفتار خمشی و 
رفتار ایستایی جداگر الاستومری است از این جهت مقدار این فنر برشی ثابت 

و خطی و برابر رابطه )32( می  باشد ]15[.

(32)

 

(18) 
𝐾𝐾 𝑚𝑚𝑚𝑚 = 𝑇𝑇𝑇𝑇 ∗ 𝐾𝐾 𝑚𝑚′𝑚𝑚′ ∗  T   

 
 

(19) 
∆ 𝑓𝑓 𝑚𝑚𝑚𝑚 = 𝐾𝐾 𝑚𝑚𝑚𝑚  ∆ 𝑢𝑢 𝑚𝑚𝑚𝑚

 
  

 
 

(21) ∆ 𝑓𝑓 𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝐾𝐾 𝑎𝑎𝑎𝑎  ∆ 𝑢𝑢 𝑎𝑎𝑎𝑎
 
  

(21) 𝑘𝑘 =𝑖𝑖
 𝑒𝑒.𝑖𝑖

 𝑎𝑎. ∅𝑖𝑖
 

𝑖𝑖
 

𝑙𝑙  

 

(22) 𝜎𝜎 = 𝐸𝐸𝑖𝑖𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝜀𝜀 

 

(23) 
𝜎𝜎 = 𝜎𝜎𝑦𝑦 + 𝐸𝐸𝑦𝑦(𝜀𝜀 − 𝜀𝜀𝑦𝑦) 
 
 

(24) 𝐸𝐸𝑦𝑦 = 1 500⁄ 𝐸𝐸𝑖𝑖𝑚𝑚𝑖𝑖𝑚𝑚𝑖𝑖 
 

(25) 𝜎𝜎𝑦𝑦 = 𝐸𝐸𝑦𝑦𝜀𝜀𝑦𝑦 

 

(26) 𝜎𝜎𝜎𝜎 = 𝜎𝜎𝑟𝑟 − 𝜎𝜎𝑟𝑟 − 𝜎𝜎𝑙𝑙
𝜀𝜀𝑟𝑟 − 𝜀𝜀𝑙𝑙

(𝜀𝜀 − 𝜀𝜀𝑟𝑟)        𝜀𝜀𝑟𝑟 < 𝜀𝜀 < 𝜀𝜀𝑙𝑙 

 

(27) 𝜎𝜎 = 𝐸𝐸𝑖𝑖𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝜀𝜀        ε < 𝜀𝜀𝑙𝑙 

 

(28) 
𝜎𝜎 = 𝜎𝜎𝑐𝑐 + (𝜀𝜀 − 𝜀𝜀𝑐𝑐)𝐸𝐸𝑐𝑐𝑐𝑐𝑚𝑚𝑐𝑐 
 
 

(29) 𝐸𝐸𝑐𝑐𝑐𝑐𝑚𝑚𝑐𝑐 = 1 2⁄ 𝐸𝐸𝑖𝑖𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖 
 

(31) 𝜎𝜎𝑐𝑐 = 𝐸𝐸𝑖𝑖𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝜀𝜀𝑐𝑐 

(31) ∅𝑖𝑖
  = 𝐵𝐵𝐵𝐵′

𝐴𝐴 𝐴𝐴′ 

 

(32) 𝑘𝑘𝑠𝑠 = 𝐺𝐺𝐴𝐴
ℎ𝑟𝑟

  

لایه  های  ضخامت  کل   rh و  مقطع   سطح   A برشی،  مدول   G
لاستیکی است. 

حال پس از محاسبه روابط نیرو- تغییر شکل می توان با تعیین شرایط 
مرزی و بارگذاری، با توجه به گره  های تعریف شده در ساختار مدل مکانیکی 

به  توجه  با  تحلیل  مراحل  از  یک  هر  در  داد.  انجام  را  مربوطه  آنالیزهای 
نامتعادل  نیروی  فنرهای محوری در ساختار مدل مکانیکی  رفتار غیرخطی 
کننده  ای در گره  ها به وجود می  آید که برای رفع این عدم تعادل و ناهمگرایی 
پاسخ تحلیل، ضروری است تا تحلیل  ها به کمک روش نیوتن-رافسون تکرار 

گردند.

صحت سنجی نتایج مدل مکانیکی- 3
در اینجا لازم است با استفاده از مدل مکانیکی   معرفی شده نتایج آن با 
مطالعات آزمایشگاهی و یا مدل های اجزاء محدود مقایسه و صحت سنجی 
گردد. در این خصوص نتایج دو تحقیق آزمایشگاهی مختلف با مدل مکانیکی 
آزمایشگاهی  به مطالعه  مقایسه شده است. نخستین صحت سنجی مربوط 
قابلیت  با  الاستومري  جداگر  یک  روی  بر  که  است  تقی  خانی  و  حکیمیان 
میرایي بالا ) HDRB (1 انجام گرفته است. در این مطالعه آزمایشگاهی 

1  High damper rubber bearing

 
 

𝒊𝒊∅  بیو محاسبه ضر یجانب جاییدر اثر جابه یکاهش سطح موثر جداگر الاستومر. 9شکل 
  [11] 

Figure 9. Reduction of the effective surface of the elastomeric bearing due to lateral displacement and 
coefficient calculation ∅𝒊𝒊

  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

]15[  
iφ شکل 9. کاهش سطح موثر جداگر الاستومری در اثر جابه جایی جانبی و محاسبه ضریب  

Fig. 9. Reduction of the effective surface of the elastomeric bearing due to lateral displacement and coef-
ficient calculation  

iφ
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از  مجموعه  ای  تنها  و  بوده  محدود  چرخش  مقابل  در  الاستومری  جداگر 
بارگذاری  های دینامیکی افقی و بار محوری اعمال گردیده است. مشخصات 
این جداگر که پیش تر در دانشگاه صنعتي امیرکبیر ساخته شده در جدول 1 
تحلیل  آزمایش، یک  انجام  بر  این مطالعه علاوه  در   .]4[ است  آورده شده 

عددی نیز بر روی مدل اجزای محدود نمونه انجام گرفته بود )شکل 10(. 

تابع  بالا،  میرایی  با  الاستومری  برشی جداگرهای  آنجایی که مدول  از 
مطالعه حکیمیان- نتایج  از  استفاده  با  رو  این  از  است  برشی  کرنش  مقدار 

مدول  نمودار  مربوطه،  هیسترزیس  نمودارهای  از  استفاده  با  ابتدا  تقی  خانی 
برشی- کرنش برشی تحصیل گردید که در شکل 11 نمایش داده شده است. 
همانطور که مشاهده می شود مقدار مدول برشی با افزایش جابه جایی جانبی 

جدول 1. مشخصات جداگر الاستومری در مطالعات حکیمیان- تقی خانی ]4[

Table 1. Properties of the bearing used in Hakimian and taghikhany study 
 [4]انی خیتق -انیمیدر مطالعات حک یمشخصات جداگر الاستومر. 1جدول 

Table 1. Properties of the bearing used in Hakimian and taghikhany study 
 

1/11 S 1ضریب شکل 
5/9 𝑡𝑡𝑟𝑟 (mm) 2ضخامت هر لایه لاستیکی  

1 𝑡𝑡𝑠𝑠 (mm) 3ضخامت هر ورق فولادی  
555 𝐷𝐷0  (mm) قطر خارجی    

5 𝐷𝐷𝑖𝑖  (mm) قطر داخلی    
72 n𝑟𝑟 های لاستیکی تعداد ورق   

𝐺𝐺𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 (Mpa) متغیر مدول برشی    
7555 K (Mpa) مدول بالک    

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                           
1 Shape Factor 
2 Thickness of individual rubber 
3 Thickness of individual shim  

 [4]انی خیتق -انیمیدر مطالعات حک یمشخصات جداگر الاستومر. 1جدول 
Table 1. Properties of the bearing used in Hakimian and taghikhany study 

 
1/11 S 1ضریب شکل 

5/9 𝑡𝑡𝑟𝑟 (mm) 2ضخامت هر لایه لاستیکی  
1 𝑡𝑡𝑠𝑠 (mm) 3ضخامت هر ورق فولادی  

555 𝐷𝐷0  (mm) قطر خارجی    
5 𝐷𝐷𝑖𝑖  (mm) قطر داخلی    

72 n𝑟𝑟 های لاستیکی تعداد ورق   
𝐺𝐺𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 (Mpa) متغیر مدول برشی    
7555 K (Mpa) مدول بالک    

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                           
1 Shape Factor 
2 Thickness of individual rubber 
3 Thickness of individual shim  

 

 
 [1] نمحدود آ یو اجزا یشگاهیبه همراه مدل آزما خانییتق -انیمیدر مطالعات حک یجداگر الاستومر. 11شکل 

Figure 10. Elastomeric bearing in Hakimian-Taghikhany studies with laboratory model and its finite element 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 10. جداگر الاستومری در مطالعات حکیمیان- تقی خانی به همراه مدل آزمایشگاهی و اجزای محدود آن ]4[

Fig. 10. Elastomeric bearing in Hakimian-Taghikhany studies with laboratory model and its finite 
element
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کاهش می  یابد. باید توجه داشت که در مدل مکانیکی معرفی شده فنر برشی 
معادل، به صورت خطی مدل شده است و مناسب برای جداگرهایی با میرایی 
کم می باشد. با این حال با انتخاب مدول برشی موثر مطابق با بیشینه کرنش 
شکل  در  مکانیکی  مدل  نتایج  با  نیرو-جابجایی  هیسترزیس  نمودار  برشی 
12 مقایسه شده است. نتایج آنالیز گویای آن است که مدل مکانیکی دارای 
تقریب مناسبی در تعیین نیروی برشی بیشینه و همچنین سختی برشی معادل 

دارای دقت مناسبی است.
روی  بر  بارگذاری  آزمایش  نتایج  با  سنجی  صحت  دومین  اینجا  در 
دایروی  مقطع  سطح  و  کم  میرایی  از  که  گرفت  انجام  الاستومری  جداگر 

برخوردار بوده و تحت چرخش انتهای فوقانی قرار گرفته است ]8[. ابعاد این 
1 نسبت به مدل واقعی ساخته شده و مشخصات آن در جدول 2 

4 نمونه 
آورده شده است. راستگو مقدم و کنستاندیندیس1 پس از انجام این آزمایش 
 13 نمودند. شکل  مقایسه  محدود  اجزای  میکرو  مدل  نتایج  با  را  آن  نتایح 
نمودارهای هیسترزیس نیرو-جابه جایی نمونه را به ازای تنش فشاری متوسط 
( 0 ، 0/01 و  tθ ( انتهای فوقانی  زاویه چرخش  6 مگاپاسکال و برای سه 
0/02 رادیان نشان می  دهد. مطابق جدول 3 که به صورت کمی به مقایسه 
نتایج پرداخته است نشان می دهد که مدل مکانیکی در تخمین بیشینه نیروی 

Konstantinidis  1

 

 

 
 [1] یخان یتق-انیمیحک شیآزما جیمطابق نتا یکرنش برش-ینمودار مدول برش. 11شکل 

Figure 11. Shear modulus-shear strain diagram according to the results of Hakimian-Taghikhany experiment 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 11. نمودار مدول برشی-کرنش برشی مطابق نتایج آزمایش حکیمیان-تقی خانی ]4[

Fig. 11. Shear modulus-shear strain diagram according to the results of Hakimian-Taghikhany experiment

جدول 2. مشخصات جداگر الاستومری در مطالعات راستگو مقدم- کنستاندیندیس ]8[

Table 2. Properties of the bearing used in Rastgoo Moghadam- Konstantinidis study
 [8] سیندیکنستاند -مقدم در مطالعات راستگو یمشخصات جداگر الاستومر. 7جدول 

Table 2. Properties of the bearing used in Rastgoo Moghadam- Konstantinidis study 
 

75 S ضریب شکل    
7 𝑡𝑡𝑟𝑟 (mm) ضخامت هر لایه لاستیکی    
1 𝑡𝑡𝑠𝑠 (mm) ضخامت هر ورق فولادی    

158 𝐷𝐷0  (mm) قطر خارجی    
5 𝐷𝐷𝑖𝑖  (mm) قطر داخلی    

75 n𝑟𝑟 های لاستیکی تعداد ورق   
4/5 𝐺𝐺𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 (Mpa) مدول برشی    

1755 K (Mpa) مدول بالک    
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 خانییتق -انیمیحک جیبا نتا کانیکیمدل م جینتا سهیمقا. 12شکل 

Figure 12. Comparison of the mechanical model results with the Hakimian and taghikhany results 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

شکل 12. مقایسه نتایج مدل مکانیکی با نتایج حکیمیان- تقی خانی

Fig. 12. Comparison of the mechanical model results with the Hakimian and taghikhany results
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 مو مدل اجزاء محدود راستگو مقد یشگاهیآزما جیبا نتا کانیکیمدل م جینتا سهیمقا. 13شکل 

Figure 13. Comparison of the mechanical model results with the FEA and experimental Rastgoo Moghadam   

 

  

 

 

 

 

 

 

شکل 13. مقایسه نتایج مدل مکانیکی با نتایج آزمایشگاهی و مدل اجزاء محدود راستگو مقدم

Fig. 13. Comparison of the mechanical model results with the FEA and experimental Rastgoo Moghadam  
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برشی برای جابه  جایی جانبی بیشینه نتایج نزدیکی با مدل آزمایشگاهی دارد 
ولی با مدل اجزاء محدود اختلاف جزیی وجود دارد اما نتایج در تخمین نیروی 
ارائه  نتایج قابل قبولی را  اولیه،  انتهایی  از وجود چرخش  اولیه ناشی  برشی 
شده است. نمودار حاصل از مدل مکانیکی تقریبا در میانه منحنی هیسترزیس 
آزمایشگاهی جا گرفته است. نتایج گویای آن است که وجود چرخش اولیه در 
انتهای جداگر باعث می  شود که حلقه  های هیسترزیس تغییر کند و به سمت 
بالا انتقال یابد این بدان معنی است که مقدار بیشینه و کمینه نیروی برشی با 
هم برابر نیست، و این تغییر و انتقال   منحنی  های هیسترزیس متناسب با بار 
محوری و میزان چرخش انتها، افزایش می  یابد. در حقیقت وجود چرخش اولیه 
باعث ایجاد یک نیروی برشی تکیه  گاهی در جداگر می  شود، در نتیجه جداگر 
الاستومری قبل از تغییر شکل جانبی تحت نیروی برشی قرار می  گیرد. نکته 
قابل توجه این است که وجود چرخش در جداگر تقارن منحنی هیسترزیس 

نسبت به محور نیرو بدون تغییر می  ماند و این بدان معنی است که چرخش بر 
مقدار جابه  جایی به ویژه جابه  جایی بحرانی تاثیر نخواهد داشت.

تحلیل4حساسیت4رفتار4جداگر4الاستومری4]15[-44
به وجود  نسبت  الاستومری  رفتار جداگر  بررسی حساسیت  به  اینجا  در 
چرخش انتهایی، توأم با جابه  جایی جانبی می  پردازیم. در این راستا مشخصات 
مکانیکی و هندسی جداگر الاستومری مورد مطالعه در جدول 4 نشان داده 
محوری  بار  ازای  به  که،  است  صورت  بدین  مدل  آنالیز  نحوه  است.  شده 
لنگر خمشی  اثر  گام تحت  به  گام  ثابت، مدل  و  برشی مشخص  و کرنش 
مقادیر   با  فشاری  بار  مختلف  مقدار  دو  تحت  مکانیکی  مدل  می  گیرد.  قرار 
کرنش  حالت  پنج  با  ترکیب  در    10p Mpa= و      1p Mpa=

،  100%γ =  ،  50%γ = ،  0%γ = مقادیر  با  مختلف  برشی 
هدف  این  به  نیل  برای  می شود.  تحلیل   200%γ =  ،  150%γ =

جدول 3. مقایسه نتایج مدل مکانیکی با نتایج مطالعه راستگو مقدم-کنستاندیندیس

Table 3. Comparison of the mechanical model results with the Rastgoo Moghad-
am-Konstantinidis results  کنستاندیندیس-. مقایسه نتایج مدل مکانیکی با نتایج مطالعه راستگو مقدم1جدول 

Table 3. Comparison of the mechanical model results with the Rastgoo Moghadam-Konstantinidis results 
 

 مدل مکانیکی
𝑭𝑭 𝑮𝑮𝑮𝑮⁄  

 مدل اجزاء محدود
𝑭𝑭 𝑮𝑮𝑮𝑮⁄  

 مدل آزمایشگاهی
𝑭𝑭 𝑮𝑮𝑮𝑮⁄ چرخش  

 𝜽𝜽𝒕𝒕اولیه 
𝒖𝒖 = 𝟎𝟎 

𝒖𝒖
𝒉𝒉𝒓𝒓

= 𝟐𝟐. 𝟓𝟓 𝒖𝒖 = 𝟎𝟎 
𝒖𝒖
𝒉𝒉𝒓𝒓

= 𝟐𝟐. 𝟓𝟓 𝒖𝒖 = 𝟎𝟎 
𝒖𝒖
𝒉𝒉𝒓𝒓

= 𝟐𝟐. 𝟓𝟓 

5 33/2  0 48/1  0 32/2  0 
11/5  33/2  111/0  44/1  11/0  22/2  01/0  
72/5  81/2  21/0  32/1  23/0  3/2  02/0  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

جدول 4. مشخصات جداگر الاستومری برای تحلیل حساسیت رفتار جداگر الاستومری ]15[

Table 4. Elastomeric bearing properties for sensitivity analysis of its behavior
 [15] یرفتار جداگر الاستومر تیحساس لیتحل یبرا یمشخصات جداگر الاستومر. 4جدول 

Table 4. Elastomeric bearing properties for sensitivity analysis of its behavior 
 

1/79 S ضریب شکل 

2/1 𝑡𝑡𝑟𝑟 (mm) ضخامت هر لایه لاستیکی    
5/7 𝑡𝑡𝑠𝑠 (mm) ضخامت هر ورق فولادی    

555 𝐷𝐷0  (mm) قطر خارجی    
25 𝐷𝐷𝑖𝑖  (mm) قطر داخلی    
14 n𝑟𝑟 های لاستیکی تعداد ورق   
197/5 𝐺𝐺𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 (Mpa) مدول برشی    

7555 K (Mpa) مدول بالک    
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نحوه بارگذاری مطابق شکل 14 ابتدا مدل تحت بار فشاری )p( قرار می گیرد 
و سپس با حفظ این بار در مرحله بعد نیروی برشی )q( به مدل اعمال گردیده 
تا کرنش برشی مشخص ایجاد گردد و سپس در مرحله بعد لنگر هارمونیکی 

خمشی )m( اعمال می گردد.

در شکل 15 نمودارهای نتایج حاصل از تحلیل شبه استاتیکی خمشی 
بر روی مدل مکانیکی جداگر الاستومری ارائه گردیده است. رفتار غیرخطی 
مدل مکانیکی در این نمودارها ناشی از اثرات غیرخطی هندسی و همچنین 
به علت رفتار هیسترزیس فنرهای محوری می  باشد. مطابق شکل 15-الف، 

 

 

 
 یخمش یکیاستات لیتحل یبرا یبار گذار یمراحل زمان. 11شکل 

Figure 14. Loading time steps for static flexural analysis 
 

 

 

 

 

 

 

شکل 14. مراحل زمانی بار گذاری برای تحلیل استاتیکی خمشی

Fig. 14. Loading time steps for static flexural analysis

 

 یکیمدل مکان تحلیل حساسیت رفتار جینتا. 11شکل 
Figure 15. Results of mechanical model behavior sensitivity analysis 

 
 
 
 
 
 
 

شکل 15. نتایج تحلیل حساسیت رفتار مدل مکانیکی

Fig. 15. Results of mechanical model behavior sensitivity analysis
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1p و به ازای پنج کرنش برشی مذکور،  Mpa= مدل تحت بار فشاری 
تغییرات سختی چرخشی و همچنین نمودارهای لنگر- زاویه چرخش تحصیل 
با  مشخص  فشاری  بار  ازای  به  که  است  آن  گویای  نتایج  است.  گردیده 
افزایش میزان کرنش برشی، علاوه بر کاهش سختی چرخشی، نمو تغییرات 
کاهش سختی نیز افرایش می  یابد و همچنین با افزایش کرنش برشی لنگر 

چرخشی اولیه معادل زاویه چرخش صفر، افزایش می  یابد. 
نشان    10p Mpa= فشاری  بار  برای  را  نتایج  15-ب،  شکل 
می  دهد. با افزایش بار فشاری سختی چرخشی انتهای جداگر افزایش یافته 
است علت این افزایش سختی، اعمال بار فشاری بزرگ می  باشد که باعث 
تعویق تسلیم کششی فنرهای محوری در مدل مکانیکی شده است. همچنین 
به ازای کرنش برشی مشخص افزایش میزان بار فشاری لنگر چرخشی اولیه 

ایجاد شده در جداگر افزایش می  یابد.
لنگر-زاویه چرخش، می  توان سختی چرخشی  از نمودار  های  با استفاده 
میزان  از  تابعی  به صورت  را  است  صفر  چرخش  زاویه  با  متناظر  که  اولیه 
کرنش برشی و به ازای بار محوری مختلف برای جداگر الاستومری تحصیل 
کرد )شکل 16-الف و ب(. از این نمودار بهتر می  توان نتیجه گرفت که با 
افزایش بار محوری میزان سختی چرخشی اولیه افزایش می  یابد اما با افزایش 
بنابراین در  یافته است.  اولیه کاهش  میزان کرنش برشی، سختی چرخشی 
مواردی که جداگرهای الاستومری دچار چرخش می گردند باید توجه داشت 
کاهش سختی چرخشی باعث ناپایداری زود هنگام جداگر می  شود و میبایست 

تدابیر مناسبی اتخاذ کرد.

نتیجه4گیری-54
اثر چرخش  بررسی  مکانیکی جهت  مطالعه یک مدل  به  مقاله  این  در 
پل های  در  شایع  امری  که  شده   است  پرداخته  الاستومری  جداگرهای  در 
بلند دهانه و انعطاف  پذیر می  باشد. مدل مکانیکی شامل سه لایه از فنرهای 
محوری که در قسمت فوقانی و میانی و تحتانی مدل مکانیکی تعریف شده 
است. در این مدل امکان اعمال همزمان فشار، برش و چرخش وجود دارد. 
P در این  −∆ اثرات برهم نهی بار محوری و نیروی جانبی ، شامل اثر 
تغییر  در  رفتار مصالح  نظر گرفتن  در  برای  است.  نظر گرفته شده  در  مدل 
شکل  های خمشی برای فنرهای محوری مدل رفتاری هیسترزیس غیرخطی 
تعریف شده است. در این مدل ضریب هم پوشانی سطح برای اصلاح سختی 
هر یک از فنرهای محوری تعریف شده و باعث بهبود نتایج گردیده است. با 
توجه به اینکه در این مدل اثرات میرایی در نظر گرفته نشده است و مدول 
برشی ثابت فرض شده است اثرات غیرخطی رفتار جانبی مدل تنها ناشی از 
برای  بنابراین  بود.  رفتار غیرخطی فنرهای محوری خواهد  اثرات هندسه و 
بهبود نتایج مدل مکانیکی در مقایسه با جداگرهای با میرایی بالا می  بایست 
فنر برشی معرفی شده در مدل به صورت غیر  خطی و تابعی از کرنش برشی 
از این مطالعه  نتایج حاصل  با ترکیب میرایی تعریف شود.  بار محوری و  و 
جابه  جایی  مقدار  بر  جداگر  انتهای  در  اولیه  چرخش  وجود  که  می کند  بیان 
گذار  اثر  بحرانی  برشی  نیروی  بر  اما  ندارد  تاثیری  ناپایداری  و حد  بحرانی 
است. همچنین چرخش اولیه باعث ایجاد نیرو برشی در جداگر الاستومری 
می  شود و با افزایش بار فشاری و همچنین جابه جایی افقی مقدار این نیروی 

 
 های برشی مختلفسختی چرخشی اولیه به ازای کرنش. 16شکل 

Figure 16. Initial rotational stiffness vs. offset shear strain 
 

شکل 16. سختی چرخشی اولیه به ازای کرنش های برشی مختلف

Fig. 16. Initial rotational stiffness vs. offset shear strain
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برشی افزایش می  یابد. مدل مکانیکی در تخمین مقدار این نیرو در مقایسه 
نتایج نشان می  دهد که سختی  نتایج مدل  های دیگر دقت مناسبی دارد.  با 
چرخشی تحت کرنش برشی ثابت با افزایش فشار، افزایش می  یابد و تحت 
فشار ثابت با افزایش کرنش برشی سختی چرخشی کاهش می  یابد. این مدل 
مکانیکی تغییرات سختی چرخشی را در مقایسه با مدل آزمایشگاهی با دقت 

خوبی نشان می  دهد.
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