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گاه کمانش موضعي صفحات ارتوتروپيک برروي انواع تکيه

 روش نوار محدود اسپلاين داخلي الاستيک به

 2; مجتبي ازهري1ايمان جنتي

 چکيده

است. با اي برخوردار بودههاي نازک تحت فشار همواره در از اهميت ويژهها بررسي پايداري ورقطراحي سازهدر 

هاي حل عددي استفاده ها، از روشمعادلات ديفرانسيل مربوط به تحليل پايداري ورقتوجه به مشکلات حاکم بر حل دقيق 

توان با هاي داخلي الاستيک را ميگاهتکيهانواع  .باشدهاي عددي روش نوار محدود اسپلاين ميشود. يکي از روشمي

از روش نوار محدود اسپلاين و همچنين  اين روش اعمال نمود. در اين مقاله با استفاده در استفاده از مدل فنر الاستيک

گاه الاستيک و حل مسأله پايداري کردن انواع تکيهکه، توانايي مدلاي کامپيوتري تنظيم شدمعادلات پايداري صفحات برنامه

هاي داخلي الاستيک بررسي و صحت و گاهکمانش موضعي صفحات ارتوتروپيک بر روي انواع تکيه اين صفحات را دارد.

گرايي مطلوبي هاي نوار محدود، از ميزان همشود. اين روش همانند ساير روشهاي ديگر مقايسه ميروش با روشدقت 

بر روي ضريب کمانش موضعي ورق مورد بررسي و مطالعه قرارگرفت. با  پارامترهاي موثربرخوردار است. تأثير 

گاه الاستيک با سختي مشخص، دادن نوع خاصي از تکيه توان محل مناسبي را براي قراراستفاده از نتايج بدست آمده، مي

 .هاي داخل صفحه پيشنهاد نمودجهت رسيدن به مقادير بالاتري از ضرايب کمانش و افزايش پايداري ورق براي بارگذاري

 کلمات کليدي 

 .گاه الاستيک، روش نوار محدود اسپلاينکمانش موضعي، صفحات ارتوتروپيک، تکيه

Local Buckling of Orthotropic Plates on Elastic Supports 

Using Spline Finite Strip Method 

I. Jannati; M. Azhari 

ABSTRACT 

The prediction of local stability of thin plates under compression has become increasingly important in 

structural design.  

Numerical methods are employed to overcome the difficulties of exact solution for partial differential 

equations of plate’s stability. Spline Finite Strip Method is one of these numerical methods and different 

elastic supports attached to the plate may be handled using this method. In the present paper, local buckling 

of orthotropic plates resting on elastic supports are studied and results are compared with known solutions. It 

is shown that rapid convergence of the solution is obtained. 

Local buckling coefficients of plates are calculated for various effective parameters. The optimum 

position of the elastic supports with specific stiffness is proposed in order to maximize the local buckling 

coefficients for plates subjected to in-plane loading. 

KEYWORDS 

Local Buckling, Orthotropic Plates, Elastic supports, Spline Finite Strip Method. 
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 مقدمه -1

هاي الاستيک قرار گاههايي که بر روي انواع تکيهبراي ورق

توان بطور مثال مي .توان يافتيم کاربردهاي بسيارياند گرفته

ها، بتن مسلح به پايداري ورق روي فونداسيون ساختمان

ها، همچنين ورق فلزي اهها و باند فرودگراهسنگفرش بزرگ

هاي هاي ساندويچي اشاره کرد. در آناليز عرشهمتکي بر پانل

هاي ها و ورقهاي بدنه هواپيماها وکشتيورقه ,هاراهپل بزرگ

هاي نازک ها نيز مسأله کمانش ورقتقويت روي تيرها و ستون

در  بيشترکمانش  مطرح است.هاي الاستيک گاهبر روي تکيه

دهد که ابعاد آن در جهات مختلف تفاوت زيادي مياعضايي رخ 

ها که اي ورقمقاومت سازهرو،  با يکديگر دارند. از اين

بعاد طولي و عرضي آنها بسيار کمتر اضخامتشان نسبت به 

 هاي داخل صفحه آسيب پذيرند.است به شدت تحت بار گذاري

گاه الاستيک بسياري از در تحليل صفحات برروي تکيه

الاستيک قائم و و به صورت گاه وينکلر از مدل تکيهقان قمح

گاهي گاه دو پارامتري )داراي مقادير مساوي سختي تکيهتکيه

هاي عددي متفاوتي از قائم و دوراني( استفاده کرده و روش

هاي المان مرزي را بکار هاي المان محدود و روشقبيل روش

گاه ان به تکيهتوگاه مياني ورق مياند. از انواع تکيهگرفته

گاه گاه الاستيک خطي و تکيهاي، تکيهالاستيک گسترده و ناحيه

 اي اشاره نمود.الاستيک نقطه

  هاي حل عددي معادلات ديفرانسيليکي از انواع روش

است که خود انواع متفاوتي  1ها روش نوارهاي محدودورق

توسط  6791دارد. روش نوارهاي محدود معمولي در سال 

طور کامل ارائه شد. در ها به[ براي بررسي رفتار ورق6چونگ ]

     اين روش از توابع سينوسي شکل در طول نوار استفاده 

هاي با شرايط انتهايي گردد. اين روش براي حل ورقمي

دليل انتخاب تابع شکل مناسب، بسيار ساده و سريع مفصلي به

أله که براي ساير شرايط مرزي حل مسباشد. در صورتيمي

باشد. برادفورد و صرف وقت بيشتري مينيازمند تر و پيچيده

با استفاده از توابع شکل  6771[ در سال 2ازهري ]

غيرسينوسي، شرايط مرزي مختلف را مدل نمودند. علاوه بر 

اين، در حضور نيروي برشي، به دليل اختلاف فاز بين مودها، 

بزرگي در  اين روش داراي همگرايي مناسب نبوده که محدوديت

گردد. براي غلبه بر اين محدوديت حل مسايل کمانش تلقي مي

 روش نوارهاي محدود مختلط ارائه گرديد.

خود به دو دسته نوارهاي  2روش نوارهاي محدود مختلط

محدود مختلط دقيق و نوارهاي محدود مختلط نيمه تحليلي 

شود. روش نوارهاي محدود مختلط نيمه تحليلي در تقسيم مي

[. در اين 3گرديد]توسط پلانک و ويتريک معرفي 6791 سال

روش تغيير مکان جانبي نوار در حين کمانش در جهت عرضي 

و در جهت طولي به  3به صورت يک چند جمله اي از درجه 

گردد. از مشخصات اين روش صورت نمايي مختلط فرض مي

کند، خطوط اتصال اجزا مسطح پس از که فرض ميآن است

مانند که در مورد کماش کلي مستقيم باقي مي کمانش نيز

براي بررسي ياد شده وش بنابراين رباشد. فرضي نادرست مي

 باشد.کمانش کلي مناسب نمي

روش نوار  ،هابراي تحليل رفتار ورق  ارائه شده روش ديگر

است. توابع اسپلاين در ابتدا توسط شونبرگ  3محدود اسپلاين

دليل سهولت ها استفاده شد. به[ براي مسائل توزيع داده1]

گيري )چند گيري و انتگرالاستفاده از اين توابع در روند مشتق

هاي عددي نيز استفاده شد اي بودن( از اين توابع در روشجمله

[ که 1اي از جمله پرنتر ]و توسط بسياري از محققان علوم سازه

ر يابي تغييرات طولي جابجايي مورد استفاده قرابراي درون

توسط فن  6792گرفت. روش نوارهاي محدود اسپلاين در سال 

[ براي استفاده در تحليل صفحات به صورت جامعي بسط 1]

هاي متفاوتي در طول هر نوار داده شد. در اين روش از گره

تر شود و از اين جهت به روش اجزا محدود نزديکاستفاده مي

يط مرزي کردن شرااست. از مشخصات اين روش، قابليت مدل

هاي تر نسبت به ساير روشهاي پيچيدهمختلف و بارگذاري

واسطه وجود گره هاي طولي، باشد. ولي بهنوار محدود مي

زمان و حافظه بنابراين به تعداد درجات آزادي بيشتر بوده و 

 کامپيوتري بيشتري احتياج است.

و به صورت  گاه وينکلرحل پايداري صفحات برروي تکيه

توسط کندي و  6797واخت اولين بار در سال رده يکنتگس

 و  [ به روش تحليلي مورد استفاده قرارگرفت9] ويليامز

هايي  بر توانستند حل صريحي براي کمانش و ارتعاش ورق

[ نيز 9] گاه يکنواخت ارائه دهند. کرسترن و همکارانشروي تکيه

اي مياني را بر روي مسأله ارتعاش هاي نقطهگاهاثر تکيه

[ با استفاده از 7] ند. امورتاگ و آکوزردحات بررسي کصف

نوعي روش ترکيبي اجزا محدود ارتعاش آزاد صفحات را بر 

 . رائو و راجونمودندگاه گسترده الاستيک بررسي روي تکيه

هاي [ نيز به بررسي اثر شکل مودها در کمانش ورق61]

[ در 66مستطيلي ارتوتروپيک مفصلي پرداختند. ماداسامي ]

براي اولين بار با استفاده از روش نوار محدود  6771سال 

گاه دار را که بر روي تکيههاي سوراخاسپلاين توانست ورق

اي قرار دارند آناليز استاتيکي نمايد. ساها و گاتا داخلي نقطه

   ها را بر روي پايداري ديناميکي ورق 6779[ در سال 62]

پور و همکاران دند. سعادتگاه وينکلر مورد بررسي قرار داتکيه
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توانستند،  6779[ نيز با استفاده از روش گالرکين در سال 63]

گاه مياني بررسي کنند. برادفورد کمانش ورق را برروي تکيه

ها اي بر روي کمانش يک طرفه ورق[ تحقيقات گسترده61]

انجام داده است که تحقيقات ايشان به نتايج قابل توجهي رسيده 

[ 61نيز حل مشابهي توسط ماتسوناگا ] 2111 است در سال

ها گاههاي ضخيم برروي اين تکيهبراي مسأله پايداري ورق

[ توانست از روش نوار 61ارائه گرديد. درهمان سال هانگ ]

     محدود معمولي براي تحليل حالات خاصي از قرارگيري

 شکل) گاه الاستيک استفاده کندهاي مستطيلي بر روي تکيهورق

[ نيز توانستند، با استفاده 69ازهري و عبدالهيان دهکردي ](. 6

هاي به بررسي پايداري ورق نوار محدود اسپلاين از روش

ارتوتروپيک بپردازند در اين مقاله نيز، از روش نوار محدود 

         هاي متکي بر انواعاسپلاين براي تحليل پايداري ورق

ي استخراج هاي الاستيک استفاده خواهد شد و نحوهگاهتکيه

هاي سختي و هندسي و همچنين حل مسأله کمانش ماتريس

 ها توضيح داده خواهد شد.مربوط به اين ورق

 
مدل فنرارائه شده براي تحليل ورق متکي بر تکيه گاه الاستيک : 6 شکل

 ش نوار محدوديکنواخت در رو

هاي اسپلاين و تعيين ماتريس محدودروش نوار  -2

 سختي و هندسي

در روش نوارمحدود اسپلاين بر خلاف دو روش ديگر نوار 

محدود )نوار محدود عادي و مختلط(، در راستاي طولي نوارها 

چگونگي تقسيم  2شود. در شکل  هايي در نظر گرفته ميگره

ها بر روي آن ر گيري گرهبندي ورق به نوارهاي طولي و قرا

گره قسمت  rي نوار ورق بوسيله 2شکل شود. در مشاهده مي

بندي شده است. براي اعمال شرايط مرزي دو لبه ابتدايي و 

گره کمکي )در دو انتهاي نوار( نيز لازمند. پس  2انتهايي ورق، 

گره مقطعي نياز است. هر گره  +r 3کل روي هر خط گره، در 

 3درجه آزادي ) 1مقطعي نشان داده شده در شکل نيز داراي 

درجه آزادي جابجايي و يک درجه آزادي دوراني حول لبه 

دو درجه ياد شده باشد. از چهار درجه آزادي کناري نوار( مي

و  uدرجات آزادي خمشي و دو درجه آزادي  و wآزادي 

v باشد. در اين مقاله درجات آزادي درجات آزادي غشايي مي

 خمشي مورد بررسي قرار گرفته است.

 
با  yبندي کل ورق به نوارهاي طولي در راستاي  : تقسيم2شکل 

 نمايش خطوط گرهي در روش نوار محدود اسپلاين

يابي يک تابع براي درون نوار محدود اسپلاين در روش

byaدرفاصله اختياري  ، ها ي گرهابتدا اين فاصله بوسيله

 شود. قسمت مساوي تقسيم مي rبه تعداد

  rabmyybyayrm mr /,,,0 00  
      ي خاصي مقدار دارد، از آنجا که اين تابع در ناحيه

براي توابع اسپلاين مرتبه  ym)(شود.ناميده مي4 ايقطعه

سوم 
3B ( 3شکل ) با فواصل يکسان و مرکز

myy   به صورت

 شود.تعريف مي 6رابطه 
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 ،6در رابطه 
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: نمايش چند تابع اسپلاين 3شکل 

3B  در حوالي گرهm 

با نوشتن توابع اسپلاين بر روي هر گره و استفاده از اصل 

را  yf)(پذيرتوان هر تابع پيوسته و مشتقبر هم نهي مي

    نشان داده  ys)(يابي نمود. اين مجموع توابع که بادرون

وابسته است.  mشود، به چهار تابع اسپلاين حوالي گره مي

پس همانطورکه گفته شد، دو گره کمکي 
1y  و

1ry  براي

يابي در قسمت اول و آخر مورد نياز است. سري توابع درون

 شود.بيان مي ،2رابطه اسپلاين به صورت 
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يابي ها ضرايب بدست آمده در حين درونmکه در اين رابطه 

 اند.بدست آمدهباشند، که از شرايطي نظير شرايط مرزي مي

هاي خمشي( درجات براي کمانش موضعي )تغيير شکل

و دوران (w) ها شامل تغيير مکان قائمآزادي در هر يک از گره

وسيله توابع باشد که بايد به(ميyحول محور طولي نوارها )

اي)شيب و يابي مقادير گرهشکل تخمين زده شود. براي درون

جابجايي( در راستاي عرضي نوارها، از توابع شکل هرميتي و 

اي اسپلاين استفاده شده در راستاي طولي از يک چندجمله

توان تغيير مکان خمشي ورق را به صورت ين مياست. بنابرا
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 است: بصورت باز نشان داده شده 1که در رابطه 
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xxN









 

همچنين    3برداري است، سطري که دارايr+   عضو که به

 شود.بيان مي 1بطه راصورت 

(6)    1101 ...   r 

ماتريس ستوني  b  هااي  درجات آزادي ناشي از تغيير مکاان

باشاد. متغيرهااي ايان مااتريس بردارهااي ساتوني       خمشي ماي 

باشد. ايان متغيرهاا   عضو مي +3r هستند که هر يک خود داراي

 باشند:مي 9رابطه  به شرح

(7) 

   

   

   

   T
jrj

T

jrj

T

iri

T

iri

101

101

101

101

...

...

...

...

























 

   جابجااايي قااائم بااراي jو  iمقااادير  ،9شااماره در روابااط 

کناري ناوار(  )دو لبه  jو  iهاي مقطعي روي دو خط گره گره

هاي مقطعاي در  دوران حول گره jو  iهمچنين  باشد ومي

 باشد.اي ميهمين خطوط گره

توان به آساني گاهي را ميدراين روش هر نوع شرايط تکيه

شرايط مرزي در راستاي هر  برآورده شدني مدل نمود. نحوه

گاهي آن نقطه توسط اصلاح توابع تکيهنوار با نوشتن شرط 

گاه ساده در شود. به عنوان نمونه براي تکيهاسپلاين انجام مي

 توان نوشت:ابتداي نوار مي

)0(10شرط مرزي شماره :   (8) yw 

20شرط مرزي شماره :   (9)
)0(

2

2






y

yw
 

اگر براي يک خط گره اين دو شرط را نوشته و در توابع 

توان حذف شده و مي 1و0 شوند، اسپلاين جايگذاري 

1  اصلاح نمود. 11را به صورت رابطه 

(11) )()()( 111 yyy  

 :توان نوشتبه همين صورت براي گره انتهايي نوار مي

(11) )()()( 111 yyy mmm   

    توان شرايطاي دو سر گيردار نيز ميبراي شرايط لبه

اي مشابه را اعمال نمود و مقادير اصلاحي توابع شکل رابه لبه

 دست آورد.به 63و62روابط صورت 

 (12) )()(
2

1
)()( 1011 yyyy  

 

(63) )()(
2

1
)()( 111 yyyy mmmm   

به  fU،xU،yU انرژي ارتجاعي ورق و  دهندهنشان pUاگر
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گااه الاساتيک   گاه الاستيک قائم، تکيهانرژي ارتجاعي تکيهترتيب 

پس  ،باشدکار نيروهاي خارجي  Vو  yوxدوراني حول محور

 توان نوشت:مي

(14) )( VUUUU yxfp

e

  

ژي پتانسيل بنابراين با استفاده از اصل حداقل انر

کل 0 توان مطابق با توابع تغييرمکان انتخاب شده مي

هاي سختي وماتريس پايداري هر نوار هاي ماتريسدرايه 

 گاه الاستيک مربوط به آن را استخراج نمود.وتکيه

(15) }0{}]}{[)][][][][{(   Gyxfp KKKKK 

][،61 دررابطه pK،][ fK،][ xKو][ yKماتريس  ترتيببه

    نظير يسخت يهاکل ورق و ماتريس يخمشي برا سختي

 xحول محور دوراني گاه الاستيک گاه الاستيک قائم، تکيهتکيه

هرنوار  يهاي سختي برابوده که پس از استخراج ماتريس yو 

آنها بر اساس درجات سرهم نمودن و ( 61)از روابط الاستيسته 

آيند. در نهايت با حل يک مسأله مقدار ويژه، آزادي بدست مي

 آيد.بار کمانشي صفحات بدست مي

(16) 

 ][][][

][][][

]][[][][][

]][[][][

















A
yy

T

yy

A
xx

T

xx

A
f

TT

f

A

T

p

dAGkGK

dAGkGK

dANkNK

dABDBK

 

 61وابط رکه در 

(17) ]][[}2,,{][
2

2

2

2

2














 N

yxyx
B T

 

(69) 
]][[][

]][[][













N
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G

N
x
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(67) 





















)1(00

0

0

)1(12
][

3

yvxy

yyx

xyx

yv
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EE
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


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نيز  67در رابطه  D  ماتريس صلبيت خمشي ورق

، xEضخامت ورق و  t اشد. پارامترهايبارتوتروپيک مي

yE ،x،y  وxyG هاي هاي الاستيک براي ورقثابت

ک باشد، باشند. اگر ورق داراي رفتار ايزوتروپيارتوتروپيک مي

 شود:جايگزين مي 21رابطه اين ضرايب به صورت 

(21) 

 










12
EG

EEE

xy

yx

yx

 

( نيز،61)در روابط
fk ،

xk و
yk دهنده  پارامترهاي نشان

باشند، که بسته به نوع هاي الاستيک ميگاهسختي انواع تکيه

اي و حتي ترکيبي ( با يک اي، پارهآنها )گسترده، خطي، نقطه

گاه شوند. براي مثال براي تکيهمدل رياضي مناسب محاسبه مي

0yyخطي در  21و xxx  توان نوشت:مي 

(26) 

)()])([(),(

)()])([(),(

)()])([(),(

012

012

012

yyxxxxHkyxk

yyxxxxHkyxk

yyxxxxHkyxk

yy

xx

ff













 

واحد به ترتيب تابع يکه y)( و H(x)، 26که در روابط 

صورت مشابه ماتريس سختي باشند. بهوتابع دلتاي ديراک مي

توان براي هر المان محاسبه کرد. هندسي )پايداري( را نيز مي

][س سختي هندسي براي ماتري GK توان نيز براي هر نوار مي

 نوشت.

(22) 
      ][},{][

]][[][][
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نيروهاي داخل صفحه اعمالي بر  T][نيز  يادشده در روابط

باشد که به صورت نوار مربوطه به صورت فشار و برش مي

 .شودتعريف مي 23رابطه 

(23) 









yxy

xyx

TT

TT
T ][ 

 نتايج -3

هاي اي ومحاسبه ماتريسي رايانهبا نوشتن يک برنامه

سختي وپايداري نوارها و در نهايت محاسبه ماتريس سختي و 

پايداري کل ورق و حل مسأله مقدار ويژه مربوطه مقادير 

ي ست آورد. با استفاده از برنامهضرائب کمانش را مي توان بد

ها با انواع مختلف توان ضرائب کمانش موضعي ورقمي مدون،

 را تعيين کرد. گاهيشرايط مرزي نيرويي و تکيه

طرف گيردار با نسبت  چهاار کنترل همگرايي ورق  -3-1

2BA/ قائم  گاه خطيمتکي بر دو تکيه 

ار نيز با نسبت چهار طرف گيرد 1ورق ايزوتروپيک

2BA  fk =161گاه الاستيک خطي قائم با سختيو دو تکيه /

تحت نيروي فشاري  1شکلهاي مياني آن همانند در يک سوم
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 )طول ورق( مورد بررسي قرار گرفته است. yدر راستاي 

 

گاه الاستيک دو تکيه ي: ورق ايزوتروپيک چهار طرف بر رو1شکل

 خطي با فواصل مساوي

براي ورق فوق نيز بر حسب  crKمقادير ضريب کمانش 

آمده است و با  6 جدولدر  rتعداد تقسيمات تابع اسپلاين

با همان تقسيم  [69] مقدارمحاسبه شده توسط نرم افزار انسيس

 .بندي مثال قبل مقايسه شده است
: ضريب کمانشي  6جدول 

crK  در مقابلr  تعداد تقسيمات تابع(

 1شکلاسپلاين( براي ورق 
ANSYS 

[18] 
61 7 9 9 1 1 1 r 

972/9 977/9 971/9 763/9 726/9 
7 1 3

/9  
319/9 912/69 

crK 

ورق ارتوتروپياک چهاار طارف     کنترل همگراياي  -3-2

5BAمفصل با نسبت   حت برش داخل صفحهت /

1BAبا نسبت  ر طرف مفصلچها 1ورق ارتوتروپيک و  /

نيز براي کنترل  مقادير صلبيت خمشي و ضريب پواسون زير

به مقادير  توجهبا بررسي قرار گرفت و نتايج در  گرايي موردهم

طرف مفصل  4ارتوتروپيک گفت، براي ورق  توانمي 2جدول 

به دقت مطلوب  توانمي = 61r گرفتن با درنظرتحت برش نيز 

 ،در مسائل برش هاشاره شدرسيد. پس همگرايي روش 

روش نوار محدود بنابراين، باشد. يم تر از ساير مسائلضعيف

هاي اسپلاين همگرايي مناسبي براي حل پايداري ورق

هاي الاستيک گاهتکيه       ايزوتروپيک و ارتوتروپيک بر روي 

 داخلي با شرايط مرزي و نيرويي متفاوت دارد.

 مقايسه شد. [69]با نتايج مرجع  2جدول 

GpaEx 200  3.0x  

GpaEy 20  03.0y  
GpaG yx 06356.7  

mkNDx .818.16  mkNDy .6818.1  

mkNDD xy .50454.0.1    mkND yx .5886.0  

10
y

x

D

D  0.1
21




y

yx

D

DD
 

گفت، براي ورق  توانمي 2با توجه به مقادير جدول 

 61rگرفتن  با درنظرطرف مفصل تحت برش نيز  4ارتوتروپيک 

اشاره توان به دقت مطلوب رسيد. پس همگرايي روش مي =

باشد. يم تر از ساير مسائلضعيف ،در مسائل برش هشد

روش نوار محدود اسپلاين همگرايي مناسبي براي حل بنابراين، 

       هاي ايزوتروپيک و ارتوتروپيک بر روي پايداري ورق

هاي الاستيک داخلي با شرايط مرزي و نيرويي متفاوت گاهتکيه

 دارد.

ب کمانشي : ضري 2جدول 
crK  در مقابلr  براي ورق ارتوتروپيک

1BAبا   تحت برش /

61 9 1 1 R 

 روش حاضر 321/17 269/39 199/29 791/21
crK 

 [69] مرجع  311/91 991/39 111/29 791/21

چهاارطرف مفصال باا     ررسي صحت نتايج ورقب -3-3

3BA نسبت  قائم  گاه خطيمتکي بر دو تکيه/

ورق ايزوتروپيک چهار طرف مفصل با  ،شده گفتهبا روش 

بر روي دو  5شکل که مطابق  3 نسبت طول به عرض مساوي

گرفته تحليل گاه الاستيک خطي در فواصل مساوي قرارتکيه

معمولي که به روش نوارمحدود نتايج شده و نتايج حاصل، با 

 شوند.مقايسه مي 3جدول در  ،شد استفاده [61]وسيله هانگ 

 
 گاه خطيورق چهار طرف مفصل بر روي دو تکيه:  5شکل 

 iخطي براي مقادير مختلف طول موج 

به ضريب بدون بعد است که  fkجدول پارامتر اين در

شود. اين براي ورق ايزوتروپيک اعمال مي يتميصورت لگار

گاه ضريب نشان دهنده مقادير متفاوت سختي قائم تکيه

ها اين مقادير به باشد. براي نشان دادن اثر آنالاستيک مي

توان جدول فوق مي کنند. با دقت درت لگاريتمي تغيير ميرصو

 که روش هانگ روش نوار محدود دريافت، از آنجا
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 iضرايب کمانش موضعي ورق متکي بر تکيه گاه خطي براي مقادير مختلف طول موج : 3جدول

fk 
1 2 3 4 5 

 [61]مرجع  روش حاضر [61]مرجع  روش حاضر [61]مرجع  روش حاضر [61]مرجع  روش حاضر [61]مرجع  روش حاضر

1 1162/1 111/1 3191/1 3113/1 1711/1 1711/1 6919/1 6919/1 3916/1 2119/1 

612 163/1 111/1 3111/1 1113/1 9112/1 9112/1 6966/1 6966/1 3911/1 2197/9 

613 111/1 111/1 1119/1 16/1 9993/1 9993/1 2197/1 9742/5 1211/1 9111/9 

611 613/1 111/1 1131/1 1619/1 7123/1 7123/1 1199/1 5554/5 1699/1 9127/9 

611 6672/1 111/1 1937/1 1619/1 1216/1 1216/1 9199/1 4555/5 9111/1 9132/9 

611 6371/1 111/1 1916/1 1619/1 6172/1 6172/1 6197/1 9742/6 9731/1 9132/9 

گاه خطي الاستيک را در مقادير طول نيم ساده است، وجود تکيه

موج کمانشي )براي ورق چهار طرف مفصل عرض نوار( نشاان  

ف را شاده توانساته اسات، ايان ضاع      دهد. ولي روش ارائاه نمي

 مرتفع نمايد.قدري 

ورق ايزوتروپ چهار طرف مفصل متکي بر چهاار   -3-4

اي در راساتاهاي قاائم و   گاه الاساتيک نقطاه  تکيه

 دوراني

در اين مثال ورق ايزوتروپيک چهار طرف مفصل متکي بر 

( و fkبا سختي قائم ) 1شکل اي مطابق گاه الاستيک نقطهتکيه

( تحت نيروي ykو xkحول عرض و طول ورق )سختي 

 شود.فشاري در راستاي طولي ورق بررسي مي

 
     گاهمتکي بر روي چهار تکيه چهار طرف مفصلورق :  1شکل 

 کلاي الاستيک مطابق شنقطه

شود که وجود مشاهده مي 9شکل هاي با دقت در نمودار

تواند بر مي /61BAها تنها براي ورقهاي با گاهاين تکيه

هايي که در گذار باشد. براي مثالضريب کمانش موضعي تأثير

اني نيز وجود داشته نمودارهاي رگاهي دوها سختي تکيهآن

اي هاي نقطهگاهوجود تکيه از اينرومشابهي بدست آمده است. 

   هاي با اشکال نزديک به مربعيشکل تنها براي ورقاين به 

 تواند موثر باشد.مي
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براي مقادير مختلف طول به  1 ضرايب کمانش ورق شکل:  7شکل 

 fkگاه الاستيک قائم عرض ورق سختي تکيه

ساه  ي ايزوتروپ چهار طرف مفصال بار رو   ورق -3-5

قائم  يراستاها ي با سختي درک خطيگاه الاستهيتک

 يو دوران

گاه بر روي سه تکيه چهار طرف مفصلاين بار نيز ورق 

با فواصل مساوي بررسي شده  9خطي الاستيک مطابق شکل 

 است.

 
 گاه خطي الاستيکيهتک 3بر روي  چهار طرف مفصلورق :  8 شکل
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براي مقادير مختلف و سختي  8ضرايب کمانش ورق شکل - 9شکل

  yk وfkگاه الاستيک تکيه

ي نمودارها تمام توان دريافت کهمي 9شکلبا دقت در 

4BAدر fkگاهي مربوط به سختي تکيه اند. به هم رسيده /

دليل اين امر يکي بودن طول نيم موج کمانشي با فاصله بين 

هاي الاستيک است. همچنين اگر نسبت طول به عرض گاهتکيه

 گاه الاستيک خطييا بيشتر باشد، وجود تکيه 4ورق نزديک به 

 xkگاهي دوراني تاثير چنداني نخواهد داشت. براي سختي تکيه

هم نمودارهاي مشابهي بدست آمده است. اما براي شکل مربوط 

گاه الاستيک وجود اين تکيه yk گاهي دورانيبه سختي تکيه

 باعث افزايش ضريب بار کمانشي در بيشتر نقاط به خصوص

2BAحوالي   .ه استشد /

گااه  هيا تکي رو چهار طرف مفصل ايزوتروپورق  -3-6

قائم و  يراي سختي در راستاهاي باک ناحيهيالاست

 يدوران

اي مطابق در زير گاه الاستيک ناحيهدر اين مثال يک تکيه

ورق ايزوتروپيک چهار طرف مفصل قرار گرفته است. پايداري 

ار اعمالي در راستاي طول ورق بررسي اين ورق برحسب ب

گاه گسترده رنگ ورق بر روي تکيه تيرهاست. )در ناحيه شده 

 الاستيک با سختي يکنواخت قرار دارد.(

 
 اي الاستيک گاه ناحيهورق چهار طرف مفصل بر روي تکيه: 11شکل 
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 /BAبراي مقادير مختلف 61 مانش ورق شکلضرايب ک:  11شکل

  xkو  fkگاه الاستيکو سختي تکيه

گاهي توان گفت افزايش سختي تکيهمي 61با توجه به شکل 

fk  درهمه جا افزايش ضريب بار کمانشي را نتيجه توانسته

مقدار کمتري است.  /3BAدهد. اما اين افزايش در حوالي 

گاه الاستيک ، وجود تکيه xkگاهيولي براي افزايش سختي تکيه

رفت، چنان که انتظار ميدوراني به شکل فوق نتوانسته است، آن

 ykگاهيسختي تکيهباعث افزايش ضريب کمانش شود. براي 

 دست آمد.هم نتايج مشابه به
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دو طاارف  -دوطاارف مفصاال ارتااوتروپورق  -3-7

راي با  ک يکنواخات يگااه الاسات  هيا تکي رو گيردار

 يقائم و دوران يسختي در راستاها

 12شکللاستيک يکنواخت مطابق گاه ادر اين مثال يک تکيه

دوطرف گيردار –ل ورق ارتوتروپيک دوطرف مفصلدر زير ک

قرار گرفته است. خصوصيات مکانيکي ورق ارتوتروپيک همان 

باشد. پايداري اين ورق برحسب خصوصيات ورق مثال دوم مي

بار اعمالي در راستاي طول ورق مورد بررسي قرار گرفته 

 ي گيردار است.(لبه Cي مفصلي ولبه Sاست.)

 
گاه دو طرف مفصل بر روي تکيه -ورق دو طرف گيردار : 12شکل

 يکنواخت الاستيک

گاه قائم و جا نيز مقادير مختلف سختي براي تکيهدر اين

گاه دوراني الاستيک بررسي شده و ضرايب کمانش بر تکيه

اند. از  ورق محاسبه شدهحسب مقادير مختلف طول به عرض 

گاه در زير کل ورق گسترده است، به نظر ه اين تکيهجا کآن

گاه تأثير بيشتري در ضريب رسد نسبت به ساير انواع تکيهمي

 .کمانش داشته باشد

  توان گفت براي مي 13شکل با توجه به نمودارهاي 

 3گاه الاستيک درو کمتر وجود تکيه fk =261د هاي حدوسختي

BA نتوانسته است، تأثير چنداني بر ضريب کمانش ورق  /

BA 3ارتوتروپيک بگذارد. اما براي گاه افزايش سختي تکيه /

اي باعث الاستيک قائم توانسته است، به مقدار قابل ملاحظه

 گاه الاستيک شود.افزايش سختي تکيه
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و  /BAبراي مقادير مختلف 12 ضرايب کمانش ورق شکل:  13شکل 

 xkو  fkگاه الاستيکسختي تکيه

  وجود fk =261هاي قائم بسيار بزرگتر از براي سختي

ي مقادير طول ک يکنواخت توانسته است، در همهگاه الاستيتکيه

به عرض ورق باعث افزايش ضريب کمانش ورق شود. در 

هاي نيز براي سختي xkنمودارهاي مربوط به سختي دوراني

BA 3گاه الاستيک درو کمتر وجود تکيه fk =361حدود  / 

ي بر ضريب کمانش ورق نتوانسته است، تأثير چندان

3BAارتوتروپيک بگذارد. اما براي  گاه افزايش سختي تکيه /

اي باعث الاستيک قائم توانسته است، به مقدار قابل ملاحظه

هاي بسيار گاه الاستيک شود. براي سختيافزايش سختي تکيه

سته گاه الاستيک يکنواخت توانوجود تکيه fk =361تر از بزرگ

BA در بيشتر مقادير از نسبت است ورق باعث افزايش  /

      ضريب کمانش ورق شود. در اين جا نيز وجود سختي 

 دهد.مي xkنتايجي مشابه سختي  ykگاهيتکيه
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باا  ي خطا گااه  هيا کنترل تأثير محل قرارگيري تک -3-8

ورق ضريب کمانش برير در طول ورق فاصله متغ

 ارتوتروپيک

دو طرف  –در اين مثال ورق ارتوتروپيک دو طرف مفصل

قرار  61گاه الاستيک خطي مطابق شکل گيردار روي يک تکيه

گرفته که محل آن در راستاي طول ورق متغير است. 

خصوصيات مکانيکي ورق ارتوتروپيک همان خصوصيات ورق 

داري اين ورق برحسب بار اعمالي در باشد. پايمثال دوم مي

 راستاي طول ورق مورد بررسي قرار گرفته است. 

 
دو طرف گيردار ارتوتروپيک بر  –ورق دو طرف مفصل:  61شکل 

 گاه الاستيک خطي با فواصل متغير روي تکيه
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BYSبراي مقادير  13شکل ضرايب کمانش ورق : 15شکل  و  /

 xkو  fkگاه الاستيکسختي تکيه

شود که، نمودارهاي نيز مشاهده مي 61با توجه به شکل 

هاي زيادي با هم هستند. داراي شباهت xkو  fkمربوط به 

  گاه خطي الاستيک دردر اين دو شکل قرار گرفتن تکيه

B5/1 = sY و  B2/6=  sY  تأثيري در ضريب کمانش ورق

ترتيب در توان بهارتوتروپيک ندارد. بيشترين تأثير را مي

دانست. همچنين افزايش  B= sY/8/1 و B= sY/2/1مقادير

باعث بالا رفتن ضريب کمانش ورق  xkو  fk ضرايب سختي

 . شودمي
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BYS براي مقادير 41 ضرايب کمانش ورق شکل:  61شکل  و  /

 ykگاه الاستيکسختي تکيه

گاه الاستيک شود که قرار دادن تکيهمشاهده مي 61شکل  از

درتمام ورق ارتوتروپيک نتوانسته است،  ykخطي با سختي 

شته باشد. دليل اين امر را شايد اثري بر ضريب بار کمانشي دا

. در تفاوت صلبيت بالاي ورق ارتوتروپيک در دو راستا دانست

 ياد شدهگاه الاستيک خطي با سختي وجود تکيه قتحقي

 نتوانسته اثر آنچناني بر اين مقادير داشته باشد. 

 نتيجه -4

همانطورکه ديده شد روش نوار محدود اسپلاين توانايي بالا 

هاي الاستيک دارد گاهکردن صفحات متکي بر انواع تکيهدر مدل

ا دقت هايي بهاي موجود جوابو در مقايسه با ساير روش

توان انواع شرايط مرزي دهد. با اين روش ميمطلوب ارائه مي

  <1/6A/B  هايي باکرد. براي ورقجابجايي و نيرويي را مدل

 هايگاهتوان گفت وجود اين تکيهاي ميگاه نقطهمتکي بر تکيه

  الاستيک اثر چنداني بر ضريب کمانش موضعي ندارد. در

موج کمانشي براي مود  هاي چهار طرف مفصل طول نيمورق

هاي باشد و قرار دادن تکيه گاهاول کمانش برابر عرض ورق مي

در اين نقاط   xالاستيک با سختي قائم و دوراني در راستاي 

ياد شده، اثر چنداني در ضريب کمانش ندارد. البته در محل 
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با توجه به  yهايي با سختي دوراني در راستاي گاهوجود تکيه

اي در ضريب کمانش دليل ذکر شده باعث افزايش قابل ملاحظه

 گاهيهاي ايزوتروپيک از سختي تکيهشود. همچنين در ورقمي
161=sk گاه الاستيک را صلب فرض نمود. توان تکيهبه بالا مي

گاه الاستيک يکنواخت و هاي ارتوتروپيک با تکيهدر ورق

گاه و کمتر وجود اين تکيه  sk=261حد در گاهي اي تکيههسختي

3BAدر  نتوانسته است، تأثير چنداني بر ضريب کمانش  /

3BAبگذارد. اما براي  گاه الاستيک قائم افزايش سختي تکيه /

اي باعث افزايش سختي توانسته است، به مقدار قابل ملاحظه

 گاه الاستيک شود.تکيه
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