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مطالعه  Roe-TVDدر اين تحقيق جريان فوق بحراني در کانال خميده رينر و هاگر با روش عددي حجم محدود 

موجود رينر و هاگر مقايسه گرديد. آنگاه  يشگاهيآزما يهاو داده HLL يايپن، روش عدد-يلي ناپشده و با روش تحل

ده شد که امواج مورب فوق بحراني يتحليلي ارزيابي شده و د فرضيات راه حل يبا استفاده از نتايج روش عددي، درست

ثابت بودن سرعت متوسط  يهافرض، 0Fr>2/4عداد فرود ورودي ادر  شوند.ايستا در مسير خود در خم پخش مي

حدود يک درصد قابل قبول  يبا خطا مخصوصمقطع در طول خم و بدون اصطکاک بودن جريان يا ثابت بودن انرژي 

با افزايش عدد فرود  است. يحداکثر چهار درصد قابل چشم پوش ياست و تغييرات سرعت در ديوار خارجي با خطا

 شوند. شود و فرضيات فوق بي اعتبار ميميخشک ورودي، جريان در ديواره داخلي خم 

 محدود.مورب ايستا، حجم  بحراني، امواجفوقهاي خميده، جريان کانال

Numerical Modeling of Supercritical Waves in Bends 

with the Finite Volume Method of Roe-TVD and 

Appraisal of Analytical Assumptions 

A. R. Shamkhalchian; M. R. Jaefarzadeh 

ABSTRACT 

In this research, using the finite volume method of Roe-TVD, supercritical flow in the curved channel 

of Reinauer and Hager was studied and the results were compared with the analytical method of Knapp-

Ippen, the numerical method of HLL and the available experimental data of Reinauer and Hager. Then, 

using the numerical results, the accuracy of the assumptions of the analytical method was evaluated. It 

was observed that the super-critical oblique standing waves are diffused along the bend way. With an 

inlet Froude number, Fr0<4.2, the assumptions of constant average cross-sectional velocity along the 

bend and frictionless flow or constant specific energy is acceptable with an error of around one percent 

and the velocity variation at the external wall is tolerable with a maximum error of four percent. By 

increasing the inlet Froude number, flow at the internal wall dries up and the above assumptions are 

invalidated. 
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  ايهنگامي که يک جريان فوق بحراني واردکانال خميده

اي از امواج هاي کانال مجموعهشود بر اثر انحناي ديوارهمي

آيند. يافتن شکل کلي، موقعيت ه وجود ميبمورب در سطح آب 

ن بوده است. ها مورد علاقه محققيو ارتفاع اين امواج در ديواره

از اولين کساني بودند که  ]2[و همچنين ناپ و ايپن  ]1[کارمن 

هايي، روابط تحليلي براي تعيين موقعيت امواج و با اعمال فرض

دست آوردند. هارت، لنا، استفلر و ارتفاع سطح آب در خم به

طاهر شمسي نيز از محققيني بودند که روابط تحليلي ديگري 

رينر و هاگر  .]3[ي در خم ارائه نمودند براي جريان فوق بحران

 ]6[و بلترامي و همکاران  ]5[، پوگي ]3[، طاهر شمسي ]4[

در  .ها را بررسي نمودندبطور آزمايشگاهي اين نوع جريان

هاي عددي براي بررسي اين نوع روش   هاي اخير ازسال

ها استفاده شده است. براي مثال ولياني و کاليفي با  جريان

جريان فوق بحراني  HLLه از روش عددي حجم محدود استفاد

 . ]7[سازي نمودند  در خم را مدل

در اين مقاله جريان فوق بحراني در خم با استفاده از روش 

هاي سازي شده و با دادهشبيه Roe-TVDعددي حجم محدود 

هاي تحليلي کارمن و و فرمول ]4[هاگر  -آزمايشگاهي رينر

هاي د، آنگاه درستي فرضيات حلشو ايپن مقايسه مي -ناپ

تحليلي بر اساس نتايج مستقل بدست آمده از روش عددي گفته 

 شده ارزيابي خواهند شد.

 

(، امواج فوق بحراني مثبت و منفي در يک خم 1شکل )در 

ج در ديواره خارجي با زاويه رسم شده است. اولين فراز مو

maxθ  از ورودي خم و اولين نشيب آن در ديواره داخلي با زاويه

minθ شود. در محاسبات نظري فرض بر آن است توليد مي

mکه  minmax  باشد. موقعيت فراز و نشيب اين امواج از

آيد، و بر اين  هندسه کانال و مشخصات جريان بدست مي
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سهرعت   Vو  عمق آب ديواره خارجي در زاويهه  hفرود است. 

(. در دهانه ورودي خهم،  0V=Vمتوسط مقطع است، )طبق فرض 

0     تهوان مقهدار    و عدد فرود مشهخ  اسهت، بنهابراين مهي

 را محاسبه نمود.  0ثابت
 

 
 ]1[در يک خم  امواج مورب جريان فوق بحراني تشکيل(: 1شکل )

هاي اول و دوم کارمن را پذيرفتند و رابطه ناپ و ايپن فرض

را براي نيمرخ سطح آب در ديوار خارجي و داخلي ارائه  (4)
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ارتفهاع آب در کانهال    0hو   آب در زاويهه  ارتفهاع  hکه در آن، 

موقعيهت فهراز    (1)شود. اگر از رابطه ورودي به خم تعريف مي

 ارتفهاع  (4)يها   (3)توان با استفاده از رابطهه  موج تعيين شود مي

بيشينه آن را محاسبه نمود. مطالعات آزمايشگاهي نهاپ و ايهپن   

نشان داد که سرعت مماسي در ديواره خارجي به نسهبت ثابهت   

 است.

 

هاي کم عمق، مشخصات جريان با استفاده از معادلات آب

آيد. شکل  دست مي يده بههاي خمفوق بحراني درکانال



 

هاي کم عمق در دو بعد براي کانال ديفرانسيلي معادلات آب

افقي با چشم پوشي کردن از اثرات اصطکاکي به صورت رابطه 
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h  ،ارتفههاع سههطح آب در هههر نقطهههg  شههتاب ثقههل وu (v) مؤلفههه 

 است.   x (y)گيري شده در عمق در راستاي سطسرعت متو
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توان مشخصات با استفاده از روش عددي حجم محدود مي

دو بعدي جريان فوق بحراني در خم را بدون پيش فرض 

بر هر  (5)(، سيستم 2شکل )خاصي محاسبه نمود. با توجه به 

جداسازي  (7)هاي چهارگوش به صورت رابطه کدام از سلول
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بهر مهرز سهلول و در سهمت چه  و       rو l متغيرهاي بها انهدي    

انهد. بهراي رسهيدن بهه دقهت مرتبهه دو،       راست آن تعريف شهده 

متغيرهاي اوليه در هر سلول بهه صهورت تهابعي خطهي نوشهته      

چنين براي کنترل نوسهانات از محدودکننهده شهيب    شوند. هممي

 Uمقهادير   ،sشود. بنابراين در هر راستاي مين مود استفاده مي
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 برقرار باشد:
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-جريان فوق بحراني در کانال 1997رينر و هاگر در سال 
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در  (23)رابطههه  .2تههابع بسههل مرتبههه صههفر اسههت   0jکههه در آن 

25/1  محدوده max /75/1 هاي نزديکهي بهه معادلهه    جواب

2دهههد و در محههدوده  مههي (21) max / 25/1  نيههز پاسههخ 

 . ]6[، ]4[مناسبي دارد 

 



 

 

ولياني و کالفي، کانال خميده رينر و هاگر را با استفاده از 

. در اين ]7[اند سازي نمودهمدل HLLروش حجم محدود 

ده رينر و هاگر به كمك روش حجم محدود تحقيق نيز كانال خمي

Roe-TVD  ( موقعيت کلي امواج مورب دو 4شکل )مدل شد. در

با روش  Roe-TVDبعدي در پلان، بدست آمده از مدل عددي 

مقايسه شده است.  5/2ايپن، به ازاي عدد فرود  -تحليلي ناپ

روش عددي هستند و خطوط توپر،  هاي تراز، مربوط به منحني

نمايند. در  مشخ  مي (1)موقعيت امواج مورب را از رابطه 

تا  17درجه و  17تا  1مجموع سه موج کامل در فاصله زواياي

هاي داخلي و خارجي درجه در ديواره 51تا  34درجه و  34

واج در ديوار خارجي به طور تشکيل شده است. فراز اين ام

درجه واقع شده است.  5/42و  5/25و  5/1تقريبي در زواياي 

نسبت عمق اولين فراز موج به عمق اوليه جريان  η(، 5شکل )در 

0maxورودي در کانال بالادست ) / hh براي روش عددي )

Roe-TVD روش عددي ،HLL  ولياني و کالفي، روابط تحليلي

ايپن به همراه نتايج آزمايشگاهي رينر و هاگر به  -کارمن و ناپ

رسم شده است.  1و  6، 4، 3، 5/2ازاي عددهاي فرود ورودي 

 cm 5عمق جريان در کانال بالادست در تمام حالات برابر با 

هاي  شود، پاسخ روشطور که در اين شکل ديده مياست. همان

   ، بريكديگر منطبق است و پاسخRoe-TVDو  HLLعددي 

ايپن بسيار نزديك به يکديگر  -هاي تحليلي كارمن و ناپ مدل

هاي عددي و روابط ، جواب4هستند. در اعداد فرود کمتر از 

که با افزايش تحليلي به نتايج آزمايشگاهي نزديك است در حالي

صوص حل تحليلي از هاي عددي و به خعدد فرود، فاصله جواب

 شود.نتايج آزمايشگاهي بيشتر مي

 
(: موقعيت امواج بر اساس حل عددي و رابطه ناپ و ايپن براي 4شکل )

 5/2خم رينر و هاگر در عدد فرود 
 

 
 بط تحليلي و آزمايشگاهي (: مقايسه نتايج عددي با روا5شکل )

 

ب( مقادير اعماق بدون -6الف( و)-6شکل )در نمودارهاي 

با استفاده از روش  min/و max/در مقابل iwو owبعد 

ازاي اعداد فرود مختلف با روابط تجربي  به Roe-TVDعددي 

هاي رينر و هاگر دست آمده از آزمايشبه (23)و  (22)، (21)

ه اولين موج نشان براي ديوارهاي خارجي و داخلي در محدود

شود حداکثر اختلاف طور که ديده ميداده شده است. همان

 4هاي عددي و آزمايشگاهي به ازاي اعداد فرود کمتر از جواب

1mدر محدوده  درصد  12کمتر از  iwو  owبراي  /

 است.

ي جريان در ديوارهاي داخلي و ( نيمرخ طول7در شکل )

هاي ناپ و ايپن به بينيخارجي بر اساس نتايج عددي و پيش

نشان داده شده است. در ديوار خارجي،  5/2ازاي عدد فرود 

عددي، بر مقادير   منحني اولين موج از ابتدا تا فراز موج در مدل

تحليلي منطبق است. در ديوار داخلي نيز منحني اولين موج 

ز ابتدا تا نشيب، به موج تحليلي بسيار نزديک است اما عددي، ا

برخلاف فرضيات حل تحليلي، فراز موج عددي در ديوار 

خارجي روبروي نشيب آن در ديوار داخلي واقع نشده است. در 

هاي داخلي و خارجي به طور ادامه، امواج عددي در ديوار

 شوند اما امواج تحليلي، طبق فرض، به طور طبيعي پخش مي

شوند. بديهي است که اين فرض چندان معقول  دقيق تکرار مي

رسد. بنابراين بررسي محدوده درستي ساير  نظر نمي به 

 .مفروضات حل تحليلي لازم است
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Roe-TVD (Present model) 

HLL 

[1] ،( 3کارمن )   

[2] ،( 4پن )يا-ناپ   

[4] ،يشگاهيج آزماينتا   

 [7] η 
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  )الف( ديوار خارجي

 

 
 )ب( ديوار داخلي

 و روابط تجربي  رينر و هاگر عددي(: مقايسه نتايج 6شکل )
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دیوار خارجی-ناپ و ایپن

دیوار داخلی-ناپ و ایپن

 نيمرخ جريان در ديوارهاي  داخلي و خارجي مقايسه(: 7)شکل 

  

ايپن با اعمال -کارمن و ناپذکر شد، طور که در همان

هاي خميده  فرضياتي توانستند حل تحليلي جريان را در کانال

بوط به ماهيت جريان و هندسه دست آورند. فرض اول مربه

 کانال بود و قابل مناقشه نيست. در ادامه مقاله درستي فرض

هاي  هاي بعدي به طور مستقل با استفاده از حل معادلات آب

 شوند. هاي عددي بررسي مي کم عمق به کمک روش

 

ه قسمت به س º51براي تحقيق در مورد فرض فوق، خم 

تقسيم شد و در ميانه هر قسمت سه مقطع در 

از ابتداي خم درنظر گرفته شدند،  º5/42و º5/1،º5/25زواياي

( اين مقاطع به طور تقريب در موقعيت فراز 7( و )4شکل )مطابق 

( موقعيت مقاطع 1شکل )اند. در امواج ديوار خارجي واقع شده

ج( عمق و سرعت -9الف( تا )–9شکل )نشان داده شده است. در 

رسم شده  5/2جريان در اين مقاطع، به ازاي عدد فرود ورودي 

است. با توجه به شکل تغييرات عمق جريان در هر مقطع تقريباً 

ر مرکزي کانال، متقارن معکوس است. به خطي و نسبت به محو

همين  دليل در صورتيکه ارتفاع آب در خط مرکز کانال ثابت 

ماند. بنابراين با باشد، سطح مقطع جريان در طول خم ثابت مي

توجه به ثابت بودن دبي جريان، فرض ثابت بودن سرعت 

( نيمرخ 11شکل )شود. درمتوسط مقطع در طول خم منطقي مي

شود سطح آب در شعاع مرکزي خم ترسيم شده است. ديده مي

متغير و سينوسي شکل است اما با که هر چند عمق جريان 

درصد، به طور متوسط برابر با عمق  5تغييراتي کمتر از 

 ( است. cm 5جريان ورودي به خم )
 

 

 مقاطع در خم رينر و هاگر موقعيت(: 1شکل )
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 . º5/42مقطع زاويه  (ج)

 

مختلف، به ازاي  عدد  مقاطع(: نيمرخ سطح آب و سرعت براي 9شکل )

 5/2فرود ورودي 
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(: نيمرخ سطح آب در خط مرکزي کانال براي عدد فرود 11شکل )

 5/2ورودي 

 ( m/sهاي متوسط عددي در مقاطع مختلف )(: سرعت1جدول )

 قطعم
0Fr 

θ=1º θ= 5/1 º θ= 5/25 º θ= 5/42 º (%)vP 

5/2 7515/1 7456/1 7459/1 7424/1 46/1 

3 1116/2 194/2 1959/2 1919/2 42/1 

4 1119/2 7937/2 7142/2 771/2 12/1 

1/4 1711/2 1645/2 1541/2 1471/2 11/1 

2/4 9419/2 9346/2 9211/2 9169/2 11/1 

3/4 1119/3 1145/3 9351/2 9143/2 52/2 

5/4 1511/3 1445/3 9911/2 1195/3 11/5 

7/4 2911/3 2145/3 1522/3 2533/3 26/7 

5 5111/3 4944/3 1621/3 4539/3 66/9 

3/5 6412/3 6344/3 2573/3 5161/3 54/11 

5/5 1512/3 1443/3 3726/3 7143/3 43/12 

6 2113/4 1926/4 1299/3 1337/4 14/1 

1 6117/5 5199/5 1643/5 4455/5 59/9 

هاي متوسط در سه مقطع و به ازاي ( سرعت1جدول )در 

ختلف به خم ارائه شده است. در اين اعداد فرود ورودي م

حداکثر درصد نسبت تغييرات سرعت متوسط در هر  vPجدول، 

شود است. ديده   مي (º1 =θ) به سرعت کانال بالادست θمقطع 

شود حداکثر تغييرات سرعت متوسط به که ملاحظه مي

از يک درصد کمتر است، بنابراين فرض ثابت  0Fr>2/4ازاي

طول خم حداقل در اين محدوده بودن سرعت متوسط در 

 0Fr>2/4رسد، در صورتي كه جريان فرض مناسبي به نظر مي

  هاي ديوار داخلي خم خشكباشد، جريان در بعضي قسمت

 خورد.  شود و فرض مقطع مستطيلي كانال بهم ميمي

 

پوشي در صورتيکه از اصطکاک در طول خم افقي چشم

صشود انرژي مخصو gvhE 22  در تمام مقاطع ثابت

( مقدار انرژي مخصوص در سه مقطع به 2جدول ) ماند. در مي

ازاي اعداد فرود ورودي مختلف داده شده است. در اين جدول 

EP  حداکثر درصد نسبت تغييرات انرژي مخصوص در طول خم

در اعداد فرود مختلف به انرژي مخصوص کانال بالادست 

است. طبق اين جدول حداکثر تغييرات انرژي مخصوص به 

در حدود يک درصد است بنابراين فرض ثابت  0Fr>2/4ازاي

بودن انرژي مخصوص در طول خم نيز حداقل در اين محدوده 

 0Fr>2/4رسد. در جريان هاي با جريان، مناسب به نظر مي

در ديواره داخلي طور که گفته شد خشک شدگي جريان همان

 زند.  خم، فرض جريان در کانال مستطيلي را بهم مي

 ( مقاطع مختلف m(: انرژي مخصوص )2جدول )

 مقطع 
Fr0                                     

θ=1º θ= 5/1 º θ= 5/25 º θ= 5/42 º (%)EP 

2/5 1/2163 1/2161 1/2159 1/2156 1/29 

3 1/275 1/ 7462  1/2742 1/2731 1/43 

4 1/45 1/4493 1/4461 1/4452 1/16 

1/4  1/4712 1/4619 1/4659 1/4653 13/1  

2/4  1/4911 1/4917 1/4154 1/4155 13/1  

3/4  5123/1  5111/1  4912/1  5155/1  11/4  

5/4  1/5563 1/5551 1/5161 1/5471 5/7  

7/4  6122/1  6117/1  5415/1  5915/1  92/1  

5 1/6751 1/6744 1/591 1/6596 69/11  

3/5  7261/1  7253/1  6331/1  7172/1  11/12  

5/5 1/116 1/1152 1/6162 1/7111 14/16 

6 1/95 1/941 1/1573 1/9232 9/76 

1 1/65 1/6457 1/4551 1/5651 11/11 

 

 ايپن نشان داد که سرعت در -مطالعات آزمايشگاهي ناپ

( نيمرخ سرعت 11شکل )طول ديوار خارجي ثابت است. در 

-Roe( بر اساس نتايج حل عددي Vtمماسي در ديوار خارجي )

TVD  ( 3جدول ) رسم شده است. در 5/2براي عدد فرود

سرعت مماسي و حداکثر تغييرات نسبي آن در ديوار خارجي به 

 مختلف آورده شده است.  ازاي اعداد فرود

حداکثر درصد نسبت تغييرات سرعت  vtP(، 3جدول )در

شود حداکثر تغييرات  طور که ديده ميمماسي است. همان

درصد است. با توجه به اين نکته  4نسبي سرعت کمتر از حدود 

ت مماسي (، فرض ثابت بودن سرع11شکل )و با درنظر گرفتن 

 رسد. نظر ميدر ديوار خارجي تا حدودي مناسب به
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(: نيمرخ سرعت مماسي در ديوار خارجي بر اساس حل 11شکل )

 5/2براي عدد فرود  Roe-TVDعددي 

 



 

 (: سرعت مماسي در ديوار خارجي در مقاطع مختلف 3جدول )

 مقطع
Fr0 

θ=1º θ= 5/1 º θ= 5/25 º θ= 5/42 º PVt)%(  

5/2  1/7419 1/1479 1/1112 1/1171 2/524 

3 2/1917 1/9117 2/1644 2/1444 4/114 

4 2/799 2/6731 2/7121 2/6616 1/5232 

1/4  2/1699 2/7445 2/7614 2/7344 1/2219 

2/4  2/9411 2/1146 2/1337 2/1152 1/6731 

3/4  1199/3  1143/2  1194/2  1991/2  5349/1  

5/4  3/1511 3/1249 3/1321 3/1695 1/4527 

7/4  2911/3  1651/3  1649/3  2141/3  5269/1  

5 3/5111 3/3753 3/3641 3/4151 1/4961 

3/5  6413/3  5155/3  4971/3  5469/3  4173/1  

5/5 3/1512 3/7251 3/6974 3/7413 4/1514 

6 4/1993 4/1741 4/1325 4/1169 1/ 1331  

1 4/5994 5/4677 5/3953 5/4593 1/3227 
 

 

 

جريان فوق بحراني در کانال خميده رينر و هاگر با مقطع 

سازي شد  مدل Roe-TVDمستطيلي با استفاده از روش عددي 

هاي و با جوابهاي تحليلي و نتايج آزمايشگاهي و همچنين جواب

مقايسه گرديد. در ادامه  HLLدست آمده از روش عددي به

سازي عددي کمک شبيههاي تحليلي بهضيات روشدرستي فر

ارزيابي شد و مشخ  شد که برخلاف فرضيات حل تحليلي 

ايپن، امواج  فوق بحراني در مسير خود در خم پخش -ناپ

شوند. دو فرض ثابت بودن سرعت متوسط مقطع در طول  مي

خم و بدون اصطکاک بودن جريان يا ثابت بودن انرژي 

با خطاي حدود يک درصد قابل  0Fr>2/4مخصوص به ازاي

قبول هستند. همچنين سرعت در ديواره خارجي را در همان 

توان ثابت محدوده اعداد فرود با خطاي حداکثر چهار درصد مي

فرض نمود. با افزايش عدد فرود ورودي، جريان در ديواره خم 

 شود.شود و از دقت فرضيات فوق کاسته مي داخلي خشک مي
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1. slip boundary  condition   
2 . Bessel function of zero order 


