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چکیده: ایجاد و گسترش ترک در جامدات یکی از عوامل مهم کاهش مقاومت سازه ها میباشد، بنابراین چگونگی رفتار ترک 
در محیط های مختلف از اهمیت ویژه ای برخوردار می باشد. از آن جا که ترک میتواند در معرض مودهای مختلف شکست قرار 
گیرد، بررسی ترک تحت بارگذاری های مختلف کمک شایانی به پیشبینی رفتار محیط های دارای ترک میکند. این پژوهش 
حل تحلیلی اندرکنش ترک حلقوی مسطح با محیط بینهایت ایزوتروپ جانبی به گونه ای که ترک در معرض مودهای مختلف 
شکست )بازشدگی، برشی و پارگی( میباشد را مورد مطالعه قرار داده است. در هر مود با نوشتن شرایط مرزی حاکم بر مساله و 
جایگذاری آن‌ها در معادلات حاکم بر محیط، شرایط مرزی به معادلات انتگرالی سه‌گانه تبدیل می‌گردند. در ادامه با استفاده از 
تبدیل‌های هنکل و ابل، معادلات انتگرالی سه گانه به معادلات فردهلم نوع دوم کاهش پیدا میکنند که به علت پیچیدگی دارای 
جواب تحلیلی نمی‌باشند. در نتیجه معادلات با به کارگیری روش عددی مناسب حل گردیدند و ضرایب شدت تنش نوک داخلی 
و خارجی ترک بر حسب نوع بارگذاری )خطی و یکنواخت( و نسبت شعاع داخلی به شعاع خارجی ترک حلقوی با دقت مناسب 
به دست آورده شدند. همچنین ضرایب شدت تنش برای حالت‌های خاص ترک سکه‌ای شکل و ترک خارجی به صورت تحلیلی 
محاسبه گردیدند که همخوانی نتایج با مطالعه های پیشین صحت روش حل را نشان میدهد. نتایج به دست آمده گویای آن است 
که ضرایب شدت تنش در هر سه مود شکست مستقل از خواص ماده تشکیل دهنده محیط می باشند به گونه ای که این ضرایب 
فقط با تغییر در بارگذاری وارد بر محیط تغییر می‎کنند. همچنین جهت رشد ترک حلقوی نیز وابسته به نوع بارگذاری می باشد.
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 مقدمه-11
وجود عیب و نقص همچون ترک در محیط های مختلف امری معمول 
میباشد. همانطور که واضح است، وجود ترک و حفره موجب کاهش مقاومت 
در  مختلف  بارگذاری های  اثرات  بررسی  میگردد.  سازه ها  عمر  طول  و 
قابل توجهی در شاخه مکانیک  دارای ترک، کاربردهای عملی  محیط های 
حالت  در  ترک  نوک  اطراف  در  تنش  وضعیت  تعیین  واقع  در  دارد.  خاک 
استاتیکی یکی از عوامل مهم در تعیین مقاومت شکست اعضای سازهای و 
چگونگی گسترش ترک در محیط های پیوسته میباشد. ترک ها اغلب در بین 
سطوح لایه ها و یا در محیط های همگن بعد از فرآیند ساخت به وجود می آیند 
علوم  زمینه  در  اخیر  سالهای  در  که  کامپوزیتی  مواد  دیگر،  سویی  از   .]1[
میباشند.  ناهمسانی  خاصیت  دارای  یافته اند  گسترده ای  کاربرد  مهندسی  و 
بر  که  میباشد  جانبی  ایزوتروپ  محیط  رایج  ناهمسان  محیط های  از  یکی 
خلاف محیط ایزوتروپ که دارای خواص یکسان در همه جهت های محیط 
میباشد، خواص این محیط نسبت به یک محور تقارن یکسان است به عبارت 
دیگر تنها یک صفحه ایزوتروپی دارد. بنابراین بررسی وجود ترک در محیط 
تحلیلی  دیدگاه  همچنین،  میکند.  پیدا  دوچندانی  اهمیت  جانبی  ایزوتروپ 
مینماید.  شایانی  مسائل کمک  اینگونه  عمیق  و  فیزیکی  فهم  به  ریاضی  و 

بررسی اندرکنش ترک حلقوی و محیط اطراف آن به عنوان حالت کلی که در 
بردارنده حالت های ترک سکه ای و خارجی میباشد نیز دارای اهمیت میباشد.

اردوگان1 ]2[ مساله دو محیط نیمه بینهایت الاستیک چسبیده به هم با 
خواص متفاوت به طوری که صفحه اتصال دو محیط به وسیله ترک ضعیف 
ترک  حاوی  بینهایت  محیط  مساله  داد.  قرار  بررسی  مورد  را  است  گردیده 
اسمتانین   تقریبی توسط  از یک روش  استفاده  با  حلقوی در معرض کشش 
2]3[ حل گردید. در این مطالعه، نتایج ضرایب شدت تنش ترک تنها برای 

ترک با طول های بزرگ از دقت مناسبی برخوردار میباشند )همچنین ]4-6[ 
پیچشی  بارگذاری های  تحت  حلقوی  ترک  تنش  شدت  ضرایب  ببینید(.  را 
خطی و کششی یکنواخت در محیط ایزوتروپ بینهایت، با استفاده از قضیه 
تقابل بتی، توسط چویی3 و شیلد4 ]7[ محاسبه گردیدند. سلوادرای5 و سینگ6 
]8[ مساله اندرکنش ترک حلقوی مسطح تحت تنش قائم با محیط ایزوتروپ 
از  استفاده  با  مساله  بر  حاکم  انتگرالی  معادلات  نمودند.  مطالعه  را  بینهایت 
بسط سری توانی حل گردیدند و ضرایب شدت تنش ترک بر حسب نسبت 
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قرار  ارزیابی  مورد  تقریبی  صورت  به  ترک  خارجی  شعاع  به  داخلی  شعاع 
گرفتند. به طوری که نتایج برای نسبت های شعاع داخلی به شعاع خارجی 
ترک بزرگتر از 0/5 از دقت مناسبی برخودار نمی باشند. توزیع تنش متقارن 
محوری در محیط بینهایت ایزوتروپ شامل ترک حلقوی مسطح در معرض 
پیچش محوری، توسط دنی لاک1 و سینگ ]9[ مورد بررسی قرار گرفت و 
روابطی تقریبی برای ضرایب شدت تنش ترک ارائه گردید، به گونه ای که 
نتایج ضرایب شدت تنش برای نسبت های شعاع داخلی به شعاع خارجی ترک 

بزرگتر از 0/6 به علت دقت کم ارائه نگردیدند.
در محیط  و سکه ای  ترک حلقوی  اندرکنش   ]10[ و همکاران  شجاع2 
پیزوالکتریک، به طوری که محیط تحت بارگذاری میدان دور ایجاکننده مود 
بازشدگی قرار داشت، را مورد بررسی قرار دادند. ترک سکه ای واقع در عمق 
دلخواه محیط نیمه بینهایت ایزوتروپ جانبی تحت بارگذاری قائم دینامیکی 
اثرات  و  گرفت  قرار  مطالعه  مورد   ]11[ و همکاران  اسکندری قادی3  توسط 
شدت  ضرایب  گردید.  بررسی  محیط  پاسخ های  روی  بر  محیط  ناهمسانی 
بارگذاری  از  ناشی  مرکزیت،  از  خروج  دارای  حلقوی  ترک  به  مربوط  تنش 
و  معینی اردکانی4  توسط  است،  شکست  یک  مود  کننده  ایجاد  که  دلخواه 

همکاران ]12[ مورد ارزیابی قرار گرفتند.
در این پژوهش حل تحلیلی اندرکنش محیط ایزوتروپ جانبی و ترک 
با  میگیرد.  قرار  بررسی  مورد  متفاوت  مرزی  شرایط  تحت  مسطح  حلقوی 
استفاده از معادلات حاکم بر محیط و جایگذاری آنها در شرایط مرزی مساله 
با  معادلات  این  میگردند.  حاصل  سه گانه  انتگرالی  معادلات  بررسی،  مورد 
کمک تبدیل های ابل و هنکل به دو معادله انتگرالی فردهلم نوع دوم کاهش 
پیدا میکنند. به دلیل پیچیدگی معادلات، با به کارگیری روش عددی مناسب 
شعاع  به  ترک  داخلی  شعاع  مختلف  نسبت های  برای  تنش  شدت  ضرایب 
خارجی ترک محاسبه میشوند و جهت رشد ترک به همراه حالت های خاص 

مساله از جمله ترک سکه ای و ترک خارجی مورد بحث قرار میگیرند.

معادلات کلی حاکم بر مساله-22
محیط ارتجاعی با رفتار ایزوتروپ جانبی را در دستگاه مختصات استوانه‌ای 
)r, θ,z( چنان در نظر می‌گیریم که محور  عمود بر صفحه ایزوتروپی باشد. 
در این صورت معادلات تعادل استاتیکی بر حسب تغییرمکان‌ها در حالت کلی 

به صورت زیر بیان می‌گردند ]13[:
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که در آن uz,uθ ,ur مولفه‌های برداری تغییرمکان به ترتیب در امتدادهای  
محیط  الاستیسیته  ثابت  پنج   c44 و   c33,c13 ,c12, c11 همچنین  و   z,θ,r
ایزوتروپ جانبی جامد می‌باشند به طوری که c66 =(c11 -c12(/2. معادلات 
تعادل 1، یک دستگاه معادلات دیفرانسیل درگیر با مشتقات پارهای میباشند 
تبدیل  مستقل  دیفرانسیل  معادله  دو  به  پتانسیل  تابع  دو  از  استفاده  با  که 
تبدیل  و همچنین   θ امتداد  در  فوریه  از سری مختلط  استفاده  با  میگردند. 
هنکل مرتبه mام نسبت به امتداد شعاعی در دستگاه استوانه ای، مساله تبدیل 
به حل دو معادله دیفرانسیل معمولی کاملًا مجزا از هم برای توابع پتانسیل 
در فضای تبدیل یافته هنکل میشود. یکی از دلایل استفاده از تبدیلات در 
حل معادلات دیفرانسیل با مشتقات پاره ای کاهش متغیرهای مستقل معادله 
و تبدیل آن به معادله دیفرانسیل معمولی میباشد. همچنین معمولًا شرایط 
مرزی به صورت توابع قطعه ای پیوسته وجود دارند و تبدیلات انتگرالی این 
شرایط را به صورت توابع پیوسته در فضای تبدیل یافته در می آورند. صرف 
نظر از محاسبات ریاضی روش یاد شده، میدان‌های تغییرمکان و تنش به طور 

کلی عبارتند از ]14[ :
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و  بالانویس  و  فوریه  mام سری  نشان‌دهنده ضریب   m زیرنویس  که 
علامت مد نشان‌دهنده مرتبه تبدیل هنکل می‌باشند. ضرایب دیگر به صورت 

زیر تعریف می‌گردند:
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به طوری که )Bm(ξ) ,Am(ξ و )Cm(ξ توابعی مجهولی میباشند که با 
 s0=1/√a2 استفاده از شرایط مرزی به دست میآیند. همچنین در روابط فوق
و پارامترهای s1 و s2 ریشه‌های معادله زیر می‌باشند که نمی‌توانند صفر و 

موهومی خالص باشند ]13[.
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 مود اول شکست-33
 تعریف مساله و حل معادلات انتگرالی سه گانه-33-33

در این حالت مطابق شکل 1، ترک حلقوی به شعاع داخلی a و b شعاع 
خارجی در محیط ایزوتروپ جانبی به طوری که سطوح ترک در معرض تنش 
تواند فشار آب حفرهای تلقی  باشند )فشار قائم می   P(r( اندازه  به  فشاری 
 ،z=0 به صفحه  نسبت  مساله  تقارن  به  توجه  با  بگیرید.  نظر  در  را  گردد( 

شرایط مرزی برای نیم فضای z≥0 به صورت زیر بیان می‌گردند:
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شکل 1: ترک حلقوی تحت بارگذاری ایجاد کننده مود بازشدگی

Fig. 1. Annular crack under opening mode of loading

m=0 می باشند.  uθ=0 و  تقارن محوری موجود در مساله  به  با توجه 
بنابراین با انتخاب میدان های مناسب از روابط 2 تا 7 و جایگذاری آنها در 
معادلات  به  مرزی  شرایط  مناسب،  متغیر  تغییر  اعمال  و   15 تا   12 روابط 

انتگرالی سه گانه زیر کاهش می یابند:
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که  )A΄(ξ تابعی مجهول، به طوری که  )ξ3 A(ξ)= A΄ξ و ضریب 
C1 مطابق رابطه زیر می‌باشد.
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با استفاده از خواص تبدیل هنکل، فرض می کنیم:
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∫

که در آن                         می باشد. با استفاده از خواص تبدیل 
معکوس هنکل داریم:

( ) ( ) 1/f r p r C= −
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d d d

a b

a b
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∞
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رابطه 21 در  با جایگذاری  ارضا میگردد، حال  بالا معادله 17  با فرض 
روابط 16 و 18 خواهیم داشت:
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که
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)25(
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با استفاده از روابط 24 تا 26، رابطه 22 به صورت زیر نوشته خواهد شد:
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به طوری که
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λ
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−
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با توجه به اینکه معادلات 27 و 28 از نوع معادلات ابل می‌باشند، داریم:

)33(( ) ( ) ( )3
1 2 2

d2 ; 0
b

uF u u
F s F s r a

u sπ
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= − − < <
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( ) ( ) ( )1*
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F s F s b r
s uπ
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−∫ )34(

و 34  دوم 33  نوع  فردهلم  معادله  دو  به  بررسی  مورد  مساله  سرانجام 
کاهش مییابد. با توجه به پیچیدگی معادلات یاد شده، معادلات با استفاده از 
روش عددی مناسب و به کمک نرم‌افزار Mathematica حل میگردند. با 
حل این معادلات، ضرایب شدت تنش نوک داخلی و خارجی ترک حلقوی 

حاصل میشوند.

ضریب شدت تنش مود بازشدگی-33-33
بیان کننده وضعیت تنش در نوک  بازشدگی،  ضرایب شدت تنش مود 

ترک، مطابق رابطه زیر تعریف می گردند:

)35(( ) ( )lim 2 ,0a
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r a
K a r rσ

−Ι
→

= −

)36(( ) ( )lim 2 ,0b
zz
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از طرفی داریم:
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از روابط 29 و 32 خواهیم داشت:
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∫

با استفاده از روابط 37 تا 39، روابط 35 و 36 را می‌توان به صورت زیر 
بازنویسی کرد:

)40(( )1
1

2a C
K F a

aπΙ =

)41(( )1
3

2b C
K F b

bπΙ =

حالت های خاص-33-33
ترک سکه ای شکل-33-33-33

زمانی که شعاع داخلی ترک حلقوی به سمت صفر میل نماید              ، 
ترک حلقوی به ترک سکه‌ای تبدیل می‌گردد و رابطه دقیق ضریب شدت 

تنش مود بازشدگی به صورت زیر حاصل می‌گردد:

( )0a →

( )
2 20

d2 bb p
K

b b

λ λ λ
π λ

Ι =
−

∫ )42(

)در رابطه بالا، زمانی که                   ، داریم: ) 0p r p=

0
2b b

K p
πΙ = )43(

ترک خارجی-33-33-33
زمانی که شعاع خارجی ترک حلقوی به سمت بی‌نهایت میل نماید        

       ، ترک حلقوی به ترک خارجی تبدیل می‌گردد و رابطه دقیق زیر 
حاصل می‌شود:

( )b →∞

( )
2 2

d2a

a

p
K

a a

λ λ λ
π λ

∞

Ι =
−

∫ )44(

روابط 42 تا 44 با روابط ارائه شده توسط کسیر1 و سیه2  ]16[ و سلوادرای 
و سینگ ]8[ تطابق دارند.

1 Kassir
2 Sih
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p(r)=p0 شکل 2: ضرایب شدت تنش مود یک برای حالت

Fig. 2. Normalized SIFs of mode I (p(r)=p0)

 نتایج عددی و بحث-33-33
با انتخاب دو نوع بارگذاری یکنواخت و خطی، نتایج عددی برای ترک 
حلقوی در معرض مود بازشدگی به دست آمده است. همان طور که از روابط 
40 و 41 مشخص میباشد خواص محیط در ضریب C1 گنجانده شده است. 
همچنین از روابط 33 و 34 مشخص میباشد که )F1(a و )F3(b ضریبی از    
C1 /1 میباشند، بنابراین میتوان نتیجه گرفت که ضرایب شدت تنش مستقل 

از نوع محیط بوده و فقط به نوع بارگذاری وابسته میباشند. بنابراین ضرایب 
شدت تنش مصالح مختلف یکسان میباشند.

همانطور که از نمودار 2 مشخص است، در هنگام بارگذاری یکنواخت 
ضریب شدت تنش مربوط به نوک داخلی ترک در بازه وسیعی از a/b نسبت 
به ضریب شدت تنش مربوط به نوک خارجی ترک بزرگتر میباشد. به طوری 
و  بوده  بزرگتر  بسیار  داخلی  نوک  تنش  نمودار ضریب شدت  ابتدای  در  که 
به  داخلی و خارجی ترک  a/b ضرایب شدت تنش نوک  افزایش نسبت  با 
ضریب  میشود،  کوچک  ترک  طول  که  زمانی  و  میگردند  نزدیکتر  یکدیگر 
شدت تنش خارجی مقدار کمی بزرگتر میگردد. بنابراین به طور کلی میتوان 
اینگونه نتیجه گرفت که در این حالت، ترک تمایل به رشد در جهت مرزهای 

داخلی خود را دارد.

p(r)=p0r/b شکل 3: ضرایب شدت تنش مود یک برای حالت

Fig. 3. Normalized SIFs of mode I (p(r)=p0r/b)

نمودار 3 که مربوط به بارگذاری خطی میباشد گویای آن است که به 
هنگام افزایش طول ترک، ضریب شدت تنش نوک داخلی ترک بزرگتر و 
زمانی که طول ترک به مرور کوچک می گردد، ضریب شدت تنش مربوط 
ترک  و  میگردد  بزرگتر  ترک  داخلی  نوک  به  نسبت  ترک  خارجی  نوک  به 
خواهان توسعه در جهت مرزهای خارجی خود میباشد. نکته ی دیگری که از 
نمودارهای 2 و 3 میتوان برداشت نمود این است که همواره ضرایب شدت 
تنش نوک داخلی و خارجی ترک با کاهش طول ترک، کاهش می یابند به 
طوری که ضریب شدت تنش نوک داخلی ترک با شیب تندتری نسبت به 

ضریب شدت تنش خارجی ترک دچار کاهش می گردد.

مود دوم شکست-44
 تعریف مساله و حل معادلات انتگرالی سه گانه-44-44

در این حالت مطابق شکل 4، ترک حلقوی به شعاع داخلی a و شعاع 
خارجی b در محیط ایزوتروپ جانبی به طوری که سطوح ترک در معرض 
تنش برشی شعاعی به اندازه )p(r باشند، را در نظر بگیرید. با توجه به تقارن 
مساله نسبت به صفحه z=0، شرایط مرزی برای نیم فضای z≥0 به صورت 

زیر بیان می‌گردند:

,0 0; 0ru r r a= ≤ ≤ )45(

)46(,0 ;rz r p r a r bσ = − < <

,0 0;ru r b r= ≤ < ∞ )47(

,0 0; 0zz r rσ = < < ∞ )48(

شکل 4: ترک حلقوی تحت بارگذاری ایجاد کننده مود برشی

Fig. 4. Annular crack under shearing mode of loading
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m=0 می باشند.  uθ=0 و  تقارن محوری موجود در مساله  به  با توجه 
بنابراین با انتخاب میدان های مناسب از روابط 2 تا 7 و جایگذاری آنها در 
معادلات  به  مرزی  شرایط  مناسب،  متغیر  تغییر  اعمال  و   48 تا   45 روابط 

انتگرالی سه گانه زیر کاهش می یابند:

)49(10
d 0; 0A J r r aξ ξ ξ

∞
′ = ≤ ≤∫

)50(10
2

d ;
p r

A J r a r b
C

ξ ξ ξ ξ
∞

′ = − < <∫

10
d 0;A J r b rξ ξ ξ

∞
′ = ≤ < ∞∫ )51(

که  )A΄ξ تابعی مجهول، به طوری که  )ξ3 A(ξ)= A΄(ξ و ضریب 
C2 مطابق رابطه زیر می‌باشد.
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با استفاده از خواص تبدیل هنکل، فرض می کنیم:
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که در آن                         می باشد. با استفاده از خواص تبدیل 
معکوس هنکل، داریم:

( ) ( ) 2/f r p r C= −
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d d d
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با فرض بالا معادله 50 ارضا می گردد، حال با جایگذاری رابطه 54 در 
روابط 49 و 51 خواهیم داشت:
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با استفاده از روابط 24 تا 26، رابطه 55 به صورت زیر نوشته خواهد شد:
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به طوری که
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با توجه به اینکه معادلات 57 و 58 از نوع معادلات ابل می‌باشند، داریم:
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سرانجام مساله مورد بررسی به معادلات فردهلم نوع دوم 63 و 64 منجر 
می گردد که با حل این معادلات به صورت عددی ضرایب شدت تنش نوک 

داخلی و خارجی ترک حلقوی حاصل می گردند.

ضریب شدت تنش مود برشی )درون صفحه(-44-44
ضرایب شدت تنش مود برشی، مطابق رابطه زیر تعریف می گردند:
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از طرفی داریم:
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از روابط 59 و 62 خواهیم داشت:
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با استفاده از روابط 67 تا 69، روابط 65 و 66 را می‌توان به صورت زیر 
بازنویسی کرد:

)70(( )2
13/2

2a C
K F a

aπΙΙ =

)71(( )2
33/2

2b C
K F b

bπΙΙ =

حالت های خاص-44-44
ترک سکه ای شکل-44-44-44

)زمانی که شعاع داخلی ترک حلقوی به سمت صفر میل نماید          ،  )0a →
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ترک حلقوی به ترک سکه‌ای تبدیل می‌گردد و رابطه دقیق ضریب شدت 
تنش مود برشی به صورت زیر حاصل می‌گردد:
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3/2 2 20

d2 bb p
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b b

λ λ λ
π λ

ΙΙ =
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∫ )72(

)73(

 ترک خارجی-44-44-44
زمانی که شعاع خارجی ترک حلقوی به سمت بی‌نهایت میل نماید          

         ، ترک حلقوی به ترک خارجی تبدیل می‌گردد و رابطه دقیق زیر 
حاصل می‌شود:

( )b →∞
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∞
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∫

روابط 72 و 73 با روابط ارائه شده توسط کسیر و سیه ]16[ تطابق دارند.

نتایج عددی و بحث-44-44
با انتخاب دو نوع بارگذاری یکنواخت و خطی نتایج عددی برای ترک 
حلقوی در معرض مود برشی به دست آمده است. با در نظر گرفتن روابط 
63، 64، 70 و 71 مشخص می گردد که ضرایب شدت تنش مستقل از نوع 
محیط بوده و فقط به بارگذاری وابسته می باشند. بنابراین ضرایب شدت تنش 

مصالح مختلف یکسان می باشند.
 ضرایب شدت تنش مود برشی مربوط به نوک داخلی و خارجی ترک 
شده اند.  داده  نشان   5 نمودار  در  یکنواخت  برشی  شعاعی  بارگذاری  تحت 
همواره  ترک  خارجی  تنش  شدت  ضریب  می گردد  ملاحظه  که  همانگونه 
نزدیک شدن  با  به طوری که  با کوچکتر شدن طول ترک کاهش می یابد 
a/b به مقدار واحد، کاهش این ضریب شدت می گیرد، در حالی که تغییرات 
ضریب شدت تنش نوک داخلی ترک یکنواخت نیست. نمودار 6 نشان دهنده 
خطی  بارگذاری  ازای  به  ترک  خارجی  و  داخلی  نوک  تنش  شدت  ضرایب 
برشی می باشد. همان طور که مشخص است، ضریب شدت تنش مربوط به 
نوک داخلی ترک تا نسبتی از a/b افزایش، سپس دچار کاهش و به سمت 
نوک  به  مربوط  تنش  شدت  ضریب  که  صورتی  در  میکند  پیدا  میل  صفر 
دچار  ترک  به شعاع خارجی  داخلی  نسبت شعاع  افزایش  با  خارجی همواره 
Kb   است، ترک تمایل 

п  > Ka
п کاهش می گردد. با توجه به اینکه همواره

به رشد در جهت مرزهای خارجی خود را دارد.

p(r)=p0  شکل 5: ضرایب شدت تنش مود دو برای حالت

Fig. 5. Normalized SIFs of mode II (p(r)=p0)

p(r)=p0r/b  شکل 6: ضرایب شدت تنش مود دو برای حالت

Fig. 6. Normalized SIFs of mode II (p(r)=p0r/b)

مود سوم شکست-55
تعریف مساله و حل معادلات انتگرالی سه گانه-55-55

در این حالت مطابق شکل 7، ترک حلقوی به شعاع داخلی a و شعاع 
خارجی b در محیط ایزوتروپ جانبی به گونه ای که محیط در معرض پیچش 
محوری قرار گرفته است، را در نظر بگیرید. با توجه به تقارن مساله نسبت 
به صفحه z=0، شرایط مرزی برای نیم فضای  z ≥ 0 به صورت زیر بیان 

می‌گردند:

( ),0 0; 0u r r aθ = ≤ ≤ )74(

)75(( ) ( ),0 ;z r p r a r bθσ = − < <

)76(( ),0 0;u r b rθ = ≤ < ∞
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 m=0 و    uθ=0 ,uz=0 مساله  در  موجود  محوری  تقارن  به  توجه  با 
می باشند. بنابراین با انتخاب میدان های مناسب از روابط 2 تا 7 و جایگذاری 
آنها در روابط 74 تا 76 و اعمال تغییر متغیر مناسب، شرایط مرزی به معادلات 

انتگرالی سه گانه زیر کاهش می یابند:

)77(

T

z

a

b

r

M

M

شکل 7: ترک حلقوی تحت بارگذاری ایجاد کننده مود پارگی

Fig. 7. Annular crack under tearing mode of loading

( ) ( )10
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∞
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d ;
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C J r a r b
s c

ξ ξ ξ ξ
∞

′ = < <∫ )78(

( ) ( )10
d 0;C J r b rξ ξ ξ

∞
′ = ≤ < ∞∫ )79(

که  )C΄(ξ تابعی مجهول، به طوری که )C΄(ξ) = ξ C(ξ  می‌باشد.
با استفاده از خواص تبدیل هنکل، فرض میکنیم:

)80(( ) ( )
( )
( )
( )

1

10

3

0

d

f r r

C J r f

a

r a r b

f r b r

ξ ξ ξ ξ
∞




′ = 


< <

< <

∞< <

∫

که درآن                            می باشد. با استفاده از خواص تبدیل 
هنکل، فرض می کنیم:

( ) ( ) 0 44/f r p r s c=

)81(( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 3 10
d d d

a b

a b
C r f r J r r r f r J r r r f r J r rξ ξ ξ ξ

∞
′ = + +∫ ∫ ∫

رابطه 81 در  با جایگذاری  ارضا میگردد، حال  بالا معادله 78  با فرض 
روابط 77 و 79 خواهیم داشت:

)82(
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 30

, d , d , d 0; 0 ,
a b

a b
f L r f L r f L r r a b rλ λ λ λ λ λ λ λ λ λ λ λ
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 30
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f L r f L r f L r r a b rλ λ λ λ λ λ λ λ λ λ λ λ

∞
+ + = < < < < ∞∫ ∫ ∫

)83(( ) ( ) ( )1 10
, dL r J J rλ ξλ ξ ξ

∞
= ∫

با استفاده از روابط 24 تا 26، رابطه 82 به صورت زیر نوشته خواهد شد:

{ }1 2 3
2 2 2 2 20
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به طوری که

)86(
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با توجه به اینکه معادلات 84 و 85  از نوع معادلات ابل می‌باشند، داریم:

( )
2

1 322 2

2(s) (s) log (u)d ; 0
2 eb

s s s u
F F F u s a

u s uu s uπ
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−− 
<


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*
3 12 20

2 1( ) ( ) log ( )d ;
( ) 2
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s s u
F s F s F u u b s

s u u s uπ
 +

= − − + ∞ − −
<


<∫ )91(

سرانجام مساله مورد بررسی به معادلات فردهلم نوع دوم 90 و 91 منجر 
می گردد که با حل عددی این معادلات ضرایب شدت تنش نوک داخلی و 

خارجی ترک حلقوی حاصل می گردند.

ضریب شدت تنش مود پارگی)برش خارج از صفحه(-55-55
   ضرایب شدت تنش مود پارگی، مطابق رابطه زیر تعریف می گردند:

)92(( ) ( )lim 2 ,0a
z

r a
K a r rθσ−ΙΙΙ

→
= −

)93(( ) ( )lim 2 ,0b
z

r b
K r b rθσ+ΙΙΙ

→
= −

از طرفی داریم:
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∫

از روابط 86 و89 خواهیم داشت:
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با استفاده از روابط 94 تا 96، روابط 92 و 93 را می‌توان به صورت زیر 
بازنویسی کرد:

)97(( )0 44
13/2

2a s c
K F a

aπΙΙΙ = −

)98(( )0 44
33/2

2b s c
K F b

bπΙΙΙ = −

حالت های خاص-55-55
ترک سکه ای شکل-55-55-55

زمانی که شعاع داخلی ترک حلقوی به سمت صفر میل نماید          ، 
ترک حلقوی به ترک سکه‌ای تبدیل می‌گردد و رابطه دقیق ضریب شدت 

تنش مود پارگی به صورت زیر حاصل می‌گردد:

( )0a →

( )2

3/2 2 20

d2 bb p
K

b b

λ λ λ
π λ

ΙΙΙ =
−

∫ )99(

ترک خارجی-55-55-55
زمانی که شعاع خارجی ترک حلقوی به سمت بی‌نهایت میل نماید          

        ، ترک حلقوی به ترک خارجی تبدیل می‌گردد و رابطه دقیق زیر 
حاصل می‌شود:

( )b →∞

)100(
( )

2 2

d2a

a

pa
K

a

λ λ
π λ

∞

ΙΙΙ =
−

∫

روابط 99 و 100 با روابط ارائه شده توسط کسیر و سیه ]16[  و دنی لاک 
و سینگ ]9[ تطابق دارند.

p(r)=p0  شکل 8: ضرایب شدت تنش مود سه برای حالت 

Fig. 8. Normalized SIFs of mode III (p(r)=p0)

p(r)=p0r/b   شکل 9: ضرایب شدت تنش مود سه برای حالت

Fig. 9. Normalized SIFs of mode III (p(r)=p0r/b)

 نتایج عددی و بحث-55-55
با انتخاب دو نوع بارگذاری یکنواخت و خطی نتایج عددی برای ترک 
حلقوی در معرض مود پارگی به دست آمده است. با در نظر گرفتن روابط 90، 
91، 97 و 98 مشخص میگردد که ضرایب شدت تنش مستقل از نوع محیط 
بوده و فقط به بارگذاری وابسته می باشند. بنابراین ضرایب شدت تنش مصالح 
مختلف یکسان می باشند. همانگونه که مشخص است نتایج نمودارهای 8 و 
9 مشابه نتایج نمودارهای 5 و 6 میباشند. بنابراین بحث و نتیجه گیری آنها 

نیز در مورد مود سوم شکست نیز صادق می باشد.

نتیجه گیری-66
   در این پژوهش اندرکنش ترک حلقوی مسطح تحت مودهای مختلف 
شکست )بازشدگی، برشی و پارگی( با محیط بینهایت ایزوتروپ جانبی مورد 
بر  حاکم  تنش  و  تغییرمکان  میدان های  از  استفاده  با  گرفت.  قرار  بررسی 
انتگرالی  محیط و جایگذاری آنها در شرایط مرزی، مساله به حل معادلات 
و  هنکل  انتگرالی  تبدیل های  از  استفاده  با  ادامه  در  گردید.  تبدیل  سه گانه 
ابل، معادلات انتگرالی به معادلات فردهلم که به صورت عددی قابل حل 
می باشند، کاهش پیدا کردند. نتایج ضرایب شدت تنش نوک داخلی و خارجی 
ترک حلقوی به ازای نسبت های مختلف شعاع داخلی ترک به شعاع خارجی 
ترک محاسبه گردیدند و نتایج حالت های خاص نظیر ترک سکه ای و ترک 
خارجی مورد بررسی قرار گرفتند. همچنین نشان داده شد که ضرایب شدت 
تنش از نوع محیط مستقل می باشند و همراه با تغییر در نوع بارگذاری، تغییر 

می یابند.
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