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تعیین بار کمانش جانبی-پیچشی تیرهای جدار نازک الاستیک دو سر مفصل با مقطع نامتقارن با 
استفاده از روش اختلاف محدود
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چکیده: تیرهاي جدار نازك المان بسیار مهمی در سازه های فولادی هستند. در این اعضا، با توجه به نحوه بارگذاری جانبی و 
همچنین بر اساس تقارن و یا عدم تقارن سطح مقطع عضو، امکان وقوع کمانش جانبی-پیچشی وجود دارد. لذا در این پژوهش 
به بررسی پایداری تیرهای جدار نازك با نیم رخ نامتقارن در  برابر کمانش جانبی-پیچشی پرداخته شده است. بدین منظور، در 
اولین گام در تحلیل پایداری جانبی تیرها، با استفاده از روابط حاکم بر تغییر شکل اعضای جدار نازك و اصل پایستگی انرژی 
پتانسیل، معادلات دیفرانسیل تعادل تیر با سطح مقطع نامتقارن تحت بارگذاری جانبی تعیین می  گردد. معادلات پایداری جانبی 
بدست آمده در حضور پارامترهای لنگر خمشی، نامتقارنی سطح مقطع و زاویه پیچش، یک دستگاه معادلات دیفرانسیل وابسته 
است. سپس با استفاده از شرایط مرزی حاکم بر خمش، معادله تعادل پیچش مستقل گشته و معادله دیفرانسیل مرتبه چهار با 
ضرایب متغیر حاصل شده تنها وابسته به پارامتر تغییر شکل پیچشی عضو جدار نازك خواهد بود. در ادامه، با استفاده از روش 
عددی تقریبی اختلاف محدود مرکزی و فرضیات حاکم بر این روش معادله دیفرانسیل مرتبه چهار بدست آمده حل می گردد و 
در نهایت، با توجه به شرایط مرزی حاکم بر تیرهای دو سر مفصل و با استفاده از روش حل مقادیر ویژه مقدار بار کمانش بحرانی 
محاسبه می شود. در پایان به منظور نشان دادن توانایی و صحت روش ارائه شده در این مطالعه، چندین مثال عددی شامل تیر 
جدار نازك دو سر مفصل با سطح مقطع ثابت تحت بارگذاری های مختلف ارائه شده است. نتایج بدست آمده از روش معرفی 

شده با مقادیر ارائه شده توسط محققان دیگر و مقادیر حاصله از نرم افزار Ansys مقایسه گشته اند.
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مقدمه- 1
تیرهاي جدار نازك بخش وسیعي از المان هاي سازه اي را در بر مي گیرند. 
این اعضا داراي کاربرد گسترده اي در مهندسي سازه، هوا فضا و  هم چنین 
مکانیک مي باشند. کاربرد اعضای مذکور در بسیاری از سازه های فولادی و 
بهینه  و  مصالح   اقتصادی  مصرف  در  آن ها  توانایی  بعلت  مکانیکی  اجزای 
سازی وزن سازه، رو به افزایش است. اعضای جدار نازکی که صلبیت خمشی 
مقطع آنها نسبت به محور اصلي بسیار بیشتر از صلبیت خمشی جانبی است، 
تحت بار جانبی و یا لنگر خمشی خاصی ممکن است دچار کمانش جانبی-

پیچشي شوند و تیر در صفحه ي با صلبیت خمشی بزگتر خم شود. در زمانی 
که بار روی چنین تیری کمتر از مقدار بار بحرانی باشد، تیر پایدار خواهد بود. 
یابد، موقعیتی پیش می آید که در آن سازه  افزایش  بار  این، وقتی  با وجود 
قدری تغییر مکان یافته و ناپایدار میشود. بنابراین تحلیل کمانش جانبی، در 

طراحی تیرهای بدون تکیه گاه جانبی از اهمیت زیادی برخوردار است.

msoltani@kashanu.ac.ir :نویسنده عهده دار مکاتبات*

 پس از اولین مطالعات صورت گرفته توسط ولاسو1 و تیموشنکو2 ]1 و 
2[، تحقیقات در زمینه رفتار استاتیکی و دینامیکی تیرهای جدار نازك افزایش 
قابل توجهی داشته است. در ]3 و 4[، بار کمانش بحرانی تیرهای منشوری با 
مقطع جدار نازك با استفاده از دو روش  حل دقیق معادلات دیفرانسیل مرتبه 
چهار حاکم بر تعادل پیچشی و خمشی همچنین روش های تقریبی برمبنای 
حداقل نمودن انرژی پتانسیل کل سیستم محاسبه شده است. پژوهش های 
عددی متعددی، که عموما بر اساس روش اجزاء محدود هستند، برای بررسی 
و تحلیل پایداری و ارتعاشی تیرهای جدار نازك با سطح مقطع جدار نازك باز 
انجام شده است. براساس اصل ایستایی تغییرات انرژی پتانسیل و فرضیات 
حاکم بر پوسته های جدار نازك، ژانگ3 ]5[ یک مدل تحلیلی را برای کمانش 
خمشی-پیچشی اعضای جدار نازك دو سر مفصل معرفی نمود. چند نمونه 
روش  حل تحلیلی در تحقیقات صورت گرفته توسط ساپکاس4 ]6[ و مهری5  

1 Vlasov
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]7[ در زمینه بررسی کمانش جانبی تیر با نیم رخ یک محور تقارن ارائه شده 
است. در تحقیقات مذکور، میان روش اجزاء محدود بر مبنای المان تیر سه 
 ]8[ جان1  است.  شده  انجام  مقایسه ای  مطالعه  یک  پوسته  المان  و  بعدی 
ماتریس دینامیکی برای یک المان تیر اویلر-برنولی2 بدون انحنا و تحت بار 
محوری را به منظور تعیین مقادیر دقیق فرکانس های طبیعی ارتعاش اعضای 
خمشی جدار نازك ارائه نمود. آندراده3 ]9[ روشی بنام فرمول بندی 3 فاکتوری 
که معمولا برای بررسی پایداری تیرهای دو سر مفصل استفاده می گردید را 
برای محاسبه بار کمانش جانبی-پیچشی در تیرهای یک سرگیردار با مقطع 
I گسترش داد. ارکمن4 ]10 و 11[ نیز یک روش اجزای محدود بر مبنای 
تیرهای  پایداری  تحلیل  برای  کویتر  تئوری  و  مکمل  انرژی  ایستایی  اصل 
ارائه کرده است. همچنین، یک  را  باز  با سطح مقطع  نازك منشوری  جدار 
به وسیله  اولیه  بدون نقص  و  اعضای مستقیم  برای  ماتریس سختی جدید 
روش سری توانی توسط لانگ5 ]12[ معرفی گشته است. تاثیر بار گسترده 
محوری بر روی پایداری تیر در مقاله مذکور مورد مطالعه قرار گرفته است. 
کورنیاوان6 ]13[ یک روش تحلیلی بر مبنای اجزای محدود به منظور بررسی 
بار  تحت  که  مفصل  سر  دو  سبک  فولادی  تیرهای  جانبی-پیچشی  رفتار 
گذاری عرضی قرار دارند و با در نظر گرفتن اثرات خروج از مرکزیت ارائه 
نمود. اتارد7 ]14[ معادلات پایداری حاکم بر تیرهای جدار نازك منشوری را با 
در نظر گرفتن تغییر شکل های برشی استخراج نمود. وو 8 ]15 و 16[ دو مدل  
تئوریک و اجزای محدود بر مبنای تحلیل خطی را به منظور بررسی رفتار 
کمانشی المان های تیر-ستون با نیم رخ متقارن و با در نظر گرفتن اثرات تغییر 
شکل های برشی و خروج از مرکزیت محل بارگذاری نسبت به مرکز سطح 
و برش را معرفی نموده است. بربن9 ]17[ یک روش المان محدود خمشی-

پیچشی را با در نظر گرفتن اثرات اینرسی دورانی، تغییر شکل برشی و بار 
محوری برون از مرکز  برای تحلیل ارتعاشی تیر جدار نازك با سطح مقطع 
نامتقارن پیشنهاد کرد. کوش10 ]18[ به کمک روش عددی رایلی-ریتز بار 
کمانش جانبی-پیچشی را برای تیر ماهیچه ای دوسر مفصل با مقطع متقارن 
تعیین نمود.  اخیراً، روتا11 ]19[ بار کمانش بحرانی را برای تیرهای جدار نازك 
با مقطع متغیر و با استفاده از روش سری چبیشف محاسبه نمود. بر اساس 
مدل غیرخطی و با در نظر گرفتن اثرات تغییر شکل های بزرگ و تنش های 
اولیه، یک المان تیر سه بعدی با هفت درجه آزادی به منظور تحلیل پایداری 

تیر جدار نازك ماهیچه ای توسط مهری ]20[ معرفی گشته است.

1 Jun
2 Euler-Bernoulli beam
3 Andrade
4 Erkman
5 Leung
6 Kurniawan
7 Attard
8 Wu
9 Borbon
10 Kus
11 Ruta

گام های اساسی این مقاله به شرح زیر می باشد:
پتانسیل، معادلات دیفرانسیل . 1 انرژی  پایستگی  از اصل  استفاده  با 

که  نامتقارن  مقطع  با سطح  نازك  جدار  تیر  پایداری  چهار  مرتبه 
تحت بارگذاری جانبی در امتداد خود قرار دارد، تعیین می گردد.

خمشی، . 2 لنگر  پارامترهای  حضور  در  آمده  بدست  تعادل  معادلات 
معادلات  دستگاه  یک  پیچش،  زاویه  و  مقطع  سطح  نامتقارنی 
دیفرانسیل وابسته را تشکیل می دهند. سپس با استفاده از شرایط 
مرزی حاکم بر خمش، معادله تعادل پیچش مستقل گشته و معادله 
تغییر شکل  پارامتر  به  تنها وابسته  دیفرانسیل مرتبه چهار حاصله 

پیچشی عضو جدار نازك خواهد بود.  
در مرحله بعد، معادله پایداری ساده شده با استفاده از روابط حاکم بر . 3

اختلاف محدود مرکزی حل می گردد. در نهایت، باتوجه به شرایط 
مرزی مسئله و حل مسائل مقادیر ویژه، مقدار بار کمانش بحرانی 

جانبی محاسبه می گردد.
در پایان به منظور نشان دادن توانایی و صحت روش ارائه شده، چندین 
با سطح مقطع ثابت  مثال عددی شامل تیرهای جدار نازك دو سر مفصل 
تحت بارگذاری های مختلف ارائه شده است. در طی مسائل حل شده، اثرات 
عدم تقارن در نیم رخ تیر و محل اعمال بار جانبی بر پایداری تیر در نظر گرفته 
شده است. مقایسه نتایج بدست آمده از روش معرفی شده در این مطالعه با 
 Ansys مقادیر ارائه شده توسط محققان دیگر و مقادیر حاصله از نرم افزار
نشان دهنده کارآیي و توانایي روش اختلاف محدود در حل معادله دیفرانسیل 
تعادل و محاسبه مقادیر بار بحراني در اعضاء جدار نازك منشوري با سطح 

مقطع نامتقارن ميباشد.

تعیین معادلات دیفرانسیل حاکم بر پایداری جانبی-پیچشی- 2
سینماتیک مسئله- 1- 2

که  1-الف  مطابق شکل  نامتقارن  مقطع  با سطح  نازك  جدار  تیر  یک 
مذکور  گسترده  بار  است.  نظر  مد  دارد،  قرار    qz عرضی  بارگذاری  تحت 
منجر به وارد شدن لنگر  خمشی My بر روی نیم رخ عضو می شود. مصالح 
استفاده شده در عضو مورد نظر، همگن و ایزوتروپیک می باشند و از قانون 
ابعاد سطح مقطع  با  مقایسه  در  تیر  پیروی می کنند. همچنین، طول  هوك 
اولیه  نقص  گونه  هیچ  بدون  و  مستقیم  کاملا  و عضو  است  بزرگ تر  بسیار 
فرض گردیده است. بنابراین، تغییر شکل ها بسیار کوچک هستند و از تغییر 
شکل های برشی صرف نظر می گردد. شکل 1-ب نشان دهنده پارامترهای 
تغییر شکل تعریف شده بر روی سطح مقطع تیر مد نظر در راستای محورهای 
اصلی و مرکزی y ،x و z می باشد. W ،V ،U و   به ترتیب چهار مؤلفه 
تغییر شکل محوری، جانبی، عرضی و پیچشی هستند. با توجه به فرضیات 
نازك  جدار  تیر  بر  حاکم  جابه جایی  میدان  مدل ولاسو،  با  مطابق  و  مذکور 
شامل سه مولفه تغییر مکان )محوری، عمودی و جانبی( نسبت به   )مرکز 

برش نیم رخ عضو( به صورت زیر تعریف می گردد: 

θ
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شکل 1: الف( تیر جدار نازک با سطح مقطع نامتقارن، ب( سیستم 
مختصات و پارامترهای معرف تغییر شکل تیر

     در رابطه فوق U تغییر شکل محوری است. مولفه های تغییر مکان   
 ) zو y نشان دهنده تغییر مکان های جانبی و عمودی )در جهت W  وV
هستند.              تابع پیچش است که براساس تئوری سن ونان بر روی 
بایستی  نازك،  جدار  تیر  پایداری  تحلیل  در  می گردد.  تعریف  مقطع  سطح 
مولفه های کرنش-تغییر مکان را مطابق با تانسور کرنش گرین1 و با در نظر 
مولفه های کرنش  نمود.  و غیرخطی محاسبه  گرفتن جملات کرنش خطی 
گرین با در نظر گرفتن اثرات تغییر مکان های بزرگ به صورت زیر تعریف 

می گردند:

  و     جملات خطی و غیر خطی کرنش هستند. در مورد تیرهای جدار 
نازك، مولفه های تانسور کرنش به موارد زیر کاهش می یابند:

1 Green’s strain tensor
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   با استفاده از معادلات 1 تا 3، مولفه های خطی و غیرخطی کرنش برای 
یک تیر جدارنازك به صورت زیر قابل تعیین می باشند:

)8(
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)10(

)11(

)12(

)13(

و هم چنین

)14(

در 11، جمله r2 بیانگر فاصله نقطه M تا مرکز برش است:

)15(

 My تحت شرایط کمانش جانبی، زمانی که تیر تحت لنگر خمشی اولیه
و نیروی برشی Vz قرار دارد، تنش های اولیه روی سطح مقطع به صورت 

زیر در نظر گرفته می شوند:

Fig. 1. (a) A thin-walled beam with a singly symmetric I 
section, (b) Coordinate system and notation of displace-

ment parameters
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)16(

در رابطه فوق،        و          به ترتیب بیانگر تنش عمودی و تنش برشی 
میانگین ناشی از بارهای وارده بر سطح مقطع هستند. 

 G و E در این پژوهش، مصالح مصرفی همگن و ایزوتروپیک هستند که
خصوصیات مصالح الاستیک می باشند. بنابراین، مولفه های تنش به صورت 

زیر تعریف می شوند:

0
xxσ0

xzτ

;        ;        xx xx xz xz xy xyE G Gσ ε τ γ τ γ= = = )17(

تعیین معادلات تعادل الاستیک- 2- 2
معادلات  تعیین  منظور  به  پتانسیل کلی  انرژی  از اصل  این قسمت  در 
شرط  پیوسته،  محیط  یک  برای  است.  شده  استفاده  نازك  جدار  تیر  تعادل 

حداقل شدن انرژی پتانسیل را می توان به صورت زیر نوشت:

)18(

از تفاضل  انرژی پتانسیل کل است که  در رابطه فوق    نشان دهنده 
بر عضو؛  وارد  بارهای موثر  از  ناشی   We U و کار خارجی  انرژی کرنشی 

تعیین می گردد. 
به منظور تحلیل پایداری، انرژی کرنشی تیر به دو قسمت که یکی شامل 
اولیه است،  مولفه های کرنش خطی و دیگری دربرگیرنده مولفه های تنش 

تقسیم گشته است. در قسمت الاستیک خطی خواهیم داشت:

Π

)19(

با استفاده از روابط 8 تا 10 که مربوط به مولفه های کرنش خطی هستند 
و با انتگرال گیری بر روی سطح مقطع عضو، رابطه زیر برای Ul حاکم بر 

تیر با مقطع ثابت بدست می آید:

( )

( )

( ) ( )

2 2 2 2 2
0

2 "2

"2

1
2

1 2 "
2

" "

l z s y s
L

z s s s
L

y s s z s
L L

U EAu EI v EI w EI GJ dx

EI z z v dx

EI v z dx EI w dx

φ

ϕ ϕ

θ θ

θ θ

θ θ θ

′ ′′ ′′ ′′ ′= + + + +

′′+ +

′′ ′′+ + +

∫

∫

∫ ∫

)20(

   در معادله فوق، Iy و Iz بیانگر ممان اینرسی سطحی نسبت به محور 
قوی و ضعیف هستند. همچنین A مساحت نیم رخ تیر جدار نازك است. J و    
هستند.  تابیدگی  ضریب  و  پیچشی  معادل  اینرسی  ممان  ترتیب  به 
خصوصیات هندسی یک مقطع جدار نازك براساس قوانین حاکم بر انتگرال 

گیری نسبت به محورهای اصلی به صورت زیر تعریف می گردند:

Iϕ

)21(

مطابق با اصول حاکم بر مدل ولاسو، دو مولفه عمودی و جانبی مختصات 
مرکز برش به صورت زیر تعیین می شوند:

)22(

تقارن  این مطالعه، سطح مقطع دارای یک محور  اینکه در  به  با توجه 
نسبت به راستای عمودی z است، مولفه ys برابر صفر می گردد. با جایگذاری 

رابطه فوق در معادله 20، عبارت زیر بدست خواهد آمد:

)23(

با استفاده از روابط حاکم بر کرنش های غیرخطی و تنش های ناشی از 
بارگذاری، انرژی کرنشی ناشی از تنش اولیه به صورت زیر قابل تعریف است:

( )

0
0

0 * 0 *

( )

    

l
ij ij ij

A
L

xx xx xz xz
A

L

U dAdx

dAdx

τ ε ε

σ ε τ γ

= −

= +

∫ ∫

∫ ∫
)24(

با جایگذاری روابط کرنش-تغییر مکان غیرخطی ارائه شده در معادلات 
11 تا 13 و همچنین تنش های اولیه در رابطه فوق، و با انتگرال گیری بر 
بدست    )My( وارده  خمشی  ممان  براساس  زیر  رابطه  مقطع،  سطح  روی 

( )
0

2 2 2

0

1
2

1   
2

l

l ij ij
A

l

xx xy xz
A

U dAdx

E G G dAdx

τ ε

ε γ γ

=

= + +

∫ ∫

∫ ∫

2

2 2

2 2

,    ,    

 ,    

( ) ( ) ,     

,      

y
A A

z
A A

A

y z
A A

A dA I z dA

I y dA I dA

J y z dA
z y

I y dA I zdA

ϕ

ϕ ϕ

ϕ

φ φ

ϕ ϕ

= =

= =

 ∂ ∂
= − + + ∂ ∂ 

= =

∫ ∫

∫ ∫

∫

∫ ∫

;          y z
s s

z y

I I
z y

I I
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(
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l z s y s
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z s
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M MVz
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خواهد آمد:

)25(

zβکه در آن،    ثابت  واگنر است و معادله آن به صورت زیر می باشد:

)26(

امتداد خط  بار qz که در راستای عمودی و در  عضو جدار نازك تحت 
)'pp( بر روی دامنه سطح مقطع عضو وارد می گردد، قرار دارد )شکل 2(. کار 

خارجی ناشی از بارگذاری خارجی به صورت زیر تعریف می گردد:

)27(

شکل 2: یک تیر جدار نازک تحت بارخمشی جانبی )qz( و پارامتر خروج از 
) ey و ez ( مرکزیت بار

به منظور در نظر گرفتن اثرات خروج از مرکزیت بارگذاری که در تحلیل 
مقطع  مکان عمودی سطح  تغییر  مولفه  است،  اهمیت  حائز  جانبی  پایداری 
)Wp( منطبق بر نقطه P یا همان محل اثر بار، براساس فرضیات سینماتیک 

غیرخطی معرفی شده در ]21[ به صورت زیردر نظر گرفته می شود:

)28(

از  خروج  مقدار  دادن  نشان  برای  و  فوق  روابط  سازی  ساده  منظور  به 
مرکزیت بارهای جانبی نسبت به مرکز برش از پارامترهای  )ey و ez( استفاده 
شده است. با استفاده از                                                       و 

جایگذاری در 27 خواهیم داشت: 
( ,    e )z P s y P se z z y y= − = −

)29(

از  ناشی  اول و دوم  لنگرهای پیچشی مرتبه  Mt و     رابطه فوق،  در 
خروج از مرکزیت بارهای خمشی هستند که به صورت زیر تعریف می گردند:

ˆ
tM

)30(

با مشتق گیری از رابطه 18 نسبت به مولفه های تغییر مکان
 )                و     (، معادلات دیفرانسیل تعادل حاکم بر تیر جدار نازك مد 

نظر با نیم رخ نامتقارن به صورت زیر بدست خواهد آمد:
0 ,  ,  s su v wθ

)31(

)32(

)33(

)34(

شرایط مرزی حاکم بر معادلات فوق به شرح زیر هستند:

( ) 0uδ ∂ = ')35(  یا
0 0EAu =

0sv)36(  یا
x

δ ∂  = ∂ 
0z s yEI v M θ′′ − =

( ) 0svδ ∂ = 0z)37(  یا s yEI v M  θ
′

′′′  − + = 

0sw
x

δ ∂  = ∂ 
0y)38(  یا s zEI w M  θ′′ + =

( ) 0swδ ∂ = ])39(  یا ] 0y s zEI w M  θ ′′′′− − =

0
x
θδ ∂  = ∂ 

")40(  یا 0EIφθ =

( ) 0δ θ∂ = 0z)41(  یا y

EI GJ

M
φθ θ

β θ

′′′ ′− +

′− =

مطابق با معادلات بدست آمده می توان از تغییر شکل محوری و روابط 
نازك  جدار  تیر  جانبی  پایداری  روی  بر  زیرا  کرد؛  آن صرف نظر  به  وابسته 

Fig. 2. A thin-walled beam under lateral bending loads 
(qz) and definition of load eccentricities ( ey , ez )
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2z s t t

L

W q w M M dxθ θ = + − 
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تیر  جانبی-پیچشی  پایداری  تحلیل  مراحل  در  بنابراین  نیستند.  تاثیر گذار 
جدار نازك، به معادله دیفرانسیل یاد شده نیازی نمی باشد. درنتیجه، دستگاه 
معادلات باقی مانده حاکم بر تحلیل پایداری جانبی-پیچشی تیر جدار نازك، 
یک دستگاه معادله دیفرانسیل وابسته است. با توجه به تغییر شکل پیچشی 
می توان این دو معادله مرتبه چهار را به صورت زیر و با استفاده از رابطه 36، 

از وابستگی خارج نمود.

)42(

در ادامه، عبارت فوق در معادله دیفرانسیل مرتبه چهارم حاکم بر تغییر 
ساده  و  گیری  مشتق  از  پس  است.  شده  جایگذاری  تیر،  پیچشی  شکل 
سازی های مورد نیاز، معادله دیفرانسیل پیچش دیگر به تغییر شکل خمشی 
وابسته نخواهد بود و معادله تعادل برحسب زاویه پیچش سطح مقطع )   (، 

لنگر خمشی و پیچشی وارده، به صورت زیر بدست خواهد آمد:
θ

)43(

هم چنین بارگذاری عرضی بدون خروج از مرکزیت در راستای عمودی 
y )         ( وارد می گردد؛ در نتیجه، پارامتر         برابر صفر قرار داده 
شده است. در ادامه این بخش، روش عددی تفاوت محدود برای حل معادله 
دیفرانسیل پایداری حاکم بر تیر جدار نازك بکار برده شده است. این روش 
توسط نویسندگان مختلفی برای تحلیل پایداری خطی و یا غیرخطی اعضای 
الاستیک ]27-22[ و تیرهای جدار نازك ]28 و 29[ به کار برده شده است. 
ادامه، روش عددی مذکور در حل معادله دیفرانسیل مرتبه چهار، حاکم  در 
بر پایداری جانبی-پیچشی تیرهای جدار نازك با سطح مقطع نامتقارن ارائه 

می گردد.

روش عددی- 3
تقریبی  حل  برای  مناسب  عددی  روش  یک  محدود،  تفاضل  روش  
اصل  این  بر  روش  این  اساس  است.  متغیر  با ضرایب  دیفرانسیل  معادلات 
استوار است که مشتقات مراتب مختلف تابع مجهول در یک نقطه را می توان 
با عبارتی جبری حاصل از بسط تیلور جایگزین نمود. روابط ارائه شده شامل 
مقدار تابع در نقطه مدنظر و چندین نقطه همجوار است. در نتیجه، معادله 
دیفرانسیل به یکسری معادلات جبری وابسته تبدیل می شود. در این روش، 
معادله دیفرانسیل همزمان با یکسری معادلات خطی جایگزین می شود که 
از حل خود  با درنظر گرفتن شرایط مرزی حاکم بر مسئله  آنها عموما  حل 

معادلات دیفرانسیل ساده تر است.
تیر دوسر مفصل به طول L، مطابق با فرضیات حاکم بر روش اجزای 

0ye =ˆ 0tM =

محدود به n قطعه تقسیم می گردد و در نتیجه طول هر قسمت برابر  
    می شود. نحوه تقسیم بندی و شماره گذاری نقاط بر مبنای روابط 

اختلاف محدود مرکزی در شکل 3 نشان داده شده است.

Lh
n

=

شکل 3: تقسیم بندی طول تیر به المان های یکسان براساس روش 
اختلاف محدود

با توجه به تعاریف مربوط به اختلاف محدود مرکزی و وجود مشتقات 
مرتبه اول تا چهارم تغییر شکل پیچشی سطح مقطع در معادله دیفرانسیل 

پایداری، روابط زیر ارائه شده است:

)44(

)45(

)46(

)47(

)48(

تیر جدار  برای  آمده  بدست  پایداری  معادله  در  را  فوق  روابط  ادامه،  در 
نازك با سطح مقطع نامتقارن جایگذاری می کنیم:

یا

Fig. 3. Equally spaced grid point along the beam’s 
length in the Finite Difference Method
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)49(( ) ( )
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 در صورتی که تیر مورد نظر به طور مثال به n قطعه مساوی تقسیم 
شود، رابطه فوق را بایستی برای تمامی نقاط   نوشت و در نتیجه، n+1 معادله 
حاصل می گردد. شرایط مرزی برای انتهای مفصلی تیر به صورت زیر است:

)50(

مطابق با روش اختلاف محدود، رابطه 50 را می توان به صورت زیر باز 
نویسی نمود:

)51(

n+1 معادله اختلاف محدود در نقاط حاصل از تقسیم بندی و دو شرط 

 n+5 مرزی اضافی در هر انتها منجر به یک دستگاه معادله خطی به ابعاد
می گردد. معادله بدست آمده را می توان به صورت ماتریسی زیر نوشت:

)52(

در رابطه فوق، ]B[ ماتریس ضرایب به ابعاد                     است که 
شامل مقدار مجهول بار کمانشی است. با توجه به اینکه معادله مذکور یک 
معادله خطی همگن است، براساس حل مقادیر ویژه و با مساوی صفر قرار 
دادن دترمینان ماتریس ضرایب می توان مقدار بار کمانش بحرانی را تعیین 
بار کمانشی  نمود. کلیه مراحل عددی توضیح داده شده به منظور محاسبه 
در نرم افزار MATLAB ]34[ بسط داده شده است. در قسمت بعد، طی 
چند مثال دقت، اعتبار و توانایی شیوه عددی پیشنهاد شده مورد بررسی قرار 

گرفته است. 

مثال های عددی- 4
هدف از این قسمت بررسی توانایی و دقت روش اختلاف محدود مرکزی 
در محاسبه بار کمانش جانبی-پیچشی تیر جدار نازك دوسر مفصل با سطح 
مقطع نامتقارن و بارگذاری دلخواه است. بدین منظور، چند نمونه مثال عددی 
اجزاء  از  آمده  بدست  مقادیر  با  آن ها  از  حاصل  نتایج  که  است،  شده  ارائه 
از روش  محدود و روش های عددی موجود مقایسه شده اند. مقادیر حاصل 

( 5) ( 5)n n+ × +

 Ansys عددی معرفی شده با جوابهای بدست آمده از خروجی نرم افزار
]35[ مقایسه گشته اند. در نرم افزار اجزای محدود مذکور، کلیه تیرهای جدار 
نازك مطالعه شده توسط المان پوسته )SHELL63( مدل شده اند. این المان 
 x، y 6 درجه آزادی در هر گره دارد، که شامل سه درجه انتقالی در راستای

و z  و همچنین سه درجه دورانی حول این سه محور است.
مثال 1

تعداد  تقریبی  تعیین  و  کارآیی  دقت،  کنترل  هدف  با  مثال،  این  در 
تقسیم بندی های لازم در طول المان برای دستیابی به جواب دقیق مطابق 
با روش عددی ارائه شده، سه مثال شامل تیرهای دو سر مفصل به طول 8 
متر با مقطع ثابت تحت بارگذاری های مختلف ارائه شده است. در دو مورد 
اول، مقدار لنگر بحرانی برای تیر منشوری با سطح مقطع متقارن محاسبه 
شده است. درحالی که در مورد سوم، تیر جدار نازك با سطح مقطع نامتقارن 
مورد تحلیل پایداری جانبی قرار گرفته است. در ادامه، هریک از موارد مطرح 
شده به تفصیل توضیح داد شده اند. )مورد 1( مقدار لنگر خمشی بحرانی تیر 
منشوری دو سر مفصل با استفاده از روش اختلاف محدود مرکزی محاسبه 
دهانه  در وسط  جانبی  متمرکز  بار  نظر تحت  مد  تیر جدارنازك  است.  شده 
خود می باشد و بار مذکور بر مرکز برش سطح مقطع وارد شده است )شکل 
4-الف(. )مورد 2( در این مورد، مقدار ممان خمشی بحرانی در وسط تیر دو 
سر مفصلی که تحت بار گسترده جانبی یکنواخت قرار دارد، تعیین شده است. 
تحلیل پایداری برای حالتی انجام شده است که بار بر بال فوقانی سطح مقطع 
ممان خمشی  مقدار   )3 )مورد  وارد می شود )شکل 4-ب(.  داده شده  نشان 
لنگر  تحت  که  نامتقارن،   I مقطع  با  مفصل  سر  دو  تیر  یک  برای  بحرانی 
خمشی یکنواخت در طول خود قرار دارد محاسبه شده است )شکل 4-پ(. 
خصوصیات هندسی سطح مقطع، بارگذاری و مصالح تیرهای بحث شده در 

شکل 4 نشان داده شده اند.

شکل 4: تیرهای جدار نازک منشوری دو سر مفصل با مقاطع متفاوت
 )متقارن، یک محور تقارن( تحت بارگذاری جانبی: خصوصیات هندسی، 

بارگذاری و مصالح

Fig. 4. Simply supported beams with different cross-
sections: geometry, loading and material data.
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با  پایداری  تحلیل  از  آمده  دست  به  نتایج  شده،  معرفی  موارد  کلیه  در 
مقادیر بار کمانش جانبی-پیچشی تعیین شده به کمک روش بسط سری های 

توانی که توسط عسگریان ]30[ معرفی شده است، مقایسه گشته اند.

شکل 5: بررسی عملکرد روش عددی ارائه شده در تعیین بار کمانش 
جانبی تیر دو سر مفصل

به  نسبت  نسبی  خطای  میزان  تغییرات  نمودار  دهنده  نشان   5 شکل 
تعداد تقسیم بندی های انجام شده در روش اختلاف محدود مرکزی است. با 
مشاهده نتایج ارائه شده در شکل مذکور، می توان نکات زیر را نتیجه گیری 

نمود:
تطابق قابل قبولی میان نتایج محاسبه شده برای بارهای کمانشی . 1

از روش اختلاف محدود مرکزی و روش عددی  بسط  با استفاده 
سری توانی وجود دارد.

در صورتی که عضو جدار نازك حداقل به 16 قطعه تقسیم شود، . 2
با  را  بحرانی  خمشی  لنگر  و  جانبی  کمانشی  بار  مقادیر  می توان 

خطای کمتر 0/5%  بدست آورد.
با افزایش تقسیم بندی ها به بیش از 25 قطعه، میزان خطای نسبی . 3

)     ( به سرعت به زیر %0/1 کاهش می یابد.
مثال 2

مفصل  سر  دو  نازك  جدار  تیر  نوع  دو  جانبی  کمانشی  دوم،  مثال  در 
تحت بار گسترده جانبی مورد بررسی قرار گرفته است. تیرهای تحلیل شده 
دارای سطح مقطع کاملا متقارن و یا با یک محور تقارن هستند. تیر تحت 
بار گسترده یکنواخت قرار دارد. لنگر کمانشی بحرانی تیر مورد بحث در دو 
حالت مختلف محاسبه گشته است: در مورد اول، بار گسترده بر مرکز برش 
فوقانی  بال  بر  گسترده  بار  دیگر،  درحالت  می گردد.  وارد  تیر  مقطع  سطح 
سطح مقطع I شکل نشان داده شده در شکل 6، وارد می گردد. هم چنین، 
خصوصیات هندسی، مصالح و شرایط بارگذاری تیر مدنظر در شکل مذکور 

نشان داده شده است.

∆

شکل 6: تیر دو سر مفصل تحت بار گسترده جانبی یکنواخت

جدول 1 مقادیر لنگرهای خمشی حداکثر در وسط دهانه تیرهای مذبور   
)                  ( متناظر با بار بحرانی که منجر به کمانش جانبی تیر می شود 
ممان های  می دهد.  نشان  شده،  داده  توضیح  بارگذاری  حالت  دو  هر  در  را 
به وسیله  اجزاء محدود  با روش عددی مطرح شده، روش  کمانشی مطابق 
بسط سری های  روش  از  استفاده  با  عددی  و حل   ]35[  Ansys نرم افزار 
توانی ]30[ محاسبه گردیده اند. همچنین جدول مذکور مقدار خطای نسبی     
)    ( بین روش ارائه شده و مقادیر به دست آمده از روش سری های توانی 

که با استفاده از رابطه زیر محاسبه شده است را نشان می دهند:

2

8
z

cr
q LM =

∆

)53(

نتیجه گیری نمود که تطابق بسیار خوبی  با توجه به جدول 1 می توان 
میان روش اختلاف محدود مرکزی، بسط سری توانی و روش المان محدود 

به کار برده شده در نرم افزار Ansys وجود دارد.
مثال 3

در مثال آخر به تحلیل پایداری جانبی تیرهای جدار نازك دو سر مفصل 
تحت لنگر خمشی متغیر )          و       ( پرداخته می شود. مطابق با شکل 
7، پس از تعیین عکس العمل های تکیه گاهی و با قرار دادن مبدا در انتهای 
سمت چپ تیر مد نظر معادله حاکم بر لنگر خمشی داخلی در طول تیر به 

صورت زیر خواهد شد:

0Mβ0M

)54(

Fig. 5. Variation of the relative errors (   ) versus the 
number of segments (n) along the beam’s length.

∆

Fig. 6. Simply supported beam under uniform distrib-
uted load

( ) / 100PSM PSM
cr cr crM M M∆ = − ×

0 0( ) (1 )x xM x M M
L L

β= − +
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∆جدول 1: تیر دو سر مفصل تحت بار گسترده شکل 6 : لنگر خمشی بحرانی )Mcr( و درصد خطای نسبی )     (
رده

ست
ر گ

ل با
عما

ل ا
مح

 L
)m(

)kN.m( لنگرهای کمانش بحرانی

سطح مقطع متقارن سطح مقطع با یک محور تقارن

روش ارائه شده  روش اجزای محدود
Ansys براساس

 عسگریان
]30[

روش ارائه شده  روش اجزای
 محدود براساس
Ansys

 عسگریان
]30[

مرکز برش 6 94/04 92/32 93/82 0/23 67/69 66/23 67/44 0/37
8 64/64 63/9 64/47 0/26 46/93 46/34 46/81 0/26
10 49/38 48/98 49/23 0/30 35/85 35/47 35/71 0/39

بال بالا 6 70/88 70/58 69/46 2/04 63/17 62/73 62/87 0/48
8 51/26 51/31 50/52 1/46 44/47 44/31 44/19 0/63
10 40/65 40/77 40/20 1/12 34/32 34/34 34/17 0/44

(%)∆ (%)∆

جدول 2: اثر تعداد تقسیم بندی )FDM(  و تعداد جملات سری توانی )PSM( بر لنگر بحرانی کمانش )Mcr( تیر منشوری دو سر مفصل تحت لنگر 
)M0, -0.5M0( خمشی متغیر

 مقطع
نامتقارن

)kN.m( لنگرهای کمانش بحرانی
FDM PSM ]30[ Ansys 

تعداد تقسیم بندی]35[ تعداد جملات در بسط سری
10 15 20 30 40 50 30 40 50 60 70

 شکل
7-ج

91/323 85/661 83/875 82/713 82/346 82/189 70/35 79/46 80/74 80/73 80/73 82/19

 شکل
7-د

204/925 196/74 193/704 191/428 190/631 190/273 291/3 200/08 191/36 190/45 190/45 188/4

   در این مثال، چهار نوع سطح مقطع متفاوت برای تیر فوق در نظرگرفته 
شده است. از دو نیمرخ متقارن I شکل و دو مقطع نامتقارن I استفاده شده 
است. هر دو مقطع نامتقارن به صورت بال نامساوی در نظر گرفته شده اند، به 
طوری که در مورد نیم رخ سوم، بال پایین بزرگتر از بال بالا است و در مقطع 
انتخابی چهارم، بال بالا بزرگتر از بال پایین است. طول تیر دو سر مفصل 
تحلیل شده با مقطع الف برابر با هشت متر در نظر گرفته شده است و سه 
مقطع دیگر با طول نه متر مورد تحلیل پایداری قرار گرفته اند. خصوصیات 
هندسی و ابعاد مقاطع مذبور در شکل 7 نمایش داده شده اند. مدول یانگ و 

برشی مصالح فولادی تیر به ترتیب                و                هستند.
     پایداری جانبی تیر جدار نازك تحت حالات متفاوتی از بارگذاری  

جانبی و خمشی در مراجع و مقالات دیگر به صورت کافی مورد بررسی قرار 
این  بارگذاری در نظر گرفته شده در  به  گرفته است ]1-18[. در حالی که 
مثال، کمتر در میان مطالعات انجام شده قبلی پرداخته شده است. با توجه 
به رابطه )54(، زمانی که       منفی است؛ لنگر خمشی داخلی از مثبت به 
منفی در طول تیر تغییر می کند و در نتیجه جهت انحنای تیر در امتداد طولی 
عضو در یک نقطه خاص دچار تغییر می شود. با توجه به کارهای قبلی انجام 
شده توسط نویسندگان ]30 و 32 و 33[، در چنین شرایطی تعیین دقیق تابع 
حاکم بر تغییر شکل تیر توسط روش سری های توانی بسیار مشکل است.  در 
نتیجه، برای دستیابی به معادله دقیق توصیف کننده مدهای کمانش جانبی-

پیجشی توسط روش عددی مذکور، نیاز به تعداد جملات زیاد در بسط سری 
210E Gpa=80.77G Gpa=

β

Table 1. Simply supported beam subjected to distributed load (Fig. 6): buckling moments (Mcr ) and relative 
errors (     )∆

Table 2. Effect of number of divisions (FDM) and power series terms (PSM) on linear critical moments (Mcr) of  
simply supported thin-walled beam under (M0, -0.5M0)



نشریه مهندسی عمران امیرکبیر، دوره 50، شماره 1، سال 1397، صفحه 61 تا 72

70

حاکم بر جواب معادله است. در شرایطی که نیم رخ تیر نامتقارن است، حل 
معادله دیفرانسیل به مراتب پیچیده تر و سخت تر می شود. بنابراین، استفاده از 
روش اختلاف محدود در تحلیل پایداری تیرهای جدار نازك تحت بارگذاری 
مذکور بسیار مناسب تر است. به همین منظور، در جدول 2 نحوه همگرایی 
و  توانی  سری های  بسط  روش  دو  هر  از  آمده  به دست  کمانشی  بار  نتایج 
اختلاف محدود برای دو مقطع I نامتقارن نشان داده شده در شکل 7ج و د 
که تحت لنگر خمشی متغیر )M0, -0.5M0( قرار دارند؛ ارائه شده است. این 
باگذاری از آن جهت انتخاب شده است که منجر به انحنای مضاعف در تیر 
شده و یکی از پیچیده ترین حالات بارگذاری است. باتوجه به جدول مذکور 
کاملا مشخص است که برای محاسبه لنگر بحرانی کمانش )Mcr( مطابق 
با روش اختلاف محدود کافی است تیر را به 30 قسمت تقسیم بندی نمود؛ 
درحالی که براساس روش سری های توانی نیاز به حداقل 50 جمله در بسط 

سری می باشد.

شکل 7: تیر جدار نازک دو سر مفصل تحت لنگر خمشی متغیر در انتهای 
خود: خصوصیات هندسی و مصالح تیر جدار نازک، )الف و ب( سطح مقطع 

متقارن، )ج و د( سطح مقطع با یک محور تقارن

تغییرات لنگر کمانشی بحرانی )Mcr( تیر نسبت به فاکتور تغییرات لنگر )  
 ( برای هر چهار تیر دو سر مفصل تحلیل شده، در شکل 8 به تصویر 
 )Mcr( بحرانی  خمشی  لنگر  نتایج  زیر  نمودارهای  در  است.  شده  کشیده 
اختلاف  روش  مبنای  بر  شده  معرفی  عددی  حل  راه  توسط  شده  محاسبه 
محدود، روش ارائه شده توسط مهری ]31[ و روش اجزای محدود با به کار 

β

گیری نرم افزار Ansys ]33[ نشان داده شده اند.

شکل 8: مقایسه لنگر کمانش جانبی تیر تحت ممان خمشی متغیر

بر مبنای نمودارهای حاصل شده، می توان نتیجه گیری نمود که روش 

Fig. 7. Simply supported beam under moment gradient: 
geometry and material properties, doubly symmetric 

and singly symmetric sections

Fig. 8. Variation of lateral buckling moment of beam 
under gradient moment, versus gradient factor β
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توانایی  از  کمانش  بحرانی  بار  مقدار  تعیین  در  شده  استفاده  محدود  تفاوت 
خوبی برخوردار است و بار دیگر توانایی و صحت روش عددی استفاده شده 

در این مقاله اثبات می گردد.

نتیجه گیری- 5
محدود  اختلاف  روش  اساس  بر  عددی  مسیر  یک  پژوهش،  این  در 
جدار  اعضای  پیچشی-جانبی  کمانش  بارهای  محاسبه  منظور  به  مرکزی 

نازك دوسر مفصل با نیمرخ دلخواه ارائه گردید. 
در ابتدا، با استفاده از اصل پایستگی انرژی پتانسیل کلی سیستم الاستیک 
و با در نظر گرفتن اثرات تنش اولیه و کار ناشی از بارهای خارجی اعمال شده، 
معادلات دیفرانسیل مرتبه چهارم پایداری تعیین گردیدند. معادلات مذبور به 
یکدیگر وابسته هستند ولی به وسیله یکی از شروط مرزی حاکم بر تعادل 
خمشی عضو جدار نازك، دستگاه معادلات از وابستگی خارج شده و تنها یک 
معادله دیفرانسیل با ضرایب متغیر و برحسب تغییر شکل پیچشی سطح مقطع 
پایان، معادله حاصله توسط توابع حاکم بر روش اختلاف  به دست آمد. در 
محدود مرکزی حل شد و براساس روش حل مقادیر ویژه، مقدار بار کمانش 
پیچشی-جانبی محاسبه گردید. روش معرفی شده را می توان برای تحلیل 
بارهای  تحت  مفصل  دوسر  نازك  جدار  تیرهای  از  مختلفی  انواع  پایداری 
نتایج  بررسی  از  پس  داد.  قرار  استفاده  مورد  جانبی  گسترده  یا  و  متمرکز 

مثال های عددی ارائه شده، ذکر موارد زیر ضروری است:
کمانشی . 1 بارهای  برای  شده  محاسبه  نتایج  میان  خوبی  تطابق 

بحرانی با استفاده از روش عددی تفاوت محدود و دیگر روش های 
عددی و تحلیلی ارائه شده وجود دارد.

برای . 2 بحرانی  لنگر خمشی  و  جانبی-پیچشی  کمانشی  بار  مقادیر 
اعضای منشوری را می توان با میزان خطای کمتر از 1%  بدست 
آورد. در صورتی که، عضو دو سر مفصل تنها به 14 قطعه در طول 

خود تقسیم شود. 
هم چنین میزان خطای نسبی )     ( با افزایش تعداد قطعات به بیش . 3

از 25 جمله به سرعت به زیر 0/5% کاهش می یابد.
بر . 4 شده  ارائه  عددی  مسیر  توانی،  سری های  روش  با  مقایسه  در 

مبنای روش اختلاف محدود مرکزی نیاز به تعداد جملات کمتری 
امر  بار بحرانی کمانش جانبی-پیچشی دارد و این  برای محاسبه 

منجر به افزایش سرعت محاسبات می شود.
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