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چکیده: در سه دهه اخیر پیشرفت های بسیار زیادي در زمینه تحلیل غیرخطی سازه هاي بتن مسلح به کمك روش عناصر 
محدود صورت گرفته است، اما هنوز پیش بینی دقیق در خصوص پاسخ تیرهای بتن مسلح در شرایط مختلف هندسه و بارگذاري، 
به کمك روش عناصر محدود، نیاز به تحقیقات بیشتري دارد. محققان نشان داده اند برای شبیه سازی پاسخ غیر الاستیك بتن 
در منطقه صدمه دیده نزدیك نوک ترک می توان از یك توزیع تنش چسبنده روی لبه های ترک که مایل به بستن ترک است، 
استفاده نمود. هدف این مقاله، بررسی عددی تأثیر تنش های چسبنده ترک بر رفتار بارـتغییر مکان تیرهای بتن مسلح با استفاده 
از مدل آسیب-پلاستیك و مکانیك شکست بتن است. در تحلیل عددی به کار رفته، رفتار غیرخطی بتن در ناحیه فشاری با 
مسئله  و  ناحیه کششی  در  بتن  غیرخطی  رفتار  شبیه سازی  برای  است.  مدل سازی شده  پلاستیك  ـ  آسیب  نظریه  از  استفاده 
ترک خوردگی و گسترش ترک، از مکانیك شکست غیر خطی مبتنی بر مدل ترک چسبنده استفاده شده است. در این راستا، با 
استفاده از نرم افزار عناصر محدود آباکوس یك سری تیرهای بتن مسلح آزمایشگاهی موجود، شبیه سازی شده اند. با توجه به 
محدودیت های نرم افزار آباکوس در این خصوص، یك روش گام  به گام مورد استفاده قرار گرفته است. در روش ارائه  شده امکان 
گسترش چندین ترک چسبنده در تیر در نظر گرفته شده است. مقایسه نمودار بار-تغییر مکان تیرهای بتن مسلح به دست آمده از 

تحلیل عددی و نتایج آزمایشگاهی هماهنگی قابل قبولی را نشان می دهد.
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مقدمه- 1
به رشد  وابسته  به طور آشکاری  آنجایی که عملکرد مکانیکی سازه ها  از 
ترک هاست، مطالعه عمیق بر روی ناحیه صدمه  دیده نزدیك نوک ترک نه 
تنها به فهم جامع مکانیسم گسیختگی بتن کمك می کند؛ بلکه در یافتن و 

پیش بینی ترک ها در سازه های واقعی اهمیت دارد ]1[.
اولین مطالعه جدی روی ترک های بتن و شکست ناشی از آن ها در سال 
1928 توسط ریچارد1، براندزاگ2 و براون3 انجام شد. کاپلن4 ]2[ تلاش نمود 
که از اصول مکانیك شکست خطی در بتن استفاده نماید. تحقیقات تعدادی 
مکانیك  از  استفاده  که  داد  نشان   ]3[ مك گری6  و  شاه5  مانند  محققین  از 
شکست خطی در بتن منجر به نتایج نادرستی می شود. با درک رفتار غیرخطی 

بتن، مدل های غیرخطی مختلفی به مرور زمان ارائه شدند.
محققان نشان داده اند که برای شبیه سازی پاسخ غیر الاستیك مصالح 
موجود در منطقه صدمه دیده نزدیك نوک ترک می توان از یك توزیع تنش 

1 Richardt
2 Brandzaeg
3 Brown
4 Caplan
5 Shah
6 Mc Garry

broujerdian@iust.ac.ir : :نویسنده عهده دار مکاتبات*

چسبنده که مایل به بستن سطوح ترک است استفاده نمود ]4 و 5[. 
روش ترک چسبنده7 ابتدا توسط داگ8 ]4[ برای تحلیل رفتار شکست 
بار  نخستین   ]5[ همکاران  و  هیلربرگ9  سپس  شد.  معرفی  شکل پذیر  مواد 
روش ترک چسبنده را با انجام برخی اصلاحات برای شبیه سازی خرابی شبه 
ترد سازه های بتنی بکار بردند. آنها برای پیاده سازی عددی مدل مزبور از 
رویکرد ترک مجزا10 استفاده کردند. در تحقیقات اولیه، آن ها نشان دادند که 
حتی اگر از المان محدود درشت استفاده شود، آنالیز تشکیل و توسعه ترک 
و همچنین تحلیل شکست را می توان با مدل ترک چسبنده انجام داد. این 
روش بدین وسیله حساسیت مش بندی را از بین می برد. در برخی تحقیقات از 

این مدل تحت عنوان مدل ترک مجازی11 نام برده شده است ]6[.
در این مطالعه با ارائه یك روش گام  به  گام، رفتار بار تغییر مکان تیرهای 
بتن مسلح آزمایشگاهی با استفاده از مدل های آسیب–پلاستیك و مکانیك 
شکست غیرخطی بتن مبتنی بر مدل ترک چسبنده مورد بررسی قرار گرفته 
 است. در روش ارائه  شده با رویکرد ترک مجزا، توابع نرمی مختلفی به منظور 
نظر  در  ترک  لبه  در  چسبندگی  نیروهای  مختلف  توزیع های  تأثیر  بررسی 

7 Cohesive Crack Model, CCM
8 Dugdale
9 Hillerborg
10 Discrete Crack Approach
11 Fictitious Crack Model, FCM
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گرفته  شده اند. در نهایت، نمودارهای بار–تغییر مکان تیرهای بتن مسلح به 
 دست  آمده از تحلیل عددی با نتایج آزمایشگاهی مقایسه شده است. 

مدل سازی عددی تیرهای بتن مسلح- 2
از  موجود،  آزمایشگاهی  مسلح  بتن  تیرهای  عددی  مدل سازی  برای 
گام  گام  به  روش  در  است.  شده  استفاده  آباکوس  محدود  اجزای  نرم افزار 
پیشنهادی، امکان ایجاد و گسترش چندین ترک چسبنده  به صورت هم زمان 
وجود دارد. یکي از فرضیات اساسي در این پژوهش عدم وقوع لغزش کلي 
بین بتن و میلگرد است. روش مورداستفاده در این تحقیق مبتني بر مفهوم 
صورت  به  عددی  مدل سازی  روش  انجام  مراحل  است.  بوده  مجزا  ترک 

الگوریتم زیر می باشد:

 شکل 1:  الگوریتم پیشنهادی برای مدل سازی عددی

لازم به ذکر است که بارگذاری به صورت بار-کنترل به وسط دهانه تیرها 
مقاومت  به  کششی  تنش  رسیدن  بتن،  در  ترک  رشد  معیار  می شد.  اعمال 
کششی بتن در نظر گرفته  شده است. هم چنین رشد ترک ها در جهت عمود 

بر تنش نرمال لحاظ شده است. 

 رابطه پیشنهادی تنش – کرنش فولاد- 1- 2
بتن  درون  فولادي  میلگردهاي  که  می شود  فرض  این گونه  عموماً 
رابطه تنش-کرنش  با یك  بار محوري تحمل می کنند و رفتار آن ها  صرفاً 
رفتار  براي مدل سازی  مطالعات  از  بسیاري  در  توصیف می شود.  تك محوره 
میلگردهاي مدفون در بتن از رابطه دو خطی متعارف الاستو پلاستیك کامل 
استفاده می شود ]7[، ]8[. از طرفی رفتار کشـشي فـولاد مـدفون در بتن با 
رفتار یك میلگرد فولادي تنها متفاوت است. پس از وقوع اولین تسلیم در 

میلگرد، منحني تنش-کرنش فولادهاي مدفون در بتن یك کاهش تدریجي 
در سختي را نشان می دهد و ایـن روند تا تسلیم کامل آرماتور پیش می رود 

]9 و 10[.
بنابراین به منظور شبیه سازی رفتار کششی و فشاری میلگردهای فولادی 
در تیرهای بتن مسلح، مطابق شکل 2، یك رابطه دو خطی با شیب اولیه برابر 
مدول الاستیسیته فولاد و یك شیب ملایم برای بخش پلاستیك منحنی به 

اندازه پنج درصد شیب اولیه در نظر گرفته  شده است ]11[.

 شکل 2:  رابطه پیشنهادی تنش - کرنش برای میلگردهای فولادی 
مدفون در بتن ]11[

روابط تنش–کرنش فشاری بتن- 2- 2
در این مطالعه برای شبیه سازی رفتار غیر خطی بتن در ناحیه فشاری از 
نظریه آسیب - پلاستیك )شکل 3 الف( و روابط تنش - کرنش فشاری ارائه 

شده توسط ال. اچ سو  و سی. اچ سو ]12[ )شکل 3ب( استفاده شده است.
برای استفاده از روابط تنش-کرنش فشاری بتن، ابتدا بایستی پارامترهای  
از  در هر مرحله  بیانگر تنش فشاری  ترتیب  به  را که   dc و           ،
تعیین شود.  بتن می باشد،  پارامتر خرابی  بارگذاری، کرنش غیر الاستیك و 

کرنش غیر الاستیك از رابطه 1 به دست می آید. 

  
در این رابطه                نشان دهنده کرنش الاستیك مصالح آسیب  
از صحت  اطمینان  برای  می باشد.  کلی  الاستیك  کرنش  بیانگر  و    ندیده 
نمودار تنش-کرنش فشاری بتن، کرنش پلاستیك که از رابطه 2 محاسبه 

می شود، نبایستی مقدار منفی و یا نزولی داشته باشد.

  

پارامتر خرابی فشاری بتن dc برابر با نسبت کرنش غیر الاستیك      به 
کرنش فشاری کلی     می باشد. این مقدار برای مصالح کاملًا سالم صفر و 

برای مصالح کاملًا آسیب دیده 1 می باشد. 

cσ
in
cε

)1(

)2(

in
cε

cε

in el
c c ocε ε ε= −

01
pl in c c

c c
c

d
d

σε ε
ε

= −
−

Fig. 1. Proposed algorithm for numerical modeling

Fig. 2. Proposed stress-strain relation for steel bars 
embedded in concrete [11]



نشریه مهندسی عمران امیرکبیر، دوره 50، شماره 1 سال 1397، صفحه 89 تا 96

91

 شکل 3: رفتار فشاری بتن:  الف( مدل آسیب پلاستیک ب( مدل 
پیشنهادی ال. اچ سو  و سی. اچ سو ]12[

مطابق شکل 3: ب، مدل پیشنهادی ال. اچ سو و سی. اچ سو، مقادیر 
تنش های فشاری را از       0/5 در شاخه صعودی تا       0/3 در شاخه 

نزولی محاسبه می کند.
cuσcuσ

)3(

که در رابطه بالا :

)4(

)5(

مقدار مدول الاستیسیته اولیه نیز از رابطه 6 محاسبه می شود.

)6(

cuσcσدر روابط بالاE0 ،      و     برحسب  kip/in2 می باشند.

روابط تنش-کرنش کششی بتن- 3- 2
ترک   مسأله  و  کششی  ناحیه  در  بتن  غیرخطی  رفتار  شبیه  سازی  برای 
خوردگی و گسترش ترک، از مکانیك شکست غیرخطی مبتنی بر مدل ترک 
چسبنده استفاده شده است. شکل 4 نمودار اصلاح  شده تنش-کرنش کششی 

بتن را نشان می دهد که در نرم افزار آباکوس به کار می رود. 

 شکل 4: مدل اصلاح  شده تنش-کرنش کششی بتن ]13[

از آن جا که در این مطالعه رویکرد ترک مجزا مد نظر قرار دارد و نه 
استفاده   بتن  کششی  رفتاری  منحنی  قسمت صعودی  از  فقط  ترک پخشی، 
شده است و رفتار پس از ترک خوردگی با اعمال نیروهای چسبنده در اطراف 
ترک مدل می شود. مقاومت کششی بتن طبق ACI 318-11 ]14[، برحسب 

مقاومت فشاری بتن به صورت زیر بیان می شود:

)7(

در رابطه بالا مقاومت ها برحسب MPa هستند.

توزیع تنش چسبندگی وارد بر لبه ترک- 4- 2
برای شبیه  سازی پاسخ غیر الاستیك مصالح موجود در منطقه صدمه 
نیروهای  سری  یك  با  شکست1  پیشروی  ناحیه  ترک،  نوک  نزدیك   دیده 

اعمال شده به دو طرف ترک معادل  سازی می شود.
شکل توزیع این نیروها در دو طرف ترک مشابه تابع نرمی بتن در نظر 
گرفته  شده اند. تابع نرمی یکی از ارکان ضروری مدل ترک چسبنده به شمار 
می رود که به صورت نمودار تنش برحسب بازشدگی دهانه ترک بیان می شود. 
محققین در طی سال های اخیر توابع نرمی مختلفی را پیشنهاد کرده اند. توزیع 
نیروهای چسبندگی برحسب فاصله از نوک ترک، در طول مشخصی به اندازه 
به صورت  ترک  اطراف  در  تیرها،  بتن  بزرگ ترین سنگ دانه  اندازه  برابر  سه 

خطی، دو خطی و غیرخطی اعمال شده اند ]15[.

1 Fracture Process Zone, FPZ
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Fig. 3. Concrete compressive behavior: a) 
damage-plastic model, b)  Hsu model [12]

Fig. 4. Modified tensile stress-strain behavior [13]
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 شکل 5:  معادل  سازی ناحیه پیشروی شکست )FPZ( با نیروهای 
چسبنده وارد بر طرفین ترک

در این مطالعه برای تابع نرمی خطی از مدل پیشنهادی هیلربرگ1 ]5[ 
نرمی  تابع  برای  و   ]16[ ژو2  شیلانگ  مدل  از  دوخطی  نرمی  تابع  برای   ،

غیرخطی از مدل رینهارد3 و همکاران ]17[ استفاده شده است.

مشخصات تیرهای بتن مسلح آزمایشگاهی- 5- 2
به  منظور ارزیابی روش ارائه  شده و مقایسه با نتایج برخی از آزمایش های 
شده  انجام   آزمایش های  مجموعه  بتن مسلح،  تیرهای  روی  بر  شده  انجام 
توسط برسلر4 و اسکوردلیس5 ]18[ که دارای کیفیت بالا و مستندات کافی 
می باشند، به  عنوان آزمایش های محك انتخاب شدند. در این مجموعه دوازده 
 OA، تایی از تیرهای آزمایش  شده که شامل چهار سری سه تایی با نام های 
A، B و C بودند،گستره وسیعی از نسبت میلگرد طولی و عرضی و نسبت 
ساده  تکیه گاه  با  که  تیرها  این  شده اند.  داده   پوشش  به عمق  برشی  دهانه 
نسبت  نظر  از  بودند،  شده  بارگذاری  دهانه  وسط  در  متمرکز  بار  یك  با  و 
میلگرد طولي، نسبت میلگرد عرضي، طول دهانه، ابعاد مقطع، و مقاومت بتن 
متفاوت بودند. در این تیرها، نسبت دهانه برش به عمق از 3/3 تا 5/8 متغیر 
بود. درصد آرماتور برشي در محدوده 0 تا % 0/2 متفاوت بود. نمای شماتیك 
نحوه انجام آزمایش و جزئیات آن به ترتیب در شکل های 6 و 7 نشان داده  

شده است. 

1 Hillerborg
2 Shilang Xu
3 Reinhardt
4 Bresler
5 Scordelis

 شکل 6: نمای آزمایش تیرهای برسلر–اسکوردلیس ]18[

کافي  مهار  عدم  از  ناشي  پیوستگی،  گسیختگي  از  جلوگیري  براي 
احتمالي، میلگردهاي طولي تحتاني تا انتهاي تیر ادامه یافته و با مهار ویژه به 
صفحات فولادي انتهایي با ضخامت 35 میلی متر مهارشده اند. سري OA از 
این تیرها فاقد آرماتور فشاری و برشي بودند. حداکثر اندازه سنگدانه به  کار 

رفته در همه تیرها 20 میلی متر بود.
از سری تیرهای برسلر- اسکوردلیس  این پژوهش، تعداد شش تیر  در 
لبه ترک مدل سازی شده اند.  به سه روش مختلف توزیع نیروهای چسبنده 
و  فشاری  آرماتور  فاقد  مسلح  بتن  تیر  سه  شامل  شده  مدل سازی  تیرهای 
برشی به نام های OA1، OA2 و OA3 و سه تیر بتن مسلح دارای آرماتور 
برشی، کششی و فشاری به نام های A1، A2 و A3 می باشند. از توزیع های 
خطی، دو خطی و غیر خطی برای اعمال نیروهای چسبنده در اطراف ترک 
استفاده  شده است. جزئیات مقاطع عرضی این تیرها در شکل 8 نشان داده 
شده است. جزئیات بیشتر نیز در جدول 1 ارائه  شده است. خواص مصالح برای 

بتن، میلگردهای طولی و میلگردهای عرضی در جدول 2 آورده شده است.

 شکل 7:  نمای شماتیک بارگذاری و دستگاه آزمایش برسلر – 
اسکوردلیس ]18[

Fig. 5. Simulating fracture process zone with cohesive 
stresses on crack faces

Fig. 6. Bresler-Scordelis beam test view [18]

Fig. 7. Schematic setup of Bresler-Scordelis beam tests 
[18]
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 شکل 8: جزئیات مقاطع عرضي تیرهاي برسلر-اسکوردلیس ]18[

جدول 1: جزئیات مقاطع عرضي تیرهاي برسلر ـ اسکوردلیس

Beam no. b, mm h, mm d, mm L, mm Span, mm Bott. steel Top steel Stirrups

OA1 310 556 461 4100 3660 4 No. 9 - -
OA2 305 561 466 5010 4570 5 No. 9 - -
OA3 307 556 462 6840 6400 6 No. 9 - -
A1 307 561 466 4100 3660 4 No. 9 2 No. 4 No. 2@ 210

A2 305 559 464 5010 4570 5 No. 9 2 No. 4 No. 2@ 210

A3 307 561 466 6840 6400 6 No. 9 2 No. 4 No. 2@ 210

جدول 2: مشخصات مصالح تیرهاي برسلر ـ اسکوردلیس

Reinforcement Concrete

Beam no. f'
c , MPa

Bar size No. 2 No. 4 No. 9 OA1 22/6
Diameter, mm 6/4 12/7 28/7 OA2 23/7

Area, mm2 32/2 127 645 OA3 37/6
fy , MPa 325 345 555 A1 24/1

fu , MPa 430 542 933 A2 24/3

Es , MPa 190,000 201,000 218,000 A3 35/1

Fig. 8. Cross-section details of Bresler-Scordelis beam tests [18]

Table 1. Cross-section details of Bresler-Scordelis beam tests

Table 2. Material details of Bresler-Scordelis beam tests
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مقایسه نتایج مطالعات عددی و آزمایشگاهی- 3
     نتایج حاصل از تحلیل عددی، در قالب نمودار بار-تغییر مکان وسط 
دهانه ارائه می شوند. نمودار بار-تغییر مکان برای هرکدام از تیرها با استفاده 

از سه نوع توزیع نیروی خطی، دوخطی و غیرخطی بیان شده اند.

تیرهای بتن مسلح بدون خاموت- 1- 3
برای هریك از تیرهای سری OA، نتایج به شرح زیر در شکل های 20 

تا 9 نشان داده شده است: 

3 -1 -1 -OA1 تیر
در شکل 9 نمودار بار-تغییر مکان به دست آمده از هر سه روش توزیع 
خطی، دوخطی و غیرخطی نیروهای چسبنده با نمودار آزمایشگاهی مقایسه 

شده اند.

 شکل 9: مقایسه نمودارهای بار-تغییر مکان محاسباتی تیر OA1 با 
نمودار آزمایشگاهی

3 -1 -2 -OA2 تیر 
     در شکل 10 نمودار بار-تغییر مکان به دست آمده از هر سه روش 
آزمایشگاهی  نمودار  با  نیروهای چسبنده  و غیرخطی  توزیع خطی، دوخطی 

مقایسه شده اند.

 شکل 10: مقایسه نمودارهای بار-تغییر مکان محاسباتی تیر OA2 با 
نمودار آزمایشگاهی

3 -1 -3 -OA3 تیر
   در شکل 11 نمودار بار-تغییر مکان به دست آمده از هر سه روش توزیع 
خطی، دوخطی و غیرخطی نیروهای چسبنده با نمودار آزمایشگاهی مقایسه 

شده اند.

 شکل 11: مقایسه نمودارهای بار-تغییر مکان محاسباتی تیر OA3 با 
نمودار آزمایشگاهی

تیرهای بتن مسلح خاموت دار- 2- 3
برای هریك از تیرهای سریA نتایج به شرح زیر ارائه می گردد:

3 -2 -1 -A1 تیر
     در شکل 12 نمودار بار-تغییر مکان به دست آمده از هر سه روش 
آزمایشگاهی  نمودار  با  نیروهای چسبنده  و غیرخطی  توزیع خطی، دوخطی 

مقایسه شده اند.

 شکل 12: مقایسه نمودارهای بار-تغییر مکان محاسباتی تیر A1 با نمودار 
آزمایشگاهی

Fig. 9. Comparison of computational and experimental 
load-deformation curves for beam OA1

Fig. 10. Comparison of computational and experimental 
load-deformation curves for beam OA2

Fig. 11. Comparison of computational and experimental 
load-deformation curves for beam OA3

Fig. 12. Comparison of computational and experimental 
load-deformation curves for beam A1
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3 -2 -2 -A2 تیر
 در شکل 13 نمودار بار-تغییر مکان به دست آمده از هر سه روش توزیع 
خطی، دوخطی و غیرخطی نیروهای چسبنده با نمودار آزمایشگاهی مقایسه 

شده اند.

 شکل 13: مقایسه نمودارهای بار-تغییر مکان محاسباتی تیر A2 با نمودار 
آزمایشگاهی

3 -2 -3 -A3 تیر
در شکل 14 نمودار بار-تغییر مکان به دست آمده از هر سه روش توزیع 
خطی، دوخطی و غیرخطی نیروهای چسبنده با نمودار آزمایشگاهی مقایسه 

شده اند.

 شکل 14: مقایسه نمودارهای بار-تغییر مکان محاسباتی تیر A3 با نمودار 
آزمایشگاهی

نتیجه گیری- 4
از مقایسه نتایج تحلیل عددی و نتایج آزمایشگاهی مشاهده می شود که 
روش پیشنهادی به کاررفته در این مطالعه، با دقت قابل قبولی می تواند نمودار 
بارـ تغییر مکان تیرهای بتن مسلح خاموت دار و بدون خاموت را پیش بینی 

کند.
هم چنین با توجه به مقایسه های صورت گرفته، نتیجه می شود که اختلاف 
بسیار اندکی بین نمودارهای بارـتغییر مکان به دست آمده از تحلیل عددی با 
استفاده از توزیع نیروهای چسبنده به صورت خطی، دوخطی و غیرخطی وجود 
دارد. به عبارتی، در استفاده از توزیع های خطی، دوخطی و غیرخطی، تفاوت 

چندانی در نتایج حاصل نمی شود.
با دقت در نمودارها مشخص می شود که در تیرهای فاقدخاموت، توزیع 
تنش چسبندگی خطی و در تیرهای دارای خاموت، توزیع تنش چسبندگی 

غیرخطی منجر به پیش بینی بهتر نمودار بار ـ تغییرمکان می شود.
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