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کنترل لايه مرزي در مسائل مختلف و در کنترل و جلوگيري از جدايش جريان اطراف پايه ها حائز اهميت است. از روش-هاي مختلف کنترل 
لاية مرزي در اطراف سازه ها مي توان به حرکت جدار جامد، اعمال شتاب به لاية مرزي از طريق دمش يا مکش، جلوگيري از جدايش جريان با 
اتخاذ شکل هاي مناسب و مکش لاية مرزي اشاره نمود. تاريخچه مطالعاتي نشان مي دهد که حل تحليلي مکش در لاية مرزي روي اجسامي 
با مقطع بيضي، تاکنون ارائه نشده است. در اين تحقيق، ضمن بررسي معادلات حاکم بر جريان دوبعدي تراکم ناپذير در لايه مرزي اطراف 
سيلندرهاي بيضي و دايره اي شکل، به بررسي کنترل لاية مرزي با اعمال مکش از درون پايه پرداخته مي شود. در اين تحقيق روش حل تحليلي 
مسئلة مکش لاية مرزي با اعمال شرايط مناسب روي مقطع بيضي مورد بررسي قرار گرفته است. سپس حل حاصل به مقاطع دايره و صفحة 
تخت تعميم داده شده و پاسخ  مربوط به صفحة تخت با نتايج محققين پيشين مقايسه شده است. همچنين بر اساس معيارهاي تخمين و تطابق، 
مقايسه کمي بين نتايج حاصل از تحقيق حاضر و نتايج تحقيقات پيشين در چند حالت خاص مکش انجام شده  است. مقايسة نتايج نشان مي دهد 
که حل تحليلي ارائه شده از دقت بسيار خوبي برخوردار است. در اين تحقيق همچنين توزيع سرعت ها در جهات متعامد و توزيع تنش برشي روي 

سطح تعيين شده و روابطي برای محاسبه ضريب و نيروي درگ ارائه شده است. همچنين معادلاتي براي تابع جريان نيز استخراج شده است. 
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مقدمه-11
از  يکي  ساکن  استوانه ي  يک  روي  از  عبوري  سيال  رفتار  مطالعه ي 
جالب ترين زمينه هاي تحقيقاتي در علم مکانيک سيالات لزج و پديده ي 
لايه ي مرزي است و نتايج آن در بسياري از موارد نظير ساخت و توليد 
ابزار هاي اندازه گيري مشخصات جريان، طراحي پايه هاي پل ها، پايه هاي 
نگه دارنده در سازه هاي دريايي و تحليل رفتار ساختمان هاي بلند که در 
دخيل شدن  با  دارد.  کاربرد  در حال حرکت هستند،  سيال  جريان  مسير 
جسم  روي  در  مرزي  لايه ي  شکل گيري  و  مسئله  در  سيال  لزجت  اثر 
بسيار  ايده آل  سيال  در  متقارن  توزيع  با  واقعي،  فشار  توزيع  استوانه اي، 
متفاوت بوده و تابعي از عدد رينولدز جريان است. مقدار فشار روي کليه ي 
و  است  کوچک تر  اطراف  آزاد  جريان  در  فشار  اندازه ي  از  جسم  نقاط 
پديده ي  بر جسم خواهد شد.  نيروي دراگ  آمدن  وارد  اين مسئله سبب 
جالب توجه ديگر وقوع جدايش جريان عبوري از روي جسم استوانه است. 
پديده ي جدايي جريان، رابطه ي نزديکي با توزيع فشار در لايه ي مرزي 
و توزيع فشار در جريان آزاد خارجي دارد. فشار جريان آزاد باعث مي شود 
از جدايش  و پس  کرده  مسير سيال حرکت  مخالف  در جهت  ذرات  که 
از سطح استوانه، باعث تشکيل گردابه در پشت جسم  شود که در مدت 
کوتاهي به داخل سيال در پشت جسم حرکت مي کند. در ناحيه ي گردابي 
پشت استوانه مقدار قابل ملاحظه اي مکش وجود دارد که باعث وارد آمدن 
نيروي کششي بزرگي به جسم مي شود. با افزايش شدت آشفتگي جريان 
و بزرگ شدن عدد رينولدز، مي توان در فواصل دورتر از جسم، گردابه هايي 
را مشاهده کرد که به طور متناوب درجهت عقربه هاي ساعت و در خلاف 
جهت آن حرکت مي کنند که به گردابه هاي وون- کارمن معروف هستند. 
گردابه هاي وون-کارمن و جدايش جريان از روي پايه هاي پل ها از عوامل 
مي شوند.  محسوب  پل ها  پايه  اطراف  آب شستگي  ميزان  افزايش  اصلي 
تحقيقاتي  زمينه هاي  از  يکي  به  پديده  اين  وقوع  از  پيش گيري  بنابراين 
مطالعات  در  است.  شده  تبديل  رودخانه  مهندسي  علوم  در  پراهميت 
کاربردي رفتار سيالات، بزرگترين دستاورد در سال 1904 توسط پراندتل 
ناحيه ي کوچکي در اطراف  به  تنها  اثر لزجت سيال  ارائه شد که در آن 
جسم با عنوان لايه ي مرزي محدود مي شود ]1[. برادسکي در سال 1923 
يک روش حل را تحليلي براي بررسي رفتار سيال عبوري از روي استوانه ي 
فورنبرگ   .]2[ داد  ارائه  بزرگ  بسيار  رينولدز  عدد  با  جريان  براي  ساکن 
در سال 1980 با استفاده از نگاشت ها و تبديل معادلات انتقال ورتکس 
راه حلي  ارائه ي  به  موفق  نگاشت ها،  توسط  جديد  مختصات  دستگاه  به 
براي تحليل جريان ماندگار عبوري از روي يک استوانه ي ساکن تا مرز 
عدد رينولدز 300 شد ]3[. برِ و همکاران در سال 1994 به بررسي تأثير 
تراکم ناپذير  سيال  ناماندگار  جريان  رفتار  بر  جانبي  ديواره هاي  فاصله ي 
در هنگام عبور از اطراف پايه ي استوانه اي شکل پرداختند ]4[. در سال 
آزمايش هايي، روشي جديد  لي و هم کاران ضمن طراحي سلسه   ،2004
براي کاهش نيروي دراگ و ضريب فشار استوانه ي ساکن در جريان ارائه 
بالا دست يک  باريک در  استوانه اي  تيرک هاي  با نصب  کردند]5[. آن ها 

پايه ي استوانه اي ساکن و ايجاد شکاف در رژيم يکنواخت جريان با عدد 
رينولدز 20000 موفق به کاهش نيروي دراگ تا %30 مقدار موجود آن 
شدند. يکي از روش هاي کاربردي کنترل لاية مرزي، مکش در لاية مرزي 
است که امروزه مورد توجه محققان قرار گرفته است. با ايجاد ديواره هاي 
مشبک و مکش جريان به سمت ديواره مي توان ضخامت لايه ي مرزي 
را کاهش داده و از جدايي جريان از سطح جامد پيش گيري کرد. تنظيم 
شدت مکش و محل اعمال آن بر سطح جداره ي جامد از مسائل اساسي 
طراحي سيستم مناسب بوده و تاکنون مطالعات آزمايشگاهي و مدل هاي 
مختلف عددي و بهينه سازي براي آن ارائه شده است. جين در سال 1960، 
به بررسي مسئله کنترل لايه مرزي با استفاده از مکش پيوسته پرداخت 
 ،]7[ در سال 1921  پل هاوسن  توسط  ارائه شده  روابط  بررسي  با  او   .]6[
روابطي جديد براي مکش در لايه مرزي ارائه نمود. ناهوئي و هم کاران 
در سال 2008 به مدل سازي تحليلي جريان اطراف بال هواپيما در حضور 
مکش به منظور کنترل لايه مرزي پرداختند ]8[. آنها در اين بررسي براي 
بهينه سازي روش مکش در لايه مرزي تخلخل در سطح جسم جامد و 
با  بررسي  اين  نتايج  دادند.  قرار  بررسي  مورد  را  مکش  زاويه  و  سرعت 

اطلاعات واقعي سازگاري بسيار خوبي داشت.
در  جريان  رفتار  بررسي  مي آيد  بر  موضوع  تاريخچه ي  از  که  همان گونه 
اطراف پايه هاي استوانه اي با مقاطع مختلف زمينه ساز شکل گيري بسياري 
حل  همچنين  است.  بوده  رياضي  مدل هاي  و  آزمايشگاهي  مطالعات  از 
تحليلي مکش لاية مرزي روي اجسامي با مقطع بيضي ، تاکنون ارائه نشده 
است. هدف از اين تحقيق حل تحليلي معادلات حاکم بر جريان عبوري 
از اطراف پايه ي استوانه اي با مقاطع دايره اي و بيضوي تحت اثر مکش 
مرزي  کنترل لايه ي  از روش هاي  يکي  عنوان  به   پايه   داخل  به  جريان 
با  سيلندر  اطراف  مرزي  لاية  مکش  تحليلي  حل  ضمن  بنابراين  است. 
مقطع دايره و بيضي با استفاده از معادلات حرکت، نتايج و تقريب ها براي 

صفحة تخت ساده سازي و با نتايج موجود مقايسه مي گردد.

معادلات1لايه1مرزي1در1مختصات1استوانه1اي1و1مختصات1طبيعي-21
معادلات1جريان1در1مختصات1استوانه1اي-21-11

اگر در مختصات استوانه اي به جاي rdθ از η و به جاي dr از ds استفاده 
شود، معادلات پيوستگي وناوير استوکس به صورت زير حاصل مي  شوند:
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در معادلات فوق:
s مقدار فاصله در طول منحني، η مقدار فاصله از سطح منحني، r مقدار 
شعاع منحني، u پارامتر سرعت در راستاي s، v: پارامتر سرعت در راستاي 
لاية  در  فشار   P و  مرزي  لاية  از  خارج  پتانسيل  جريان  U0 سرعت  ηا، 

به  را  فشار  رابطه  مي توان  برنولي  معادلة  از  استفاده  با  همچنين  مرزي. 
صورت زير نوشت:         

 P/ρU0
با در نظر گرفتن مقادير بي بعد s/Dا، η/Dا، r/Dا، u/U0ا، v/U0 و 2

و بازنويسي معادلات فوق با مقادير بي بعد sا، ηا، rا، uا، v و عدد رينولدز 
معادلات ذيل به دست مي آيند:           

ساده سازي  مرتبه،  تحليل  روش  از  استفاده  با  مي توان  را  معادلات  اين 
نمود ]9[:

معادلات1جريان1در1مختصات1طبيعي-21-21
زير  صورت  به  شده  ساده سازي  معادلات   ،)η,θ( طبيعي  مختصات  در 

خواهند بود]9[:

که در آن ها h1 و h2 ضرايب تبديل هستند و براي بيضي به صورت زير 
به دست مي آيند:

که در آن a و b به ترتيب شعاع بزرگ و کوچک بيضي هستند. خان در 
سال 2004 معادلة مربوط به )s(اU را براي بيضي به صورت زير به دست 

آورد]9[:

با قرار دادن a=b، معادلة )s(اU براي دايره به صورت زير حاصل مي شود:

رابطه براي دايره به صورت زير به دست مي آيد:
براي دايره:

همچنين براي بيضي مي توان نوشت:

در نتيجه:

) براي بيضي به صورت زير به دست مي آيد: )dU s
ds

و در نهايت ترم 

روش1انجام1کار1و1حل1تحليلي1مسئله1مکش1در1لايه1مرزي-31
 b و شعاع کوچک a در شکل 1 استوانه اي با مقطع بيضي و شعاع بزرگ
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نشان داده شده است که بر روي ديواره آن روزنه هايي ايجاد شده و مکش 
ثابت v0 دور تا دور آن از داخل اعمال مي گردد. اين استوانه درون جريان 
شعاع هاي  چنانچه  است.  گرفته  قرار   U0 ثابت  پتانسيل  با سرعت  سيال 
قطر  چنانچه  و  داده  تشکيل  را  دايره  يک  باشند  مساوي  هم  با  بيضي 
تشکيل  جريان  مسير  در  تخت  يک صفحة  شود  برابر صفر  آن  کوچک 
پيشين  محققين  توسط  شده  ارائه  روش هاي  بخش،  اين  در  مي شود. 
به منظور حل مسئله مکش ارائه مي شود تا بتوان اين روش ها را با روش 

تحليلي تحقيق حاضر مقايسه نمود.

حل1تحليلي1مسئلة1مکش1لايه1مرزي1با1استفاده1از1پروفيل31-11-1
سرعت1پل1هاوسن

پل هاوسن )1921(، پروفيل سرعت در لايه مرزي را فقط در حالت بدون 
مکش به صورت زير ارائه نمود]10[:

اعمال  با  که  a4 ضرايبي هستند  و   a3 a2ا،  a1ا،  و   
δ
ηη =H آن  در  که 

شرايط مرزي به دست مي آيند. 
در صورتي که از معادله پل هاوسن براي توزيع سرعت استفاده و مکش بر 

مسئله اعمال گردد، شرايط مرزي به صورت زير حاصل مي شود:

با استفاده از چهار شرط مرزي فوق، چهار معادله و چهار مجهول حاصل 
مي شود که با استفاده از آنها ضرايب a1ا، a2ا، a3 و a4 به دست خواهند آمد:

معادلات زير از شرايط مرزي به دست مي آيند:

حاصل  زير  صورت  به  مجهول  ضرايب  فوق،  معادلات  دستگاه  حل  با 
مي شوند:

با  و  گرفته  فاکتور  مخرج  و  درصورت   ν از  بالا،  در  حاصل  معادلات  در 

 به عنوان 
2 ( )dU s

ds
δλ
ν

=  به عنوان ترم مکش و 
ν
δ 0v

M = تعريف 
ترم فشار مي توان نوشت:

در اين صورت توزيع سرعت به صورت زير حاصل خواهد شد:

که در آن: 

پارامترهاي ضخامت جابجايي  با بدست آوردن پروفيل سرعت، مي توان 
و ضخامت مومنتوم، همچنين تنش برشي و ضريب دراگ را به صورت 

زير به دست آورد:

استوانه بيضي شکل با مکش ثابت از داخل در جريان : 1شکل 
آب با سرعت ثابت
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ضريب دراگ اصطکاکي نيز به صورت زير به دست مي آيد:

حل1تحليلي1مسئله1مکش1لايه1مرزي1با1استفاده1از1پروفيل31-21-1
سرعت1جين

جين در سال 1959 پروفيل سرعت را براي جريان در لايه مرزي اطراف 
سيلندر بدون اثر مکش به صورت زير ارائه نمود]6[:

i=1,...,6 ، δ و ai ضرايبي هستند که با اعمال شرايط 
ηη =H که در آن 

مرزي به دست مي آيند. با در نظرگرفتن شرايط مرزي زير:

و اعمال پروفيل سرعت جين به مسئله مکش در لايه مرزي، يک دستگاه 
شش معادله و شش مجهول حاصل مي شود که با استفاده از آنها ضرايب  

a1ا، a2ا، a3ا، a5 ،a4 و a6 صورت زير به دست مي آيند:

 به عنوان 
2 ( )dU s

ds
δλ
ν

=  به عنوان ترم مکش و 
ν
δ 0v

M = که در آن 
ترم فشار مي باشد. با تعيين پروفيل سرعت، مي توان تنش برشي و ضريب 

دراگ اصطکاکي را به صورت زير به دست آورد:

حل1تحليلي1مسئلة1مکش1لايه1مرزي1با1تحليل1معادلات1لايه31-31-1
مرزي1در1تحقيق1حاضر

در تحقيقات پيشين مهم ترين گام در حل مسئله مکش، در دست داشتن 
فرضي درست از پروفيل سرعت براي لايه مرزي است. پل هاوسن پروفيل 
يک  را  آن  خود  مطالعات  در  جين  و  چهار  مرتبه  معادله  يک  را  سرعت 
معادله مرتبه شش در نظر گرفت. با استفاده از اين فرض و با استفاده از 
معادلات لايه مرزي، پارامترهاي مجهول اين روابط به دست مي آيند. اين 
پارامترها در بخش هاي قبل معرفي شدند. اين فرضيات بر اساس تجارب 
و آزمايش هاي اين محققين و محققين پيشين حاصل شده و در نتيجه با 
واقعيت هاي مورد بررسي تقريباً انطباق دارند. بنابراين اين روابط مي توانند 
به عنوان معياري در تحقيقات بعدي به کارگرفته شوند. چنان که جين در 
سال 1959 رابطه خود را با رابطه پل هاوسن در سال 1921 مقايسه  نموده 
است ]6[. در حل تحليلي مسئله مکش لايه مرزي در اطراف پايه بيضوي 
حل  از  استفاده  با  بلکه  فرض  با  نه  سرعت  پروفيل  حاضر،  تحقيق  در 
معادلات ديفرانسيل لايه مرزي به دست مي آيد.  بر اساس معادلات )9( تا 

)12( و با ترکيب آن ها معادله ديفرانسيل زير حاصل مي شود:

داراي يک جواب  است که  ناهمگن  مرتبه دوي  معادلة  معادله يک  اين 
عمومي uh و يک جواب خصوصي up مي باشد. با استفاده از روش تغيير 
جواب  آنگاه  باشند،  نظير  همگن  معادلة  جواب هاي   u2 و   u1 اگر  متغير 
اختصاصي به صورت up=k1u1+k2u2 است که k1 و k2 از معادلات زير 

به دست مي آيند:

جواب معادلة همگن نظير با تعيين رابطة مشخصه و تعيين ريشه هاي آن 
ην است( به صورت زير به دست مي آيد:
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با توجه به توضيحات داده شده در بالا، k1 و k2 عبارتند از:

معادلة  عمومي  جواب  بنابراين  است.  ثابت  ضريب  يک   C آن  در  که 
ديفرانسيل )34( به صورت زير خواهد بود:

با اعمال شرايط مرزي )η=0 ا; u=0 و η=δ ;ا )s(اU=اu( و حل دومعادله، 
دو مجهول حاصل، C1 و C2 به صورت زير به دست مي آيند: 

در معادلات فوق U براي دايره و بيضي از معادلة )18( تعيين مي شود. در 
نهايت پروفيل سرعت به صورت زير حاصل مي شود:

علاوه بر معادلة مومنتوم در کل ميدان جريان، معادلة حرکت در ديوار نيز 
بايد ارضا شود، بنابراين:

با استفاده از معادلة )40( مي توان نوشت:

به دست   -h1/ν برابر   C مقدار   )41( معادلة  در  عبارات فوق  دادن  قرار  با 
مي آيد. در نهايت معادله سرعت به صورت زير حاصل مي شود:

براي محاسبة تنش برشي روي سطح مي توان نوشت:

همچنين ضريب دراگ و نيروي دراگ از روابط زير به دست مي آيد:

مقادير )s(اU و 'U براي بيضي با رابطة )18( به دست آمد. با قراردادن 
اين مقادير در رابطة )44(، پروفيل سرعت براي بيضي حاصل مي شود. به 
همين ترتيب با استفاده از روابط )45( و )47(، تنش برشي و نيروي دراگ 

براي مقطع دايره عبارت است از:

در اين رابطه، r شعاع انحناي بيضي در نقاط مختلف آن است که از رابطة 
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زير حاصل مي شود: 

که در آن x=acosθ و y=bsinθ است و a,b شعاع هاي بيضي هستند. 
براي محاسبة ضخامت جابه جايي مي توان نوشت:

با قراردادن روابط مربوط به )s('اU )رابطة 18( در رابطة )51(، ضخامت 
جابجايي براي دايره و بيضي به دست مي آيد. براي محاسبة تابع جريان در 

يک بيضي با شعاع هاي بزرگ و کوچک a و b مي توان نوشت:

که در آن تابع EllipticE به صورت زير تعريف مي شود و در نرم افزارهاي 
رياضي از جمله Maple قابل محاسبه است:

تابع )η(اf  نيز با توجه به رابطة مربوط به u و ψ بدست مي آيد. بنابراين با 
توجه به پروفيل سرعت حاصل براي بيضي و با در نظر گرفتن روابط )18( 

و )44( و روابط فوق، تابع جريان به صورت زير حاصل مي شود:

 و
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 است.

نتايج-41
اولين گام در جهت راستي آزمايي نتايج حاصل از اين تحقيق و به خصوص 
پروفيل سرعت به دست آمده از حل تحليلي ارائه شده در مسئله مکش لايه 
مرزي در اطراف بيضي، تعميم اين روابط به حالت هايي است که قبل از 
اين تحقيق حل تحليلي آن ارائه شده  است )دايره و صفحه ي تخت(. در 

ادامه به بررسي اين موضوع پرداخته مي شود.
تعميم1روابط1حاصل1براي1صفحه1تخت1و1مقطع1دايره-41-11
محاسبة1پروفيل1سرعت1و1تنش1برشي1و1نيروي1دراگ41-11-11-1

در1لاية1مرزي1روي1صفحة1تخت
در صفحة تخت مقدار s(s('U برابر صفر خواهد بود و U0=)U)s؛ بنابراين 
با توجه به پروفيل سرعت حاصل در اين تحقيق يعني معادله )44(، رابطة 

زير براي صفحة تخت حاصل مي شود:

با حد گرفتن از رابطة فوق هنگامي که ضخامت لايه مرزي به بينهايت 
به  مرزي  لايه  در  سرعت  رابطة   )v0<0( گرفتن  نظر  در  و  مي کند  ميل 

صورت زير بدست مي آيد:
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در واقع رابطه ي حاصل همان رابطه اي است که در نتيجه ي حل تحليلي 
مسئله مکش اطراف صفحه تخت که به طور افقي در مسير جريان قرار 
دارد، توسط مرجع ]1[ ارائه شده  است. با استفاده از روابط )45( تا )47( 

تنش برشي و نيروي دراگ براي صفحة تخت عبارت است از:
)59(  اين روابط نيز همان روابطي هستند که محققين پيشين براي صفحة 

تخت به دست آورده اند و در مرجع ]1[ ارائه شده است.
محاسبة1پروفيل1سرعت1و1تنش1برشي1و1نيروي1دراگ41-11-21-1

در1لاية1مرزي1روي1دايره
2U0cosθ/R و همچنين  برابر   )18( رابطة  به  توجه  با  مقدار   دايره  در   
باتوجه به اينکه s(=2U0 sinθ(U، با قرار دادن اين مقادير در رابطة )44( 
پروفيل سرعت براي دايره به دست مي آيد. به همين ترتيب با استفاده از 
روابط )45( تا )47(، تنش برشي و نيروي دراگ براي مقطع دايره عبارت 

است از:
اين روابط نيز مشابه روابط ارائه شده در مرجع ]1[ مي باشند. 

انطباق نتايج حاصل از تعميم حل تحليلي ارائه شده براي مقطع بيضي در 
اين تحقيق به دايره و صفحه تخت در اولين گام بيانگر آن است که روابط 

حاصل از حل تحليلي از دقت مناسبی برخوردار هستند.

تحقيقات41-21-1 و1 حاضر1 تحقيق1 در1 تحليلي1 حل1 نتايج1 مقايسه1
گذشته1

جهت راستي آزمايي حل تحليلي مسئله مکش لايه مرزي اطراف پايه با مقطع 

بيضي، نتايج حاصل از اين حل با معيار قراردادن تحقيقات ارائه  شده در گذشته 
مورد بررسي قرار گرفته است. در اين بخش جهت بررسي نتايج حاصل از حل 
تحليلي، خروجي هاي کدنويسي شده در محيط نرم افزار متلب ارائه مي شود. 
 U0 و µ v0=-0.01U0=001/0 سpa.s پارامترهاي اوليه سيال و جريان شامل
برابر 0/8 متر بر ثانيه در نظر گرفته شده است. در ضمن در تمامي نتايج ارائه 
شده در ذيل جهت جريان از راست به چپ درنظر گرفته شده است. شکل هاي 
)2( تا )5(، پروفيل هاي سرعت حاصل از حل تحليلي ارائه شده در اين تحقيق 
و روش هاي پل هاوسن و جين که در بخش هاي 3-1 و 3-2 ارائه  شد، را 
براي شرايط اوليه متفاوت نشان مي دهند. شکل )2( نتايج پروفيل هاي سرعت 
اطراف استوانه در حالت بدون مکش را ارائه مي دهد و در شکل هاي )3( تا 
)5( به ترتيب نتايج حاصل از تحقيق حاضر در مقايسه با نتايج استفاده از تابع 
توزيع سرعت پل هاوسن و جين ارائه شده است. شکل هاي )6( تا )9(، نيز 
پروفيل هاي سرعت بدست آمده در تحقيق حاضر را براي مکش هاي متفاوت 
مقايسه مي کنند. شکل )6( نتايج تابع جريان اطراف استوانه با مقطع بيضي در 
حالت بدون مکش را نشان مي دهد و در شکل هاي )7( تا )9( نتايج حاصل 
ترتيب 0/01، 0/05 و 0/08  به  براي سرعت هاي مکش  از تحقيق حاضر 
نسبت به سرعت جريان پتانسيل و سرعت جريان ايده آل 0/8 متر بر ثانيه 

(58)

(59)
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 پروفيل سرعت بدون مکش حول بيضي a= 0/2 و: 2شکل 
b= 0/1 متر، سرعت پتانسيل 0/8 متربرثانيه با استفاده از رابطة 

بدست آمده در تحقيق حاضر

 پروفيل سرعت با مکش حول بيضي a= 0/2 و: 3شکل 
b= 0/1 متر، سرعت پتانسيل 0/8 متربرثانيه با استفاده از رابطة 

بدست آمده در تحقيق حاضر با مکش  0/01 سرعت پتانسيل
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ارائه شده است.
شکل هاي فوق در مقياس و محدودة يکسان برای مقايسة کيفي روابط 
ارائه شده در تحقيق حاضر و روابط حاصل از تحقيقات پيشين ارائه شده اند. 
همچنين تأثير مکش و کم شدن محدودة تأثير گردابه ها در اثر مکش نيز 
مقايسة  براي   )5 تا   2( شکل هاي  است.  مشاهده  قابل  شکل ها  اين  در 
کيفي رابطة خط جريان در تحقيق حاضر و تحقيقات قبلي براي مکش 
برابر يک درصد سرعت پتانسيل ارائه شده است. هنگامي که مکش وجود 

 پروفيل سرعت با مکش حول بيضي a= 0/2 و: 4شکل 
b= 0/1 متر، سرعت پتانسيل 8/0 متر بر ثانيه با استفاده از رابطة 

پل هاوسن با مکش 0/01 سرعت پتانسيل

 پروفيل سرعت با مکش حول بيضي a= 0/2 و: 5شکل 
b= 0/1 متر، سرعت پتانسيل 0/8 متر برثانيه با استفاده از رابطة 

جين با مکش  0/01 سرعت پتانسيل

 خطوط جريان حول بيضي  a= 0/2 و: ششکل 
b= 0/1 متر، سرعت پتانسيل 0/8 متر برثانيه بدون مکش با 

استفاده از روابط حاصل از تحقيق حاضر

ندارد محدودة تأثير گردابه ها بيشتر از هنگامي است که مکش وجود دارد. 
اين مهم در هر يک از شکل های )3 تا 5( در مقايسه با شکل )2( قابل 
مشاهده است. شکل هاي )6 تا 9( براي بررسي تأثير مکش بر روي سرعت 
و محدودة تأثيرگردابه ها ارائه شده اند. با توجه به اين شکل ها مي توان به 
اين نکته پي برد که هر چه مکش بيشتر مي شود، محدودة تأثير گردابه ها 
کمتر شده و سريعتر به سرعت پتانسيل مي رسد و اين همان مفهوم کنترل 
لاية مرزي است. جهت بررسي کمي نتايج، از دو معيار نکويي برازش يا 
ضريب تخمين r2 که توسط ليگيتس و مک کيب در سال 1999 و معيار 
استفاده  شد،  ارائه   1985 سال  در  همکاران  و  ويلمات  توسط  که  تطابق 

 خطوط جريان حول بيضي a= 0/2 و: 7شکل 
b= 0/1 متر، سرعت پتانسيل 0/8 متر بر ثانيه با مکش 0/01 
سرعت پتانسيل با استفاده از روابط حاصل از تحقيق حاضر

 خطوط جريان حول بيضي a= 0/2 و: 8شکل 
b= 0/1 متر، سرعت پتانسيل 0/8 متر بر ثانيه با مکش 0/05 
سرعت پتانسيل با استفاده از روابط حاصل از تحقيق حاضر

 خطوط جريان حول بيضي a= 0/2 و: 9شکل 
b= 0/1 متر، سرعت پتانسيل 0/8 متر بر ثانيه با مکش 0/08 
سرعت پتانسيل با استفاده از روابط حاصل از تحقيق حاضر
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شده است ]11 و 12[. اين روابط به صورت زير تعريف مي شوند:
که در آن O داده هاي مشاهده اي يا پايه جهت مقايسه و P داده هاي 
P نيز ميانگين داده هاي  O و  پيش بيني شده يا تخمين زده شده هستند. 

مذکور مي باشند. همچنين معيار تطابق d به صورت زير تعريف مي شود:
حدود تغييرات ضريب تخمين از -1 تا 1 است و هر چه مقادير اين ضريب 
به 1 نزديکتر باشد، بدان معناست که داده هاي مورد مقايسه همسويي و 
تناسب بهتري نسبت به هم دارند. همچنين حدود تغييرات ضريب تطابق 
از صفر تا يک تغيير مي کند که هرچه اين ضريب به يک نزديکتر باشد 
حاکي از تطابق بهتر داده هاي مورد مقايسه است. جدول )1( نتايج حاصل 
از بررسی اين معيارها را جهت مقايسه کمي نتايج حاصل از روابط به دست 
آمده در تحقيق حاضر و تحقيقات پل هاوسن و جين نشان مي دهد. نتايج 
ارائه شده در جدول )1( نشان مي دهد که رابطه سرعت حاصل از روش 
تحليلي در تحقيق حاضر تطابق خوبي با روش هاي ارائه شده توسط جين 

(12)
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و پل هاوسن دارد. همچنين نتايج حاصل از پروفيل سرعت به دست  آمده 
در تحقيق حاضر با نتايج روش پل هاوسن نسبت به روش جين تطابق و 

همبستگي بيشتري دارد.
به طور کلي با توجه به نتايج حاصل از تعميم روابط مربوط به حل تحليلي 
مسئله مکش در اطراف بيضي به صفحه تخت و دايره، همچنين با دقت 

در نتايج اين بخش و شکل هاي فوق نتايج زير حاصل مي شوند:
• پروفيل 	 به  نسبت  خوبي  تطابق  تحقيق  اين  در  ارائه شده  رابطة   

سرعت پل هاوسن و جين داشته و اين تطابق و همبستگي به رابطه 
که  مي دهد  نشان  اين  است.  نزديک تر  پل هاوسن  روش  از  حاصل 
از مسئلة مکش مي تواند در  اين رابطه به عنوان يک حل تحليلي 
مسائل به کار برده  شود. لازم به ذکر است که پروفيل سرعت در 
تحقيقات قبلي با فرض يک معادله مرتبه چهار يا مرتبه شش حاصل 
مي شود ولي در تحقيق حاضر پروفيل سرعت مستقيماً با حل معادله 
ناويراستوکس  معادلات  و  پيوستگي  معادله  از  حاصل  ديفرانسيل 

به دست آمده است.
• هرچند نتايج حاصل از تحقيق حاضر و تحقيقات گذشته که در يک 	

مورد خاص در شکل هاي )3( تا )5( به نمايش درآمده، بسيار به هم 

مقايسه کمي پروفيل سرعت حاصل از روش تحليلي در تحقيق حاضر با تحقيقات جين و پل هاوسن براي پايه بيضي : 1جدول 
شکل به عرض 0/1 و طول 0/2 متر و در جريان با سرعت پتانسيل 0/8 متربرثانيه

نوع سيال و لزجت 
ديناميکي

سرعت مکش نسبت به 
سرعت جريان

رابطه سرعت
ماتريس معيار تطابقماتريس معيار تخمين

توضيحات
پل هاوسنجينتحقيق حاضرپل هاوسنجينتحقيق حاضر

آب
1×10-6

0/01
شکل )3(10/8510/89410/8980/968تحقيق حاضر

شکل )5(0/85110/9950/89810/963جين
شکل )4(0/8940/99510/9680/9631پل هاوسن

آب
1×10-6

0/05
-10/8410/86910/8930/960تحقيق حاضر

-0/84110/9910/89310/964جين
-0/8690/99110/9600/9641پل هاوسن

آب
1×10-6

0/08
-10/8260/83110/8850/946تحقيق حاضر

-0/82610/9860/88510/965جين
-0/8310/98610/9460/9651پل هاوسن

هوا
1/51×10-5

0/01
-10/8520/89410/9000/969تحقيق حاضر

-0/85210/9950/90010/962جين
-0/8940/99510/9690/9621پل هاوسن

هوا
1/51×10-5

0/05
-10/8410/86810/8930/960تحقيق حاضر

-0/84110/9910/89310/963جين
-0/8680/99110/9600/9631پل هاوسن

هوا
1/51×10-5

0/08
-10/8260/83010/8850/946تحقيق حاضر

-0/82610/9850/88510/965جين
-0/8300/98510/9460/9651پل هاوسن
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اين  از  حاصل  سرعت  پروفيل  اينکه  علت  به  ليکن  است،  نزديک 
تحقيق بدون اعمال فرضي به دست آمده  است، مي تواند به عنوان 
يک رابطة دقيق براي سرعت مورد استفاده قرار گيرد در حالي که 
استفاده از پروفيل سرعت ارائه شده توسط محققين پيشين در واقع 

يک حل تقريبي از مسئله مکش را ارائه مي دهد.
• مي توان 	 حاضر،  تحقيق  در  آمده  بدست  کلي  رابطة  از  استفاده  با 

سرعت را در مسئله مکش براي ساير شکل ها مثل صفحة تخت و 
دايره نيز به عنوان حالات خاصي از اين حل به دست آورد. بررسي 
با  مقايسه  و  دايره  براي حالات حدي صفحه تخت و مقطع  نتايج 
روابط موجود براي اين دو حالت مي تواند بيانگر دقت حل ارائه شده 

در اين تحقيق باشد.
• يکي ديگر از نکات حائز اهميت اين تحقيق وجود مکش و فوايد آن 	

در پايه قرارگرفته در مسير جريان است. شکل )10( پروفيل سرعت 
بدست آمده در اين تحقيق را در نقطة θ =90 روي بيضي به ازاي 
هرچه  فوق،  شکل  به  توجه  با  مي دهد.  نشان  آن  سطح  از  فاصله  
پروفيل سرعت  بيشتر مي شود،  بيضي  مکش لاية مرزي در سطح 
که  است  مفهوم  اين  به  اين  و  مي رسد  پتانسيل  سرعت  به  زودتر 
ضخامت لاية مرزي کمتر شده است. بنابراين با مقايسه پروفيل هاي 
سرعت و توابع جريان در شکل هاي )3( تا )10( مي توان دريافت که 
در اثر مکش، ضخامت لايه مرزي کاهش يافته و در واقع مکش در 
لايه مرزي باعث مي شود تا خطوط جريان به بدنه جسم نزديک شده 
و جدايش يا به طور کامل حذف شود و يا در محل دورتري نسبت به 
حالت بدون مکش اتفاق بيفتد. همچنين همانطور که درشکل هاي 
گردابه ها  تأثير  محدودة  اثر مکش  در  مي شود،  مشاهده   )9( تا   )6(

کمتر مي شود.
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در اين تحقيق روابط مربوط به جريان و مکش لايه مرزي روي مقطع 
بيضي به صورت تحليلي ارائه شد. در همه موارد فرض بر آن شد که جسم 
در يک جريان پتانسيل به اندازه کافي گسترده قرار دارد. در اينجا ذکر دو 
نکته حائز اهميت است: اول اينکه تاکنون حل کاملًا تحليلي اين مسئله 

ارائه  نشده است و دوم اينکه محققين قبلي با فرض اينکه پروفيل سرعت، 
باشد  جين(  )روش  شش  يا  پل هاوسن(  )روش  چهار  درجه  معادله  يک 
روابطي تقريبي را براي حل اين مسائل به دست آورده و با انجام مطالعات 

آزمايشگاهي، روابط خود را کاليبره نموده اند.
يک  اطراف  مرزي  لايه  مکش  مسئله  تحليلي  حل  حاضر  تحقيق  در 
سيلندر بيضوي مورد بررسي قرار گرفته و براي صحت سنجي نتايج مربوط 
و  تخت  صفحة  براي  حدي  حالات  در  روابط  ابتدا  سرعت،  پروفيل  به 
مقطع دايره اي محاسبه و با نتايج موجود از تحقيقات پيشين مقايسه شد. 
همچنين نتايج روابط حاصل از تحقيقات محققين قبلي با نتايج حاصل از 
حل تحليلي حاضر در قالب رسم پروفيل هاي سرعت به صورت کيفي و 
در قالب جدول جهت مقايسه نتايج حاصل در چند مورد خاص با استفده 
نتايج حاکي  از معيارهاي تخمين و تطابق به صورت کمي مقايسه شد. 
از کارآمدبودن روش ارائه شده در تحقيق حاضر است. همچنين براساس 
نتايج کمي مشخص شد که نتايج حاصل از حل تحليلي با نتايج حاصل از 

روش پل هاوسن تطابق بيشتري دارد.
حل تحليلي در تحقيق حاضر، مي تواند با دقت بالايي نسبت به روش هاي 
قبلي، پروفيل سرعت در اطراف مقطع بيضي را ارائه  دهد. چرا که پروفيل 
سرعت در تحقيقات قبلي با فرض يک معادله مرتبه چهار يا مرتبه شش 
با حل  مستقيماً  سرعت  پروفيل  تحقيق  اين  در  ولي  است،  حاصل  شده 
ناويراستوکس  معادلات  و  پيوستگي  معادله  از  حاصل  ديفرانسيل  معادله 

به دست آمده است.
 در پايان نشان داده شد که با اعمال مکش در لايه مرزي، ضخامت لايه 
مرزي کاهش يافته و خطوط جريان به بدنه جسم نزديک مي شوند. بدين 
ترتيب جدايش يا به طور کامل حذف شده و يا در محل دورتري نسبت 
به حالت بدون مکش اتفاق مي افتد. در صورت استفاده از اين روش براي 
کنترل لايه مرزي، با حذف يا کوچک نمودن محدوده جدايش و از بين 
پايه  اطراف  آب شستگي  ميزان  مي توان،  وون-کارمن  گردابه هاي  بردن 

پل ها را کاهش داد. 
واقعي  شرايط  در  مکش  کارآيي  ميزان  خصوص  در  قطعي  نتيجه گيري 
مستلزم بررسي هاي آزمايشگاهي و ميداني است که موضوع تحقيقات آتي 

محققين اين مقاله خواهد بود.
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