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 چکیده
ی، کینامید یاندرکنش سد و مخزن تحت اثر بارها لیتحل ازجمله کیدرولیو ه الاتیآب، س یمهندس یهادر حوزها هدهیو درک پد یسازهیشب منظوربه

 یهاتوسعه روشبه همین دلیل  .است ناپذیراجتنابدوبعدی یک و حل معادله موج  ،یآب یهاطیدر مح یانتقال آلودگ یبررس و یانتشار امواج سونام یسازمدل

در این تحقیق عملکرد روش بدون شبکه پایه شعاعی چندربعی در مقایسه با  .دارد ادامهها چالش غلبه بر منظوربهنان دله همچاین معاحل  یبرا یلیتحلعددی و 

است که  در یک محیط معین انتشار موج کنندهتوصیفاست. معادله موج  شدهروش حجم محدود سلول مرکزی برای حل معادله موج درجه دوم دوبعدی بررسی 

سازی هایی هستند که برای مدلروش ازجملهکند. روش حجم محدود و روش پایه شعاعی مشتق دوم زمانی و مکانی را با سرعت موج مشخص می رابطه بین

یک  شوند. برای مقایسه کارایی این دو روش ابتدا روش حجم محدود بر اساسهای پیچیده استفاده میمعادلات دیفرانسیل جزئی مانند معادله موج در هندسه

در نهایت  وپایه شعاعی نیز با استفاده از تابع چندربعی برای نقاط پراکنده توسعه داده شده  نهیبرهمشبکه مثلثی سلول مرکزی تدوین شده است. روش 

ها و شرایط اولیه و ی هندسههای دو روش با انجام چند آزمون عددی براسازی زمانی از طریق روش صریح اویلر انجام شده است. مقایسه عملکرد و قابلیتگسسته

است. برای مقایسه کمی بهتر دو روش، همچنین حل تحلیلی موج با  صورت گرفتهها مرزی مختلف، پراکندگی نقاط، متغیرشکل و زمان پردازش هریک از روش

هزینه دهنده است. نتایج این تحقیق نشانروش جداسازی متغیرها برای یک هندسه ساده مستطیلی با شرایط اولیه و مرزی مشخص بدست آمده  کارگیریبه

 .یکسان است تقریباًبه ازای دقت محاسباتی کمتر روش پایه شعاعی چندربعی در مقایسه با روش حجم محدود سلول مرکزی 

 کلمات کلیدی
 معادله موج دوبعدی، روش حجم محدود، روش پایه شعاعی چند ربعی، روش سلول مرکزی، روش بدون شبکه
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 مقدمه -1

 نیمستقل هستند. ا ریاز چند متغ نامعلومتابع  کی یشامل مشتقات جزئ یها معادلات PDEبه اختصار یا  یجزئ لیفرانسیلات دمعاد

علوم  گرید یهاهشاخاز  یاریو بس یشناسستیز ،یمال ،یمهندس ک،یزیف ی موجود درهادهیاز پد یاگسترده یسازمدل یمعادلات برا

 ،سهموی ،ویضیاز جمله معادلات ب یبه انواع مختلف مشخصات خودو  هایژگیبر اساس و یجزئ لیانسرفی. معادلات دشوندیاستفاده م

 .شوندیم یبندناهمگن دسته ایمعادلات همگن  و ضرایب ثابت در آنهابا یا بدون  ،یرخطیغو  یخطهذلولوی و همچنین 

های دینامیکی با رفتار پخشتند. معادلات سهموی، پدیدههس ی(های دائمی و تعادل )استاتیکمعادلات بیضوی تشریح کننده پدیده

گون مانند های دینامیکی فیزیکی با رفتار موجسازی پدیدهی نیز برای شبیهمعادلات هذلولوکنند. گون مانند حرارت را توصیف می

عمق کم هایلات اویلر، معادلات آبه معادتوان بموارد دسته اخیر می هایترینمناسب هستند. از جمله کاربردی جریان و اطلاعاتانتقال 

های متنوعی برای حل عددی و تحلیلی معادلات هذلولوی توسعه داده های گذشته روشو معادله کلاسیک موج اشاره کرد. در دهه

ها( و نحوه تخمین ضرایب های شوک )ناپیوستگیهای تسخیر موج. بیشتر این تحقیقات معطوف به توسعه روش[7-1]شده است 

معادلات موج  ،. به دلیل غیرخطی و پیچیده بودن[11-8] های آنتروپی بوده استناپایستار )جملات ناهمگن( با توجه به راه حل

سازی انتقال جریان از عمق، حل دقیق ندارند. بنابراین بعضاً برای شبیهدوبعدی مانند معادلات اویلر یا دستگاه معادلات دوبعدی آب کم

از جمله معادلات  یبعد دودرجه دوم معادله موج شود. تر این معادلات مانند معادله اسکالر موج درجه دوم استفاده مینوع ساده

به دلیل نبود است.  لساده خاص قابل ح هایالتدر ح اگرچه ،ندارد *بسته یلیحل تحلقوانین پایستگی است که مبتنی بر هذلولوی 

. از شودیمحدود استفاده م ءاجزا و حجم محدود ،مانند اختلاف محدود یعدد یهااز روشموج  حل معادله یبرااغلب یک حل بسته، 

ی مستطیلی منظم اههای پیچیده از طریق شبکهکند، تشکیل هندسههای مستطیلی استفاده میآنجا که روش اختلاف محدود از شبکه

های پیچیده انعطاف پذیری بیشتری دارند. از بین های حجم محدود و اجزاء محدود در برخورد با هندسهروش ،دشوار است. در مقابل

های تسخیر موج شوک در توسعه روش، شوددو روش اخیر، روش حجم محدود که از طریق فرم انتگرالی قوانین پایستگی تدوین می

لات هذلولوی کاربرد اساسی دارد. دو رویکرد اصلی مورد استفاده برای اعمال روش حجم محدود از طریق فرم انتگرالی، برای حل معاد

رویکردهای سلول مرکزی و گره مرکزی است. این دو رویکرد امروزه به طور گسترده در حل معادلات دوبعدی جریان به کار گرفته می

های ذخیره شده و محاسبات های اخیر نیز با توجه به حجم دادهسازمان، روشبعدی بیی سهاهشوند. با این حال برای تولید شبکه

های در برخورد با هندسه های جدیدیکردیرو ذکر شده، کیکلاس یهاعلاوه بر روشهای زیادی روبرو هستند. با پیچیدگی ،لازم

 در سال یهارد .است †یشعاع هیتوابع پامشهورترین آنها روش های بدون شبکه که اند از جمله استفاده از روشپیچیده معرفی شده

یا مالتی †معرفی کرد که به نام تابع چندربعی پیچیده هایبا هندسه یشناسنیزم تقریب سطوح در یرا برا یدیجد تابع، [12]

 [13]ا زتوسط کان ،است یعدد یسازمدل نهیدر زم دیجدرویکرد  ککه ی یشعاع هیتابع پا †نهیبرهم. روش شودکوادریک شناخته می

در  لیفرانسیمعادلات داو توانست با استفاده از اعمال . ه استشد شنهادیپو ابتدا با استفاده از تابع چندربعی معرفی شده توسط هاردی، 

این  ،نییپا یمحاسبات نهیاجرا و هز سادگی در لی. به دلی و شرایط مرزی در مرزها، توابع تخمین را تعیین کندجزئنقاط بر هم نهی 

نیازی از یک شبکه بی یشعاع هیتوابع پا نهیبرهمروش  یدیکل یهایژگیاز و یکیبوده است.  یاگسترده قاتیموضوع تحقدی روش عد

 **مجموعه از نقاط کیبر اساس  دهیچیهندسه پ با حل مسائل یبرا به سادگی تواندیمنقاط ساختاریافته ثابت است و در نتیجه 

وابسته  یهانسبت به روش یوتریکامپ یسیکدنو ندارد، وجود شبکهساختار  در این روش آنجا که از استفاده شود. راکندهپ (††های)گره

در خصوص نحوه چینش  وجود دارد. یبعدو سه یبرنامه دوبعد کی هزینه اجرای نیب یتفاوت کم تر بوده و در عین حالساده به شبکه

ست در مسائل مختلف چینش های خاصی دارای برتری هایی بر چینش نقاط پراکنده تحقیقات مفصلی انجام شده است که نشان داده ا

                                                           
* Closed form solution 
† Radial Basis Functions (RBF) 
‡ Multiquadric (MQ) 
§ Collocation Method 
** Point 
†† Node 
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 فیو تعردر هندسه های دو و سه بعدی تقزیبا به سادگی هندسه های یک بعدی  توانندیمتوابع پایه شعاعی  همچنینیکنواخت است. 

ان پذیر است که کانزا در معرفی این روش علاوه بر این، ترکیب توابع مختلف پایه شعاعی با توابع دیگر از جمله توابع خطی امکشوند. 

از همین نکته بهره برده است. باید اشاره نمود که با هدف احتراز از بدوضعی ماتریس ضرایب، می توان نقاط مورد استفاده در تعریف 

آن تحقیقاتی صورت تابع برای اعمال معادله حاکم در یک نقطه معین را به تعدادی نقاط اطراف آن نقطه محدود نمود که در مورد 

محدود و حجم  اجزاء هایمانند روش شبکه با یها، برخلاف روششبکهبدون  کردیدر روگرفته است و البته اغلب کارساز نیست. 

یمو در معادلات حاکم جایگذاری زده تخمین  یشعاع هیتوابع پاها با استفاده از پاسخ کنند ودامنه را نمایندگی میها گره ،محدود

را به دست  یریچشمگ تی، موفقیی دو و سه بعدیفضاابعاد پراکنده در  یهاداده بیتقر یبرای شعاع هیتوابع پاهمچنین . شوند

متنوعی توسعه داده  کاربردی به مسائل ی توابع پایه شعاعیهاروش در مطالعات جدید، ،ی ذکر شدهایمزا لیبه دل .[15, 14] اندآورده

ایجاد  برای جلوگیری ازو  هستندمواجه پذیری قابلیت حلبدون شبکه، اغلب با مشکل  یهاروش با این حال .[17, 16] اندشده

 Tarwater در اهمیت انتخاب متغیرشکل .باشندمیوابسته  انتخابی *نهیبرهم یهابه شدت به متغیرشکل و تعداد گره، نیتک سیماتر

ذکر شده است. برای رفع مشکل حل پذیری مسئله، رویکردهای متعددی شامل استفاده از روش بدون شبکه محلی توصیه شده  [18]

. با این حال همچنان [21, 20]ای در زمینه انتخاب متغیر شکل انجام گرفته است . همچنین تاکنون تحقیقات گسترده[19]است 

حجم هایی مانند ا روشهای بدون شبکه بروش جامعی برای انتخاب متغیرشکل وجود ندارد. به همین سبب مقایسه بیشتر روش

 محدود برای آزمون همگرایی و کارآیی آنها مفید و حتی ضروری است.

 معادلات حاکم -2

 :شودیم انیب ریبه شکل زدو بعدی معادله موج 

2 2 2
2 2 2

2 2 2

u u u
c u c

t x y

   
    

   
 (1) 

)انتقال موج(  سرعتنیز ثابت  c و زمان t،مختصات مکانی y و xمتغیر پایستار مجهول )از جنس سرعت یا جابجایی(،  u ،که در آن

 .هستند

 حل معادله موج دو بعدی -3

 †جداسازی متغیرهاروش  -3-1

دله موج را در یک دامنه مستطیلی عام ،طریق روش جداسازی متغیرهاتحلیل از برای  0, 0,x yL L     با شرایط مرزی دیریکله و

 گیریم:شرایط اولیه به صورت زیر در نظر می

   

   
   

   

0, , , , 0, 0

,0, , , 0, 0

, ,0 ,

, ,0 ,

x

y

t

u y t u L y t t

u x t u x L t t

u x y f x y

u x y g x y

  

  





 (2) 

 تابعلت در این حا. استراه حل به صورت حاصلضرب توابع متغیرهای جداگانه شود که میفرض در روش جداسازی متغیرها 

 , ,u x y t می شود:به صورت زیر بیان 

       , ,u x y t T t X x Y y  (3) 

 ه( رابط1هستند. با جایگذاری آن در معادله موج ) yو  t ،xتوابع مستقل و تابع به ترتیب متغیرهای  Y و T، X که در آن سه تابع

                                                           
* Collocation Nodes 
† Separation of Variables 
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 آید:زیر بدست می

                 2T t X x Y y c T t X x Y y T t X x Y y       (4) 

، معادله دیفرانسیل (4از رابطه )اند. دهنده مشتقات جزئی دوم نسبت به متغیرهای مربوطهنشانهای بالانویس اندیس، که در آن
 :آیددست میزیر معمولی 

 

 

 

 

 

 
2

2

T t X x Y y

X x Y yc T t


  
     (5) 

باشند. با  2توانند مساوی یک مقدار ثابت مثل از آنجایی که هر دو سمت این رابطه برابر یکدیگرند، این دو عبارت همچنین می
 توجه به این مقدار ثابت، عبارت T t  دهد:زیر را تشکیل می شکلیک معادله دیفرانسیل همگن به 

   2 2 0T t c T t    (6) 

 توان با چند جمله مشخصه حاصل از آن به شکل کلی زیر حل کرد:( را می6رابطه )

     1 2cos sinT t k c t k c t    (7) 

همچنین با حل دو عبارت  X x  و Y y شود:مانند حالت قبل روابط زیر حاصل می 

     

     

3 4

5 6

cos sin

cos sin

X x k vx k vx

Y y k y k y 

 

 
 (8) 

 آید:بدست می( به صورت زیر 3با جایگذاری این سه عبارت در راه حل کلی، معادله موج )مقادیر ثابت هستند.  و  vکه در آن 

             1 2 3 4 5 6, , cos sin cos sin cos sinu x y t k c t k c t k x k x k vy k vy                    (9) 

ای از است که باید محاسبه شود. با اعمال شرایط مرزی دیریکله و شروع از مرز، پاسخ به صورت مجموعه jkضریب ثابت  6که شامل 
های حاصل جمع حل , ,mnu x y t ا اعمال شرایط اولیه، مقادیر ثابت نیز تعیین و فرم کلی زیر برای آید. در عین حال ببه دست می

 آید:پاسخ معادله موج دوبعدی به دست می

           
1 1 1 1

, , , , cos sin sin sinmn mn mn mn mn m n

m n m n

u x y t u x y t A c t B c t x v y  
   

   

        (10) 

 :به ترتیب برابر هستند با nو  mn ،mدر آن،  که

22

, ,mn m n

x y x y

m n m n
v

L L L L

   
 

      
            

      

 (11) 

 برابر عبارات زیر هستند:نیز  mnBو  mnAفوریه سری ضرایب  و

 

 

0 0

0 0

4
, sin sin

4
, sin sin

y x

y x

L L

mn

x y x y

L L

mn

x y x y

m x n y
A f x y dxdy

L L L L

m x n y
B g x y dxdy

L L c L L

 

 



  
     

   

  
     

   

 

 

 (12) 

 های عددیروش -3-2

 *روش حجم محدود سلول مرکزی -3-2-1
 قابل انجام است: †لی معادله قوانین پایستگیانتگرا شکلروش حجم محدود از طریق اعمال 

 
2

2

2
. 0

V V

u
dV c u dV

t


   

   (13) 

                                                           
* Cell-Centered Finite Volume Method 
† Integral form of Conservation Laws 
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 ( را به صورت زیر بازنویسی کرد:13) رابطه توانبا استفاده از قضیه دیورژانس )قضیه گرین( و تبدیل انتگرال حجم به سطح می

2
2

2
( ). 0

V S
udV c u nds

t


  

    (14) 

. در حالت کلی رویکرد حجم محدود نیازمند جداسازی دامنه درون حجم هستند بردار نرمال واحد n وحجم  V، سطح S،که در آن
منه از تکنیک سازی عددی داها است. در این تحقیق برای گسستههای مجاور هم و حل عددی معادله درون این حجم کنترلکنترل

طور مشابه برای معادله ه حال اگر ب (.1شود )شکل سازمان استفاده میوجهی )مثلثی( منظم و بیهای سهسلول مرکزی با شبکه
 وجود داشته باشد:زیر پایستگی جرم )موج درجه یک( فرم انتگرالی 

1
. 0

V V

p
dV f dV

t


  

   (15) 

 توان آن را به صورت زیر بازنویسی کرد:ین( میبا استفاده از قضیه دیورژانس )قضیه گر

. 0
V S

pdV f nds
t


 

    (16) 

uبا جایگذاری 
p

t






2fو   c u   ( به عنوان شار عبوری از مرز کنترل می16در رابطه )( را بازسازی کرد. 14توان معادله ) حال

سازی مشتق گر مناسب برای معادلات هذلولوی خطی حل کرد. در اینجا برای گسستهاستفاده از یک حلتوان با شار عددی را می
معادله زیر به دست  ،سازی مشتق زمانی با استفاده از روش صریحو برای گسسته« میانگین شار عددی»مکانی از روش مرکزی معمول 

 خواهد آمد:

1 1

1

2 | |
m

n n n

i ij

ji

t
u u u f n s

V

 



 
    

 
  (17) 

1،نکه در آ

V
i

u udV
V

   و
,

n n

i jf u  گردد:به صورت زیر محاسبه میدر مرز سلولی 

 ,

,

1n

i j i j

i j

u u u
l

    (18) 

که در آن 
,i jl  فاصله بین دو نقطهi  وj است. 

 RBF-MQروش بدون شبکه  -3-2-2

در شکل ابتدا معادله موج دوبعدی  (،RBF-MQ )به اختصار روش بدون شبکه پایه شعاعی چندربعیبرای حل معادله موج از طریق 
 شود:گسسته زیر بازنویسی مینیمه

2

2

2 2

d u
L

dt

L c u



 

 (19) 

تبدیل شده که در این حالت ابتدا رابطه از  ODEفرانسیلی معمولی گسسته، معادله دیفرانسیل جزئی به دو معادله دیدر شکل نیمه
. شودمی همحاسب های زمانی بعدیسازی زمانی صریح یا ضمنی نتایج عددی در گامیابی حل و سپس با اعمال یک گسستهطریق درون

نعطاف پذیری بالاتری برخوردار است. علاوه بر ای از دقت و ایابی از طریق توابع پایه شعاعی به نسبت سایر توابع مانند چند جملهدرون
تواند یک تقریب با ( می20)معادله ، انواع مختلفی از توابع پایه شعاعی توسعه داده شده است. در حالت کلی هر تابع به شکل این

irاستفاده از تابع پایه شعاعی در نظر گرفته شود که در آن  X X  ستفاصله اقلیدسی ا: 

   
1

, || ||
N

i ii
x t X X 


    (20) 

 .به ترتیب موقعیت نقطه مورد محاسبه و نقطه گوسی است iXو  Xکه در آن 
توابع، تابع  نیا انیاز مشامل توابع گوسی، صفحه نازک، اسپلاین، چندربعی و چندربعی معکوس هستند.  متداولتوابع پایه شعاعی 

حل  یطور گسترده برا، بهKansaروش  ژهیو، بهRBFبر  یبدون شبکه مبتن یهاارائه شد در روش یبار توسط هارد نیکه اول یچندربع
 رتتابع، در صو نیاز جمله معادلات موج مورد استفاده قرار گرفته است. مطالعات نشان دادند که ا یجزئ لیفرانسیمعادلات د یعدد
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به صورت  ی. تابع چند ربع[22] برخوردار استتقریب توابع  در یمطلوب یو دقت عدد ییرامتر شکل، از خواص همگرامناسب پاانتخاب 
 :شودیم فیتعر ریز

   
2

1r r    (21) 

را به شدت تحت تاثیر قرار دهد. متاسفانه  MQ-RBFتواند دقت و پایداری نتایج متغیرشکل است. مقدار این متغیر می که در آن

یابی در شود. با جایگذاری تابع درونهیچ روش جامعی برای تعیین متغیرشکل وجود ندارد. اغلب این متغیر به صورت تجربی تعیین می

 آید:گسسته زیر به دست می(، شکل نیمه19معادله )

   2 2

1
|| ||

N

i ii
L c X X 


    . (22) 

 توان از روش صریح مرکزی استفاده کرد:( نیز می19گسسته )سازی زمانی شکل نیمههبرای گسست

 1 1 22n n n nu u u t L       (23) 

از طریق حل دستگاه ، iنی یع nu نهی، مقادیر ضرایب ثابت تابعنقطه برهم N ( در22حاکم ) لبا استفاده از اعمال معادله دیفرانسی

 آید:معادلات خطی زیر بدست می

    i iA f   (24) 

 که در آن خواهیم داشت:

   

   

1 1 1

1

|| || || ||

|| || || ||

N

N N N

X X X X

A

X X X X

 

 

  
 

  
   

 (25) 

 و if 1ه از ضرایب به دست آمده، تابع بردار مقادیر معلوم سمت راست معادله است. در نهایت با استفادnu  آید.به دست می 

 شرایط مرزی -3-2-3

است. برای  )رابین( و بدون شبکه، شامل شرایط مرزی دیریکله، نیومن و ترکیبیشبکه اب یعدد روشهر دو در شرایط مرزی اصلی 

 شود:طور مستقیم اعمال می اعمال شرایط مرزی دیریکله مقدار متغیر حل مسئله در مرز به

i boundaryu u  (26) 

یا سلول مورد نظر در روش حجم محدود است و  MQمقدار متغیر اسکالر برای نقطه یا گره در روش پایه شعاعی  iuکه در آن،

boundaryu جریان متغیر مسئله در مرز اعمال می  شرایط مرزی نیومن گرادیان، شار یا نرخ مقدار شرایط مرزی منظور شده است. برای

 شود:

boundary

u
f

n





 (27) 

uکه در آن، 

n




در جهت بردار نرمال و  uگرادیان )مشتق(  

boundaryf ت. در رویکرد باشبکه حجم محدود مقدار منظور شده اس

دوبعدی، این امر اغلب مستلزم تعریف سلول اضافی و اعمال شرایط مرزی بر وجه سلول با توجه به بردار نرمال آن است. اما در رویکرد 

شود فته میشود. شرایط مرزی ترکیبی نیز که به آن شرایط رابین گبدون شبکه شرایط مرزی مستقیما بر هر گره روی مرز اعمال می

 شامل ترکیب خطی از شرایط مرزی دیریکله و نیومن است.

 شرایط پایداری -3-2-4

ها اهمیت اساسی دارد. شرط پایداری کورانت شرط پایداری یا شرط کورانت برای تضمین ناپایدار نشدن پاسخ یعدد روشیک در 

. شرط کورانت ها واگرا نشودهای زمانی متوالی پاسخدر گام که باشدسازی به اندازه کافی کوچک کند که گام زمانی شبیهتضمین می

 شود:معمولا به شکل زیر تعریف می

 
min.

max

CFLC d
t

c
   (28) 
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فاصله نقاط در روش بدون از عی تابسلول در حجم محدود و یا  اندازهکمینه گام مکانی )کوچکترین  mindگام زمانی،  tکه در آن، 

عدد کورانت و CFLCشبکه پایه شعاعی(،  max c مقدار گام  ،سازیبیشینه سرعت موج است. برای حفظ پایداری در طول شبیه

0شود که در آن مقدار عدد کورانت معمولا در محدوده ( تعیین می1زمانی از رابطه ) 1CFLC  است، اگرچه در انواع مختلف گسسته

 سازی ممکن است متفاوت باشد. با ارضاء این شرط، اطلاعات پخش شده همیشه نسبتی از فاصله )گام( مکانی بر گام زمانی است.

 
 MQ یشعاع هیبدون شبکه پاروش )وسط( و CC )بالا( و حجم محدود   NC سازی روش بر مبنای شبکه حجم محدودنحوه گسسته :1شکل 

 .)پایین(
Figure 1: Discretization scheme of the mesh-based node-centered (NC) finite volume (top), cell-centered (CC) finite volume 

(middle), and multiquadric (MQ) radial basis function meshless (bottom) methods. 

 نتایج عددی -4

تعدادی  پایه شعاعی چندربعی های عددی باشبکه حجم محدود سلول مرکزی و بدون شبکهبرای مقایسه نتایج روش بخشر این د

 شود. نتایج عددی بدست آمده برای هر دو روش عددی در صورت امکان با نتایج تحلیلی نیز مقایسه شده است.آزمون عددی ارائه می

شود. خطاهای عددی این دو نظر گرفته می در 5/0 با شرط پایداری کورانت برابراین قسمت،  سازی شده درهای عددی مدلبرای روش

 :دنشویم فیتعر ریبه صورت ز محاسبه شده که ی نسبیخطا قدرمطلق و میانگین درصد Lو  2Lروش نیز از طریق معیار خطاهای 

 
2

2

1
ˆ

ˆmax

ˆ
100

ˆ

i i

i i

i i

i

L u u
N

L u u

u u

u
MAPE

N



 

 










 (29) 

ˆو  iuکه در آن 
iu .به ترتیب مقدار متغیر محاسبه شده و مقدار متغیر مبنای مقایسه است 

 : یک غشاء مستطیلی با شرایط مرزی دیریکله )حل تحلیلی(1مثال  -4-1
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شکل به طول و عرض یکسان  مربعیزیر در دامنه شرایط اولیه و مرزی این آزمون در دو حالت    0.1 0.1 شود:اعمال می 
 حالت الف(

 :است (30) رابطه یک موج گوسی شکل به صورت شرایط اولیه مسئله

 
   

2 2

2

0.5 0.5

21

2
, ,0

x y

u x y e 

  


  
(30) 

 

0.1و مقدار   دامنه انتخاب شده است: ویه با مقدار صفر در چهار سهمچنین شرایط مرزی دیریکل باشد.می 

   

   

0, , 0, , , 0

,0, 0, , , 0

u y t u L y t

u x t u x L t

 

 
 (31) 

 حالت ب(

 :است (32به صورت رابطه )شرایط اولیه مسئله موج سینوسی شکل متقارن در دامنه 

     , ,0 sin sinu x y px qy  (32) 

3p مقادیر که در آن   2وq  به صورت روابط در این حالت شرایط مرزی دیریکله با مقدار صفر در چهار سوی دامنه  باشد.می

 انتخاب شده است:( 33)

   

   

0, , 0, , , 0

,0, 0, , , 0

x

y

u y t u L y t

u x t u x L t

 

 
 (33) 

 ل محاسبه است:قاب (34رابطه )( به صورت 10حل تحلیلی معادله موج دوبعدی در حالات الف و ب با استفاده از جمع سری فوریه )

             
1 1 0 0

4
, , , sin sin cos sin sin

y x
L LN N

n m nm n m

n m x y

u x y t f x y v x y dxdy c t v x y
L L

  
 

 
  

  
    (34) 

که در آن  ,f x y  یشعاع هیبدون شبکه پاتابع شرایط اولیه است. برای حل عددی از روش MQ  و روش حجم محدود سلول

ش اختلاف محدود نیز مقایسه شده نتایج عددی این آزمون با رو وجهی )مثلثی( منظم استفاده شده است.با سلولهای سه CCمرکزی 

 است.

 
 .های عددی و حل دقیقالف برای یک نقطه مشخص محاسبه شده با روش-1نتایج حالت : 2شکل 

Figure 2: Case 1-a Results for a specific point calculated using numerical methods and the exact solution. 

3.8t تا زمان عددی و حل دقیقهای روش نتایج( 2با توجه به شکل) s  ی ها. خطااست سازی شدهشبیهبرای یک نقطه مشخص

در  ارائه شدهنتایج  طبق گزارش شده است. 1نیز در جدول  MQو پایه شعاعی  CC عددی و زمان محاسبات برای روش حجم محدود

11.1با متغیر شکل بهینه  MQشعاعی پایه روش عددی که در این مثال شود ملاحظه می 1جدول   بسیار  هزینه محاسباتی

 حجم محدود دارد.نسبت به روش  کمتری
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0.25xب نتایج عددی و حل دقیق برای نقطه-1در مثال    0.25وy  گزارش شده است. 3های مختلف در شکل در زمان 

 
 .های عددی و حل دقیقب برای یک نقطه مشخص محاسبه شده با روش-1: نتایج حالت 3کل ش

Figure 3: Case 1-b Results for a specific point calculated using numerical methods and the exact solution. 

5.2t تا زمانسازی این شبیه s شود روش عددی حجم محدود ملاحظه می 1مندرج در جدول  ز نتایجهمان طور که ا. باشدمی

روش پایه چهاروجهی مربعی و  کارتزینبیشتری نسبت به روش اختلاف محدود با شبکه  هزینه محاسباتیسلول مرکزی با سلول مثلثی 

12.5 بهینهبا متغیر شکل  MQشعاعی    .محاسباتی روش پایه شعاعی  هزینهدر این مثال داشته استMQ  در مقایسه با روش

 حجم محدود به میزان قابل توجهی کمتر )یک دهم( است.

 گزارش شده است.  4حساسیت روش عددی پایه شعاعی نسبت به متغیرشکل در شکل همچنین 

 
 .1به مقادیر مختلف متغیرشکل برای آزمون عددی  MQحساسیت روش پایه شعاعی : 4شکل

Figure 4: Sensitivity of the multiquadric (MQ) radial basis function method to various shape parameter values for numerical 

test 1. 

0.8با فرمول پیشنهادی  [22] های پیشین توصیه شدهمقدار متغیرشکل بهینه با روش N

D
   مقدار بوده است که با  9/11برابر

 بهینه حاصل از روش تکرار در دو حالت مثال اول اختلاف چندانی نداشته است.

 ای در مرکز: یک غشاء مستطیلی با برش دایره2آزمون عددی  -4-2

متر در نظر  2/0به شعاع  غشاءای در مرکز یک متر با یک برش دایره یکسان در این آزمون یک غشاء مستطیلی به عرض و طول

 باشد.و شرایط اولیه آن صفر می است نشان داده شده 5در شکل  مسئلهمرزی  شرایطد. شوگرفته می
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در این آزمون برای مقایسه تاثیر شرایط مرزی مختلف از شرایط مرزی دیریکله در مرز خارجی و نیومن در اطراف حفره دایره شکل 

 استفاده شده است.

 
 .همراه با شرایط مرزی مسئله 4و  3و  2های عددی مونسازی شده برای آز: نمای کلی از غشاء شبیه5شکل 

Figure 5: General view of the simulated membrane for numerical tests 2, 3, and 4, along with the boundary conditions of the 

problem. 

برای روش اند. دامنه دیگر مقایسه شدهبا یک RBF-MQ و FVM-CCحل تحلیلی این مسئله موجود نیست. بنابراین نتایج عددی 

عددی  هایسازیها گسسته شده است. برای مقایسه بهتر گسستههای مثلثی و گرهسلول حجم محدود و بدون شبکه به ترتیب درون

ا و نقاط هوجهی مثلثی نامنظم و روش بدون شبکه و نقاط پراکنده به نحوی استفاده شده تا مرکز سلولروش حجم محدود با شبکه سه

با شبکه ریزتر با دو برابر حل جا که حل تحلیلی مسئله وجود ندارد، یک مشابه قرار گیرند. همچنین از آن هایپراکنده در موقعیت

 تعداد سلول حالت اولیه از طریق روش حجم محدود سلول مرکزی به عنوان پاسخ مرجع، محاسبه شده است.

 

 .های عددیشخص محاسبه شده با روشبرای یک نقطه م 2: نتایج آزمون 6شکل 

Figure 6: Test 2 results for a specific point calculated using numerical methods. 

سازی شده های مختلف شبیهنتایج عددی دو روش حجم محدود و روش پایه شعاعی برای یک نقطه مشخص در زمان 6در شکل 

20 ه شعاعی با متغیرشکل بهینهخطای عددی روش حجم محدود و روش پایاست.    و هزینه محاسباتی آننسبت به پاسخ مرجع

شود روش چندربعی به ازای دقت تقریبا یکسان، نسبت به روش ملاحظه می 1چنانکه در جدول  گزارش شده است. 1 در جدولها 

 حجم محدود دارای سرعت بسیار بیشتری )نه برابر( است.

 در گوشه دایرهربع: یک غشاء با برش 3آزمون عددی  -4-3
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راست پایین  متر در گوشه سمت 5/0دایره به شعاع ربعاما با یک برش  متر 6/0در این آزمون یک غشاء مستطیلی با طول و عرض 

 است و شرایط اولیه آن صفر می باشد. نشان داده شده 5شرایط مرزی مسئله در شکل شود. تولید می

 

 .)راست( MQ)چپ( و روش پایه شعاعی  CCبرای روش حجم محدود  3نمای نزدیک از دامنه گسسته سازی شده آزمون عددی  :7شکل 

Figure 7: Close-up view of the discretized domain of numerical test 3 for the CC finite volume method (left) and the MQ 

radial basis function method (right). 

با یک پاسخ مرجع از طریق روش  RBF-MQ و FVM-CCجا که پاسخ تحلیلی این آزمون در دسترس نیست نتایج عددی از آن

یکسان انتخاب شدهبه طور  ها و نقاط پراکندهتعداد و موقعیت سلول ،حجم محدود با شبکه ریزتر مقایسه شده است. برای مقایسه بهتر

 اند.

 

 .حجم محدود و چندربعی های عددیبرای یک نقطه مشخص محاسبه شده با روش 3: نتایج آزمون 8شکل 

Figure 8: Test 3 results for a specific point calculated using finite volume and multiquadric (MQ) numerical methods. 

1.5tتا زمانه مشخص برای یک نقطاین مسئله نشان داده شده است، نتایج عددی  8همانطور که در شکل  s سازی شده شبیه

در این مثال هم شود، دیده می 1 آمده است. همان طور که در جدول 1است. نتایج خطاها و هزینه محاسباتی هر روش در جدول 

، با وجود خطای ثانیه 167/0در مقایسه با روش پایه شعاعی با زمان پردازش ثانیه  527/1با زمان پردازش  CCروش حجم محدود 

 بوده است.)نه برابر(  بیشتر هزینه محاسباتیدارای تقریبا یکسان، 

 ای: یک غشاء حلقه4آزمون عددی  -4-4

برای بررسی بیشتر عملکرد دو روش عددی حجم محدود و پایه شعاعی و درک بهتر نحوه رفتار این دو روش در در این آزمون 

نشان داده شده است مدل 5متر که در شکل  1 خارجی قطرو  6/0داخلی قطر در یک غشاء حلقوی با  موجمیدان  ،های پیچیدهدامنه

همچنین برای مقایسه بهتر . باشداست و شرایط اولیه آن صفر می نشان داده شده 5شرایط مرزی مسئله در شکل شود. سازی می
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های ها مانند آزموننهی و سلولر تولید شده است. توزیع نقاط برهمیک حل مرجع با استفاده از روش حجم محدود با شبکه ریزتنتایج، 

 شود.در هر دو روش یکسان فرض می 3و  2

 
 .حجم محدود و چندربعی های عددیبرای یک نقطه مشخص محاسبه شده با روش 4آزمون  : نتایج9شکل 

Figure 9: Test 4 results for a specific point calculated using finite volume and multiquadric (MQ) numerical methods. 

1.5t تا زمان نتایج عددی این مسئله برای یک نقطه مشخص 9در شکل  s نتایج خطاها و همچنین سازی شده است. شبیه

د زمان پردازش روش حجم شومشاهده می 1جدول گزارش شده است. همان طور که در  1هزینه محاسباتی هر روش در جدول 

)همچنان ی بیشتر تدهنده هزینه محاسباباشد که نشانمیثانیه  122/0 و برای روش پایه شعاعیثانیه  119/1 محدود برای این آزمون

9.5 بهینه برای این مثال متغیر شکلاست. به ازای مرتبه خطای تقریبا یکسان  ،MQنسبت به روش  FVروش نه برابر(    محاسبه

 است. شده
 های عددی ارائه شدهونبرای آزمنسبت به پاسخ دقیق  MQو بدون شبکه پایه شعاعی CC حجم محدود  هایکارایی روش و خطا: 1جدول 

Table 1: Error and efficiency of CC finite volume and MQ radial basis function meshless methods relative to the exact 

solution for the presented numerical tests. 

 دقت و کارآیی
 شماره آزمون روش حل نوع گسسته سازی

CPU runtime (s) MAPE % L2 L∞ 

0.025s 6.94 0.0778 0.1634 منظم -مربعی FDM-LF 

الف-1آزمون   1.144s 8.96 0.1321 0.2459 منظم -مثلثی FVM-CC 

0.109s 9.70 0.1476 0.321 11.1 بدون شبکه  RBF-MQ 

0.038s 5.07 0.0213 0.0472 منظم -مربعی FDM-LF 

ب-1آزمون   1.541s 6.98 0.0409 0.0723 منظم -مثلثی FVM-CC 

0.156s 7.74 0.0525 0.087 12.5 بدون شبکه  RBF-MQ 

1.549s 5.41 0.0142 0.0326 بی سازمان -مثلثی FVM-CC 
2آزمون   

0.172s 6.42 0.0251 0.0463 20 بدون شبکه  RBF-MQ 

1.527s 6.07 0.0237 0.0463 بی سازمان -مثلثی FVM-CC 
3آزمون   

0.167s 7.68 0.0325 0.0764 19 بدون شبکه  RBF-MQ 

1.119s 5.52 0.0161 0.031 بی سازمان -مثلثی FVM-CC 
4آزمون   

0.122s 7.02 0.0211 0.0431 9.5 بدون شبکه  RBF-MQ 

 گیرینتیجه -5

( FV) یبا روش حجم محدود سلول مرکز سهی( در مقاMQ) یچندربع یشعاع هیپژوهش، عملکرد روش بدون شبکه پا نیدر ا

 است یمثلث هایشبکه دیوابسته به تول یروش حجم محدود سلول مرکز سازیپیادهه است. شد یبررس یبعد حل معادله موج دو یبرا

 هیدر روش پا میدان یسازآماده کهی؛ در حالپیچیده است نامنظم و هایبه ویژه در هندسه هاسلول دیتولصرف هزینه بالای  نیازمندو 
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شامل مدل این تحقیق عددی معرفی شده در آزمونپنج . شودیر انجام متمراتب سادهبه دلخواه با استفاده از نقاط پراکنده یشعاع

سازی و مدلموج و سینوسی برای شرایط اولیه  گوسییک موج ، در یک هندسه ساده مربعی شکل با شرایط مرزی دریکلهموج سازی 

هزینه نشان داد که  ست آمدهبه دنتایج عددی شرایط مرزی دریکله و نیومن است.  وجود نامنظم با در سه هندسهموج حرکت 

سازی جریان در نتایج مدلاست. بوده برابر  نهتا میانگین  به طور روش پایه شعاعیبا روش حجم محدود در مقایسه در  یمحاسبات

مقایسه شده جداسازی متغیرها و روش اختلاف محدود از طریق  حل تحلیلیبا نتایج  FVو  MQ هایروش برایهندسه مربعی شکل 

 پایه شعاعی های عددی حجم محدود وروش در مقایسه با روش اختلاف محدوداگرچه  دهد کهنشان می در هر دو آزموننتایج است. 

های برای هندسه تعمیماختلاف محدود و روش تحلیلی به سادگی قابل  عددی روش وجودین با ا ،است یبالاتر و سهولت دارای دقت

ی در مختصات قطبی ویا دایر کارتزینهای ساده مربعی در مختصات محدود به هندسهغالبا ها نپیچیده و نامنظم نیست و استفاده از آ

پایه شعاعی دارد. یکی از دلایل این موضوع  نسبت به روشحجم محدود  روش اندکی بیشتراست. نتایج همچنین نشان از دقت 

یافتن برای های پیشین در پژوهشتوصیه شده  روابط ینهمچن. استبه مقدار پارامتر شکل انتخابی  MQروش پایه شعاعی  وابستگی

دقت عددی روش پایه شعاعی با نشان داده است که  نتایجشده است.  استفادهدر دو حالت از مثال اول این پژوهش بهینه عدد شکل 

در داشته است. ن ف چندانیمحاسبه شده از روش تکرار اختلابهینه با نتایج متغیر شکل  روابطدست آمده از این ه مقدار عدد شکل ب

، پیچیدههای هندسه مسائل با برای چندربعی که مقایسه دو روش عددی حجم محدود و روش پایه شعاعی درتوان گفت که می مجموع

. شودصیه میتواکیدا  MQاستفاده از روش پایه شعاعی باشند، می کمترمحاسباتی سترده که نیازمند صرف هزینه گ هایدامنه نامنظم و

 .قابل توصیه استروش حجم محدود  ،باشد مدنظر دقت بالاترکه مسائلی  و ، هندسه های منظمترچککو هایمیدانبرای  مقابلدر 

 فهرست علائم -6

 علائم انگلیسی

, ,x y z  های مستقل مکانمتغیر 

t  متغیر مستقل زمان 

,X Y x,توابع مستقل به ترتیب بر حسب   y 

T  tتابع مستقل به ترتیب بر حسب  

,x yL L x,طول میدان در جهات   y 

i  ل تابع چندربعیضرایب مجهو 

u  (ms-1)یا سرعت  (m)متغیر پایستار از جنس جابجایی  

c  (ms-1)ضریب ثابت سرعت انتشار  

t گام زمانی 

CFL  عدد کورانت 
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