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  چکیده
. استفاده شود یتطابق یهااز روشممکن است  یسازگسسته یکاهش خطابرای محدود است.  یدر روش اجزا رایجی از خطاها یکی یسازگسسته یخطا

 یعملگرها باوجود یانتقال داده است. حت یگرهامحاسبات، استفاده از عمل نیکاهش حجم ا یبرا روش کی؛ دارند یادیعموماً حجم محاسبات ز یتطابق یهاروش

به کاربران خود جهت انجام  یکیگراف یهاکه پردازنده یدیجد یهایی. با توجه به امکانات و تواناردیگیرا از کاربران م یادیزمان ز یانتقال داده هنوز هم روش تطابق

شده است  یمقاله سع نیدر ا ،یمعمول یهاپردازندهنسبت به  یکیگراف یهاپردازنده ناسبم یو صرفه اقتصاد دهندیمنظوره تحت پلتفرم کودا ممحاسبات همه

 لیتحل شده بر اساسارائه تمیزمان انجام محاسبات را کاهش داد. الگور یکیگراف یهاپردازنده یمنظوره بر روارائه شود که بتوان با استفاده از پردازش همه یتمیالگور

 تمی. الگورکندیم یزسازیصورت هوشمند، شبکه را رو به ییجاجابه انیدر هر مرحله بر اساس گرادو  شودیشروع م تقریبا یکنواخت شبکهمحدود، با  یاجزا هیاول

نمود.  یمؤثرتر موازبه صورت شده تا بتوان آن را  یسازادهیپ هیهمسا K وصله به کمک روش لیاست. مرحله تشک افتهیبهبود  مرحلهدر چند  وهیش نیمعمول ا

 تونیاز زبان پا هادهیا یسازادهیشده است. در پاستفاده هایمنحن نیاز دسته بهتر یمنحن نیبهتر نییجهت تع کینامیروش د کیاز  زیاطلاعات ن تقالدر مرحله ان

 شیها افزابا تعداد المان سبمتنا تمیالگور نیا عیتسر زانیکه م دهدینشان م جیصورت کد منبع باز منتشر شود. نتاداشته و به شتریشده است تا مخاطب باستفاده

مجموع  برابر شده است. 12.7و  9.1، 6.6به ترتیب از تظریف ، سرعت پردازش برای مراحل یک الی سه المان 908با تعداد  یامسئله یمثال برا عنوان . بهابدییم

 نیکه ا دهدینشان م جی. نتاثانیه کاهش یافته است 8وده که با پیاده سازی این الگوریتم به ثانیه ب 96زمان مورد نیاز برای پردازش هر سه مرحله در حالت سریال 

 استفاده شود. یسازگسسته یجهت کاهش خطا یمحدود تطابق یبه روش اجزا زیآنال عیتسر یبرا تواندیم نرم افزار

 کلمات کلیدی
 GPGPU ،KNN ی گرافیکی،، پردازندهیالمان محدود تطابق یهاعملگر انتقال داده، روش
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 مقدمه -1

دارند  یانواع مختلف یتطابق یها. روش[1]است 1یتطابق یهااستفاده از روش ،یسازگسسته یکاهش خطا یهاوهیش نیتراز مهم یکی

 یتا حداکثر خطا شودیانجام م یاصورت مرحلهها  بهالمان 2یزسازیروش، ر نیاست. در ا adaptive-hها، روش روش نیا نیترجیکه را

 .[2]برسد شدهنییتعاندازه به یسازگسسته

مسائل  ترقیجامعه به حل دق ازین نیاند؛ همچنشده تردهیچیتر و پبزرگ شودیمحدود حل م یکه با روش اجزا یعلم، مسائل شرفتیپ با

 یاهاست. استفاده از روش محدودشده یروش اجزا حجم محاسبات در شیشدن مسائل، باعث افزا تردهیچیتر و پاست. بزرگ افتهیشیافزا

حل  یجابه توانیکاهش حجم محاسبات، م ی. براکندیحجم محاسبات را دوچندان م یسازگسسته یخطا کاهش یبرا یحل تطابق

ال انتق یقبل به شبکه کنوناستفاده کرد؛ که اطلاعات را از شبکه مرحله  3انتقال اطلاعات یکل دامنه، از عملگرها یمسئله از ابتدا و بر رو

های مراحل متوالی پیشنهادشده است که رایج ترین این تا به امروز عملگرهای انتقال مختلفی جهت انتقال اطلاعات بین شبکه. دهدیم

. [3]ش بودترین روکارانه و سادهمطرح شد که محافظه 4دار، توسط گرندیروش میانگین نقطه وزن روش ها در ادامه شرح داده شده است.

شود. وزن با استفاده اند، محاسبه میهای قدیمی که با آن المان جدید در تماس بودهدار از المانگیری وزناین روش، بر اساس میانگین

بندی بندی قدیمی به شبکهن مقداری گرادیان از شبکهتواگردد. با کمک این روش، میاز مساحت مشترک المان با المان جدید تعیین می

. [5]ارائه شد 5روش المان میرا، توسط آربوگاست .[4]های غیرهمسان کاربرد داردبندیجدید انتقال داد. روش انتقال داده، برای شبکه

ندی بکنند. این زیر المان، به دو گروه المان میرا و المان نامیرا دستهم میدر این روش، دامنه را به چندین زیر المان غیر منطبق تقسی

شود صورت تابعی از شکل المان تعیین میگردد. وزن این المان، بهدار تعیین میمانده وزنشود. مقادیر در این روش، بر اساس باقیمی

پیشنهاد دادند که برای انتقال داده در محیط پیوسته به  6واشیزو-ارتیز و کویگلی، اپراتور انتقال ثابت را با استفاده از تابع مناسب هو .[6]

ی طبندی قدیمی بناشده است. این روش، برای انتقال داده مسائل غیرخیابی از نقاط گاوس شبکه. این روش، بر اساس میان[7]رودکار می

یابی با ، روشی بر پایۀ میان7لی و بت .[8]شودکاربرد دارد و در صورت استفاده از یک شبکه المان جدید روی کل دامنه، دچار مشکل می

شوند. در های شبکه المان قدیمی انتقال داده می. در این روش، ابتدا متغیرهای وابسته به زمان به گره[9]کمک توابع شکلی ارائه دادند

شوند. در این روش، برای درستی معادلات یابی میظر میانمرحله بعد، با کمک توابع شکل، متغیرهای وابسته به زمان در نقاط مدن

کنیک ها وجود دارد. پریک و همکاران، از تسازنده، نیاز به انتقال کرنش پلاستیک مؤثر و تغییر شکل آزمایشی الاستیک بین شبکۀ المان

عنوان یک در شبکه المان قدیمی را به n کرارتشده در انتهای جایی منتقلها در این تکنیک، مقادیر جابهمشابهی استفاده کردند. آن

رغم مزایایی که دارند، دارای خطای زیادی نیز های بالا، علیروش در نظر گرفتند. n تکرارحل آزمایشی برای شبکه المان جدید برای راه

. بر اساس روش بازیابی اپراتور انتقال داده، [9]های وصله ارائه دادند، روش بازیابی فوق همگرا را بر روی المانهستند. زینکیویچ و ژو

هاست. روش بازیابی تنش، دارای خطای کمتری نسبت به سایر روشتوسعه داده شد. این روش، به دلیل استفاده از روش  SPRروش 

ای، بر روی نقاط فوق همگرای المان وصله بناشده است. این روش، برای بازیابی فوق همگرا، بر اساس برازش بهترین تابع چندجمله

 مسائل خطی روشی دقیق و قابل قبول است.

                                                      
1 Adaptive methods 
2 Refinement 
3 Data transfer operators 
4 Grandy 
5 Arbogast 
6 Hu-washizu 
7 Bathe 
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، 3. کیتا مورا[10]توسعه دادند 2خمیری  -ا برای محاسبه کرنش در مسائل کشسانیر SPRو زینکیویچ، در تحقیقات خود، روش  1برومند

   SPR، از روش6و ساتو 5. تانگ[11]بکار برد  4های بزرگ در مواد فوق کشسانیدر تحقیق خود، این روش را برای مسائل با تغییر شکل

 .[12]برای مسئله روانگرایی استفاده کردند

. گو و همکاران، [13]اصلاح گردید 9و زونگ 8، هانگ7های بزرگ توسط گو، روش بازیابی فوق همگرا، برای تغییر شکل2004در سال 

در  ها. آن[13]دشده را پیشنهاد دادنبرای برقراری معادلات تعادل و بهبود دقت در مسائل غیرخطی، روش بازیابی فوق همگرای اصلاح

تواند کارا باشد. در این روش، برای های بزرگ نیز میتحقیقات خود نشان دادند که این روش، حتی در مسائل غیرخطی، با تغییر شکل

 است.  SPRاستفاده در روش  ای موردشود که یک درجه بالاتر از درجۀ چندجملهای استفاده میبرازش صفحه، از یک چندجمله

سعه دادند. بعدی توخمیری سه -با استفاده از روش بازیابی فوق همگرا، اپراتور انتقال داده را برای مسائل کشسانیباغی، قرهاصیل خویی و 

بروی نقاط  1cو  0cی هاای با پیوستگیدر این تحقیق، با استفاده از روش حداقل مربعات و نتایج اولیه روش اجزای محدود، چندجمله

 .[17-14]ها نشان دادند که این اپراتور، دقت قابل قبولی برای مسائل غیرخطی داردبرازش شد. آن SPRفوق همگرا بر اساس روش 

انتقال متغیر  که در این در پژوهش از این اپراتور به عنوان اپراتور  های انتقال داده استیکی از دقیق ترین وموثر ترین روش SPRروش 

  .گیردهای داخلی استفاده شده است. این اپراتور دارای حجم محاسباتی زیادی است و زمان زیادی از کاربر می

یم لیکرا تش یمحدود به روش تطابق یاز محاسبات حل مسائل اجزا یمحاسبات عملگر انتقال داده بخش نسبتاً بزرگ نکهیبا توجه به ا

 .کاهش داد یریطور چشمگها را بهشبکه نیزمان، زمان انتقال داده بهم تصورپردازشگر به نیاز چند یریگبا بهره توانیم .[18]دهند

 نیدهه شصت موردتوجه قرار گرفت. ا لیزمان از اواصورت همپردازنده به نیو استفاده از چند یپردازش مواز یاضیو ر ینظر مباحث

 نه،یزم نیدر ا قاتیتحق نیتراز مهم یکی. [19]تر و مستقل است کوچک یهاروش حل مسئله به بخش میبر تقس یمباحث متک

 میبر اساس مفاه شنهاد،یپ نیکرد. در ا میها را به چهار دسته تقسپردازنده ی( است. و1966) 10نیفل یاز سو شنهادشدهیپ یبنددسته

 میتقس MIMD14 و MISD13 و SIMD12و  11SISDیپردازش مواز یمحاسباتها به چهار مدل کنترل، پردازنده انیداده و جر انیجر

است،  15یتانسور یهادادهیبر رو یاز محاسبات تکرار یادیز اریحجم بس یمحاسبات عملگر انتقال داده، دارا نکهی. با توجه به اشوندیم

  16یکی، استفاده از پردازنده گرافSIMD ی. در مدل محاسبات[20]است SIMDنوع محاسبات، مدل  نیا یمناسب برا یمدل محاسبات

 یهسته با توان پردازش یادیوجود تعداد ز ،یکیگراف یهامؤثر است. در پردازنده اریانتقال داده، بس یعملگرها سباتدر کاهش زمان محا

نوع  نیا یپردازش مواز شودیسبب م کند،یداده، فراهم م یادیتعداد ز یامکان انجام محاسبات ساده را بر رو زمانصورت همکم که به

ها و به همراه نوع داده یکیگراف یهاپردازنده یهایژگیو نی. ا[19]و باصرفه شود نهیبه اریبس یکیگراف یاهپردازنده یبر رو هاتمیالگور

 مناسب باشد. یکیگراف یهاپردازنده یاجرا رو یعملگر انتقال داده برا نیباعث شده است ا یشنهادیپ تمیالگور

 ،یکیگراف یهاپردازنده یمعمار شرفتیبا پ یول شدیاستفاده م یکیگراف اتیمنظور انجام عملفقط به یکیگراف یهاپردازنده درگذشته

به استفاده از واحد  یکیپردازنده گراف یبر رو یفراهم شد. محاسبات عموم یکیپردازنده گراف یبر رو یامکان انجام محاسبات عموم

                                                      
1 Boroomand 
2 Elasto-plasticity 
3 Kitamura 
4 Hyperelasticity 
5 Tang 
6 Sato 
7 Gu 
8 Hung 
9 Zong 
10 Flynn 
11 Single Instruction Stream, single Data stream 
12 Single Instruction Stream, Multiple Data 
13 Multiple Instruction Stream, Single Data 
14 Multiple Instruction Stream, Multiple Data 
15 Tensor 
16 GPU 
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قدرتمند  یابزار یکیپردازنده گراف یبر رو یاشاره دارد. محاسبات عموم یسنت یکیازش گراففراتر از پرد ییکارها یبرا یکیپردازش گراف

اجازه  GPU یمعمار یمواز تیاست. ماه یمهندس-یو علم یقاتیتحق یهااز محاسبات در حوزه یعیوس فیبه ط دنیسرعت بخش یبرا

 .ابدی شیافزا یسنت یها CPUبا  سهیاز محاسبات در مقا یخاصدر انواع  یتوجهصورت قابلتا سرعت به دهدیم

 DirectXو  OpenGLمانند  یکیگراف یها APIاز  دیبا یکیپردازنده گراف یبر رو یانجام محاسبات عموم ی، برا2007قبل از سال  تا

 یرا برا   2، پلتفرم کودا2007در سال    1دای. شرکت نو[20]شدیاستفاده م یکیگراف یهاپردازنده میرمستقیغ یسینوبرنامه یبرا

سهولت  لیپلتفرم به دل نیمخصوص شرکت خود ارائه داد. ا کیگراف یهاکارت یکیپردازش گراف یمنظوره در واحدهاهمه یهاپردازش

 کرد و جادیا یکیپردازش گراف یواحدها یمنظوره بر روهمه یهادر پردازش یبا عملکرد بالا، انقلاب یهاسرعت توسعه برنامه شیو افزا

محدود  یدر حوزه اجزا یکیپردازش گراف یواحدها یمنظوره روهمه یهاپردازش ارهدرب یادیز قاتیکسب نمود. تحق یفراوان تیمحبوب

 نهیزم نی. در ا[21]متمرکز بودند  4سیماتر لیمرحله تشک ایدر فاز حل  SpMV 3 اتیعمل  یبر رو قاتیتحق نیشده است . اکثر اانجام

با استفاده  کیالاست هیرا در ناح یمحدود خط یاجزا حاسبات( اشاره کرد که م 2013)   6شن یو دف  5ژانگ یانفیج قاتیبه تحق توانیم

( اشاره نمود که با استفاده از  2020و همکاران )   7ژانگ یوا قاتیبه تحق نیانجام دادند؛  همچن یکیگراف  ۀپردازند  یرواز کودا بر 

 . [23. 22]کردند یسازنهیو به لیمحدود را تحل یاجزا دهیچیپلتفرم کودا، مسائل پ

 یبا استفاده از عملگرها h-adaptive یبر اساس روش تطابق یکیپردازنده گراف یبر رو یمواز یتمیالگور یپژوهش، ارائه و اجرا نیا در

ور منظمقاله، به نیشده اصورت گرفت. درروش استفاده ندیسرعت انجام فرا شیو افزا یسازگسسته یانتقال داده و باهدف کاهش خطا

انتقال داده، اطلاعات از  یو سپس با کمک عملگرها شودیها انجام مشبکه المان یبر رو یزسازیابتدا ر یسازگسسته یکاهش خطا

موردنظر کاهش  زانیبه م یسازگسسته یخطا نهیشیتا ب شودیطور مکرر انجام مبه ندیفرآ نی. اابدییانتقال م یبه شبکه کنون یشبکه قبل

 ،قیتحق نیا رد است. شدهلیتشک دیبه شبکه جد میها و انتقال اطلاعات شبکه قدشبکه المان یزسازیر یاصلاز دو بخش  ندیفرآ نی. اابدی

که انتقال  نیشیپ قاتیاست. برخلاف تحقگرفته انجام ( GPU) یکیگراف یهاپردازنده یانتقال داده بر رو یاپراتورها موازی یسازادهیپ

 ستفادهرا توسعه داده است که با ا یتمیپژوهش الگور نیا دادند،ی( انجام مCPU) یمرکز یهاپردازنده یبر رو الیصورت سرها را بهداده

با  یامسئله یمثال برا عنوان . بهمدت زمان اجرای الگوریتم به طور قابل ملاحظه ای کاهش می دهد، GPU یبر رو یاز پردازش مواز

 ازیبرابر شده است. مجموع زمان مورد ن 12.7و  9.1، 6.6 بیبه ترت تظریف سه یال کیمراحل  یالمان، سرعت پردازش برا 908تعداد 

 ن،یاست. علاوه بر ا افتهیکاهش  هیثان 8به  تمیالگور نیا یساز ادهیبوده که با پ هیثان 96 الیپردازش هر سه مرحله در حالت سر یبرا

 آن در دامنه را به همراه داشته است.  ترکنواختیو پخش  یسازگسسته یخطا کاهش زیپژوهش ن نیا ن،یشیپ قاتیمشابه تحق

 

 دیبه شبکه جد میانتقال اطلاعات از شبکه قد -2

صورت به یدر حالت کل توانیانتقال داده را م ی. عملگرهاردیگیانتقال داده صورت م یانتقال اطلاعات توسط عملگرها ند،یفرا نیدر ا

 نمود: فیتعر ریز

(1)  new oldTq q  

oldدان،یم ریمتغqعملگر انتقال داده، Tدر عبارت بالا، 
q  مقدارqو  میدر شبکه قدnew

qاست. دیدر شبکه جد 

                                                      
1 NVIDIA 
2 CUDA 
3 Sparse matrix–vector multiplication (SpMV) 
4 Matrix assembly 
5 Jianfei Zhang 
6 Defei Shen 
7 Y Zhang 
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یم میتقس 3یداخل یرهایو متغ 2حالت یرهایبه دو دسته متغ کنندیم فیرا توص یمعمول 1کیکه رفتار ماده الاستوپلاست ییرهایمتغ

p) کیشامل تانسور کرنش پلاست یداخل یرهای( و متغnu) یگره یهاییجاحالت شامل جابه یرهای. متغشوند

nε ،)( تانسور کرنشn

یمحدود، از دو عملگر انتقال اطلاعات استفاده م یمسائل اجزا در شوند.ی( مnq) یداخل ری( و بردار متغn) یتنش کوش تانسور(، 

ها از آن کیدو عملگر، هر  نیا ینظر یبهتر مبنا کیتفک جهت .[24] حالت یرهایمتغ یبرا یگریو د یداخل یرهایمتغ یبرا یکی شود؛

 .شودیدر بخش جداگانه ارائه م

 حالت ریگرانتقال متغعمل -2-1

 کرد: فیصورت تعربه توانی( را م1Tحالت ) ریعملگر انتقال متغ

(2)  1

new old

B ATu u  

oldکه در آن، 

Au  اطلاعات میدان جابجایی در مثلثA  و واقع در شبکه قدیمnew

Bu  اطلاعات میدان منتقل شده به گرهB  در شبکه جدید

( با کمک توابع شکل المان در 1Tعملگر )از شبکه جدید را در خود جای می دهد.  Bهمان مثلثی از شبکه قدیم است که نقطه  Aاست. مثلث 

old) میقدشبکه 
N )نقاط  یهاییجابه جابه ر،یبا کمک رابطه ز میشبکه قد یانقاط گره یهاییجاجابه ب،یترتنیا. بهشودیم فیتعر

 :[25]شودیمنتقل م دیشبکه جد یاگره

(3)     , new old old

B A Bu N u r  

راستا لازم است ابتدا به کمک مختصات هر گره از شبکه  نیدر ااز شبکه جدید است.  Bبردار مختصات گره  Brکه در معادله فوق 

 م،ی. سپس به کمک توابع شکل آن المان در شبکه قدردیگیقرار م میمشخص شود که آن گره داخل کدام المان از شبکه قد د،یجد

 میرا از نقاط گره شبکه قد یگره ییجاو جابه شودیها تکرار مالمان ۀهم یبرا ندیفرا نیا .شودینقطه محاسبه م نیدر ا ییجابجا ریمقاد

 .دهدیانتقال م دیبه شبکه جد

 یداخل ریعملگر انتقال متغ -2-2

. با فرض آنکه ردیگیها مورداستفاده قرار مآن یشیافزا ریعملگر جهت انتقال اطلاعات تنش و کرنش و در صورت لزوم مقاد نیا

محاسبه نمود که  ریصورت زرا به میدر شبکه قد یداخل یرهایمتغ توانیدر دسترس باشند، م میدر شبکه قد یحالت و داخل یرهایمتغ

 اطلاعات است. نتقالهمان عملگر دوم ا 2Tدر آن

(4)    2, ,p new new p old old

n n n nTε q ε q  

 انجام داد. یمحاسبات نهیهز نیخطا و کمتر نیکه بتوان کار انتقال داده را با کمتر یاگونهاست؛ به 2Tعملگر فیهدف، تعر

بکه به ش میاز شبکه قد ییعملگر آن است که ابتدا مطابق آنچه در بخش قبل آمد، اطلاعات جابجا نیا فیروش ساده جهت تعر کی

اده محاسبه شوند. در صورت استف دیتنش و کرنش در شبکه جد ریمقاد د،یمنتقل شود. سپس به کمک توابع شکل در شبکه جد دیجد

. است دیبه شبکه جد میاز شبکه قد ییمرحله مربوط به انتقال جابجا کیخطا خواهند بود.  یاراروش، محاسبات در دو مرحله د نیاز ا

به تنش و کرنش اگرچه متعارف و  ییجابجا ریداست. ارتباط دادن مقا تیرؤمحدود قابل یمرتبط با روش اجزا اتیمرحله دوم با فرض

 .[29-26. 24. 18]خطا شود نیممکن است باعث بروز دوم نجایاست اما در ا حیصح

به نقاط  میاز نقاط گاوس شبکه قد میصورت مستقانتقال اطلاعات به د،یبه شبکه جد میانتقال تنش و کرنش از شبکه قد گرید روش

ه مورداشار یکه در بخش بعد طورمرحله به وجود خواهد آمد. همان کیصرفاً در  یمحاسبات یخطا بیترتنیااست. به دیگاوس شبکه جد

ر آن د میطور مستقروش آن است که نقاط گاوس اصطلاحاً فوق همگرا هستند. لذا برآورد تنش و کرنش به نیا تیقرار خواهد گرفت، مز

                                                      
1 Elastoplastic 
2 State variables 
3 Internal variables 
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 میروش، ابتدا لازم است که تنش و کرنش در شبکه قد نینمودن ا یاتیعمل یبرخوردار خواهد بود. در راستا ینقاط از دقت بالاتر

متناظر  ریجهت محاسبه مقاد رهایمتغ نیا جیاز نتا توانیم م،یتنش و کرنش در شبکه قد جیو بهبود نتا 1یابیشود. پس از باز یهموارساز

 .[31. 30]است ازیاطلاعات ن یابیباز وهیش کیروش به  نیدر ا شودیم دهیطور که داستفاده نمود. همان دیدر نقاط گاوس شبکه جد

 نیاشاره کرد. در ا رایو عملگر المان م SPR2 یبه عملگرها توانیوجود دارد که م یداخل یرهایانتقال متغ یبرا یمختلف یعملگرها

ه است. پس از محاسب تمیالگور نیا یسازنهیاز اهداف مقاله، به یکیاستفاده شد.  یداخل یرهایمنظور انتقال متغبه SPR عملگرمقاله از 

 نیاز ا توانینمود بلکه م یابیباز یبیصورت تقررا به لیموجود در تحل یمقدار خطا توانیتنها مشده، نه یابیباز رنشتنش و ک ریمقاد

 استفاده نمود. دیجهت محاسبه تنش و کرنش در نقاط گاوس شبکه جد افتهیبهبود دانیم

 به کمک وصله شامل نقاط فوق همگرا لیتحل جیبهبود نتا -3

روش بر  نیشده است. امحدود استفاده یاجزا لیتحل جیجهت بهبود نتا SPRاز روش  قیتحق نیشد، در ا انیطور که قبلاً بهمان

به  نسبت یشتریدر آن نقاط، دقت ب دانیم ریهستند که متغ یبناشده است. نقاط فوق همگرا، نقاط «3نقاط فوق همگرا»استفاده از  هیپا

سط بارلو بار تو نیاول یژگیو نیتابع شکل بالاتر است. ا بیاز مقدار تقر مرتبهکیحدوداً  ،ییمرتبه همگرا نقاط، نینقاط دارد. در ا ریسا

 یبردارعنوان نقاط نمونهنقاط گاوس هستند که بهمانند تنش و کرنش،  ییجاجابه یهاانیگراد ی. نقاط فوق همگرا برا[32]مطرح شد

 .رندیگیمورداستفاده قرار م

 SPR کی فیتعر ازمندیعملگر ن نی. اکندیاستفاده م ییجاجابه یهاانیگراد یبالا بردن دقت و هموارساز یبرا یابیاز روش باز 

است که  میالمان از شبکه قد کی افتنی یروش بر مبنا نیا یدر نسخه اصل 4وصله نیا لیهر نقطه دلخواه است. روش تشک یبرا وصله

شترک گره م ایمرز مشترک  یکه دارار ییهاتمام المان میالمان در شبکه قد نیا افتنیباشد. پس از  دیشامل آن نقطه گاوس از شبکه جد

 توانیوصله، م نیقاط گاوس داخل ا. به کمک مختصات نندیگویها وصله مالمان نی. به مجموعه اشوندیم افتیالمان هستند  نیبا ا

تنش و کرنش را در نقاط گاوس شبکه  ریمقاد یاچندجمله نی. سپس به کمک ادادتنش و کرنش برازش  ریبه مقاد یاجمله چندکی

دامنه  یمثال در مرزها یبر خواهد خورد. برا یبه مشکلات یسازادهیاما در پ رسدیروش ساده به نظر م نیمحاسبه نمود. اگرچه ا دیجد

 مناسب برازش داد. یاجمله چندکینباشد تا بتوان  یقدر کافممکن است تعداد نقاط گاوس به لیتحل

 مینقطه گاوس از شبکه قدK نیترکیروش، نزد یوصله، به شکل نسخه اصل لیتشک یجاحاضر به لیروش، در تحل نیبهبود ا جهت

 لیشکاصلاح در ت نیدارند استفاده خواهد شد. ا دیفاصله را با نقطه گاوس شبکه جد نیکمتر میتمام نقاط گاوس شبکه قد انیکه در م

 را دارا است. کیکارت گراف یمؤثر رو یسازیمواز تیقابل گفتهشیوصله علاوه بر حل مشکل پ

 :[35-33]نوشت ریصورت زشده را به یابیتنش باز توانیم SPR درروش

(5)  
* pσ pa  

(6) 
1 2 3[ , , , , ]Ta a a aa  

p شودینوشته م ریز یبه فرم کل یالمان دوبعد یالمان است که برا یمناسب برا یاچندجمله یشامل پارامترها: 

(7)  
2 2[1, , , 2 ]px y x xy y y    p  

به کمک معادلات فوق،  ،یدر حال بررس ینقطه فوق همگرا یشده بر رو یابیتنش باز دانیم یبه دست آوردن پارامترها یبرا

از  یشتریاز تعداد عبارات ب دیبا شتر،یبا دقت ب یبرازش منحن ی. برامی آیدشده در آن نقطه به دست  یابیتنش باز دانیم یپارامترها

,1] یاچندجمله یهااز ترم دی، با0Cاز نوع یوستگیبا پ افتهیتنش بهبود دانیبه دست آوردن م یرااستفاده کرد. ب p چند جمله , ]x y

0صورتمجهولات به سیصورت، ماتر نیاستفاده کرد. در ا 1 2[ , , ]a a a گاوس در  نقطه سهحداقل به  ،یوستگینوع پ نیخواهد بود. در ا

                                                      
1 Recovery 
2 Superconvergent Patch Recovery 
3 Superconvergence points 
4 Patch 
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بالا بردن دقت برازش، به تعداد  یبرا عتاًی. طبباشدیاز مرتبه اول م یااست. دقت چندجمله ازین یاچندجمله نیابرازش  یالمان وصله برا

 کرد: نهیرا کم ریز یتابع خطا دی، باaمجهول  بیضرا ریبه دست آوردن مقاد یبرا .خواهد بود ازیاز نقاط فوق همگرا ن شتریب

(8)           
2 2*

1

( ) , , , ,
n

h i i p i i h i i i i

i

F x y x y x y x y


    a σ σ σ p a  

در معادله بالا، ,i ix yمختصات نقاط گاوس است. 

)شدن  نهیکم یبرا )F aمجهول بیضرا دیباaصدق کند: ریدر معادله ز 

(9)         
1 1

, , , ,
n n

T T

i i i i i i h i i

i i

x y x y x y x y
 

 p p a p σ  

Aa ی  سیماتر وهیاگر معادله فوق، به ش bبه دست خواهد آمد: ریصورت زمعادله، به نیا یشود، پارامترها یسیبازنو 

 

(10)     
1

, ,
n

T

i i i i

i

x y x y


A p p  

(11)     
1

, ,i i h i

n
T

i

ix y x y


 σb p  

Aa دستگاه دیمجهول، با بیبه دست آوردن ضرا یبرا b دیآیمجهول به دست م بیضرا ریحل دستگاه فوق، مقاد با .حل شود 

شده، تنش  یابیباز دانیدر م مینقاط گاوس شبکه قد یگذاری. با جاشودیشده حاصل م یابیباز دانی، م(5)آن در معادله  یگذاریو با جا

تنش و کرنش در  افتهیبهبود ریمقاد مکبه ک توانیم ن،ی. علاوه بر ادیآیبه دست م دیگاوس شبکه جدشده در نقاط  یابیو کرنش باز

 را هم برآورد نمود. میدر شبکه قد یبیتقر یشده بود مقدار خطامحدود حاصل یاجزا لیها که از تحلمتناظر آن ریبا مقاد میشبکه قد

 دیشبکه جد یزسازیو ر دیتول -4

 عیزتو یاستفاده کرد که دارا یدیجد ۀاز شبک ،یدر هر مرحله از حل تطابق دیبا نهیصورت بهبه یسازگسسته یکاهش خطا یبرا

را در هر  ییجاجابه ینخست مقدار نرم طول دیدر هر مرحله، با دیشبکه جد نیا دیتول یخطا نسبت به مرحله قبل باشد. برا ترکنواختی

 :[36]سبه کردمحا ریبا کمک معادله ز میگره از شبکه قد

(12)  
T  u u  

در کل دامنه  شودیم فیتعر ریصورت زکه بهrریاست. سپس مقدار متغ میهر نقطه از شبکه قد ییجابردار جابهuدر معادله فوق، 

 .شودیمسئله محاسبه م

(13)  

max

h

oldr h
x





 

و میاندازه المان شبکه قد oldhدر معادله فوق
h

x




 دیاندازه المان شبکه جد تیمطلق در هر گره است. درنها ییجاجابه انیگراد 

 به دست خواهد آمد. ریاز رابطه ز

(14) 
 

 max

max

new h

r
h

x






 
   

 

 .[36]است 0.4تا  0.1 ۀدر باز یاریاخت یمقدار که در آن،
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 یابیخطا به روش باز نیتخم -5

محدود  یدقت حل مسائل اجزا یابیارز ۀفیخطا وظ نیست. تخما خطا نیمحدود، تخم یحل مسائل اجزا یهابخش نیتراز مهم یکی

 .شودیم میتقس یابیباز کیو تکن ماندهیباق کیتکن ۀمحدود به دودست یخطا در محاسبات اجزا نیتخم یهارا بر عهده دارد. روش

حاکم بر  یلیفرانسیمحدود درون معادله د یحاصله از محاسبات اجزا یهاپاسخ یگذاریخطا را با جا نیتخم مانده،یباق کیتکن در

حاصله  ریبا مقاد ییجاجابه یهاانیگراد دانیم افتهیمقدار بهبود سهیخطا از مقا نیتخم ،یابیباز کیدر تکن ی. ولآورندیمسئله به دست م

 یحاصله از محاسبات اجزا ریمقاد انیمعادلات حاکم بر مسئله، رابطه م یسازبا ساده توانیم .شودید محاسبه ممحدو یاز محاسبات اجزا

 نشان داد: ریصورت زمحدود با خطا را به

(15)  0T d


 B e  

بر آن است  یسع ب،یترتنیادامنه حل مسئله است. بهمحدود و  یمتعارف در اجزا سیماتر Bتنش، یخطا eدر معادله فوق،

 :[37]کرد فیتعر ریصورت زبه توانیرا م یدر مسائل خط یانرژ یخطا معادله حداقل شود. یانرژ یخطا زانیکه م

(16)     

1

2
* 1 *

T

h e he d





 
    
 
 σ σ D σ σ  

*محدود،  یآمده از محاسبات اجزادستپاسخ به hσمعادله فوقدر 
σو افتهیتنش بهبود دانیمeD ماده است. در  هیتیمدول الاست

 :[24]نوشت ریصورت زبه توانیرا م یانرژ یمعادله خطا ،یرخطیمسائل غ

(17)     

1

2
* *

T

h he d



 
     
 
 σ σ ε ε  

* ،یمرحله زمان نیمحدود در آخر یپاسخ حاصله از محاسبات اجزا hσدر معادله فوق،
σمرحله  نیدر آخر افتهیتنش بهبود دانیم

محدود در مراحل  یتفاوت کرنش حاصله از محاسبات اجزاhεو  یمتوال یدر مراحل زمان افتهیکرنش بهبود دانیتفاوت مε*و  یزمان

 محاسبه کرد: ریاز رابطه ز توانیرا م hεاست. مقدار  یمتوال یزمان

(18)   1h n n  ε B u u  

 :[38]نمود فیتعر ریصورت زتنش را به یخطا توانیم تیدرنها

(19)  
*e     

و هموارشده  افتهیبرابر با مقدار تنش بهبود*محدود و یتنش حاصله از محاسبات اجزا یبیبرابر با مقدار تقردر معادله فوق، مقدار

 است. یبیتنش تقر دانیم

 ساختار کلی الگوریتم -6

صورت گرفته جهت  یهاگام یبند. جمعابندییانتقال م دیبه شبکه جد میاز شبکه قد یداخل یرهایمتغ ریمقاد مقدمات، نیا با

 .قابل ارائه است ریصورت زروش به یسازادهیپ

 

 .شودیم لیو مسئله تحل دشدهیتول هیشبکه اول کی (1

 .شودیدر آن نقطه محاسبه م ای ییجابجا یمقدار نرم طول م،یدر هر گره از شبکه قد ییجابجا ریبه کمک مقاد (2

محاسبه  تابع  راتییتغ نیو کمتر نیشتریمربوط به ب یهندس یهاجهت م،یدر هر نقطه از شبکه قد ریبه کمک مقاد (3

 .شودیم

 .شودیمحاسبه م نهیشیو ب نهیکم ریمقاد نیهر المان به کمک ا دیجد hاندازه  ترقیبه عبارت دق ای یدگیکش زانیم (4
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شوند  دهیکش  راتییتغ ینهیجهت کم یها در راستاکه المان شودیم دیتول یطور دیاطلاعات شبکه جد نیبه کمک ا (5

 محاسبه خواهد شد. یصورت تطابقها بهاندازه المان بیترتنیافشرده گردند. به راتییتغ نیا ینهیشیو در جهت ب

 افتیدهد. با  یگره را در خود جا نیا م،یالمان از شبکه قد کیتا  شودیم ییجانما میدر شبکه قد دیهر گره از شبکه جد (6

 بیترتنیا. بهشودیمحاسبه م میبه کمک توابع شکل المان قد دیشبکه جد یدر آن گره ییجابجا ریالمان، مقاد نیشدن ا

 .رسدیعملگر اول انتقال داده به اتمام م

نقطه  K نیکه ا شوندیم افتی یطور مینقطه گاوس از شبکه قد Kتعداد  د،یهر نقطه گاوس از شبکه جد یبه ازا (7

 .میینقطه گاوس گو هیهمسا Kروش را  نیداشته باشند. ا دیفاصله را با نقطه گاوس شبکه جد نیکمتر

نقطه گاوس از  یتنش و کرنش برا ریوصله مقاد نی. در اشودیم لینقطه گاوس تشک هیهمسا K نیوصله شامل ا کی (8

 .شودیم رهیمحاسبه و ذخ دیشبکه جد

 یر گام قبلآمده ددستو برازش به گفتهشیبه کمک وصله پ مینقاط گاوس شبکه قد یتنش و کرنش برا افتهیبهبود ریمقاد (9

 .رسدیمراحل عملگر دوم به اتمام م نجای. در اشودیمحاسبه م

حدود م یها که قبلاً به کمک روش اجزاآن یمحاسبات ریو مقاد میشده تنش و کرنش در شبکه قد یابیباز ریبه کمک مقاد (10

 یرهایمس اینقاط  افتنیجهت  توانیم زیخطا ن نی. از اشودیتنش و کرنش محاسبه م یخطا زانیآمده بود مدستبه

المان  دیکرنش جهت محاسبه طول جد یاو خصوصاً خط ریمقاد نیااز  توانیم نیحساس داخل دامنه حل بهره برد. همچن

است  نیا دیآیبه دست م  یکه از نرم طول ییخطا با خطا نیشود استفاده نمود. تفاوت ا دیتول دیدر شبکه جد دیباکه 

ییمحاسبه خواهد شد. بسته به توانا یدر نقاط گره  ینرم طول یول شودیکرنش در نقاط گاوس محاسبه م یکه خطا

مرحله برآورد خطا و استفاده از آن به  نجایخطاها استفاده کرد. در ا نیاز ا کیاز هر  توانیافزار مولد شبکه، منرم یها

 است. دهیاتمام رس

 یلیبدون تکرار تحل توانیم نجایشده است. در امنتقل دیمحدود به شبکه جد یبه روش اجزا لیگام اطلاعات تحل نیدر ا (11

 مرحله ادامه داد. نیرا از ا لیبود، تحل رفتهیکه تاکنون صورت پذ

شبکه،  نیقبول نباشد، اخطا قابل عیحداکثر و نحوه توز ریقرارگرفته است. اگر مقاد لیمورد تحل دیمرحله، شبکه جد نیدر ا (12

 .شودیتکرار م تمیو الگور دهینام میشبکه قد

ه طور مشخص، با توجه بشده است. بهاستفاده تونیپا یسینوپژوهش از زبان برنامه نیدر ا یشنهادیپ یهاتمیالگور یزساادهیپ در

 یهاتیاز قابل یریگبهره یبرا CUDAانتقال داده، از پلتفرم  ندیفرا عیبه تسر ازیو ن یتطابق یهامحاسبات در روش یمواز تیماه

 یانتقال داده بر رو یاپراتورها یسازادهیپ یبرا شده است.( استفادهGPGPU) یکیگراف یهاپردازنده یرو برمنظوره پردازش همه

و  یسیمحاسبات ماتر یسازادهیپ یبرا CuPyشده است. کتابخانه بهره گرفته Numbaو  CuPyاز دو کتابخانه  ،یکیپردازنده گراف

Numba یبر رو تونیپا یکدها یاجرا عیتسر یبرا GPU توابع به زبان  میمستق یترجمه قیاز طرCUDA هر دو اندشدهیطراح .

 .شوندیم شنهادیپ یمواز نیسنگ یهاپردازش یصورت گسترده براو به افتهیتوسعه NVIDIAها توسط شرکت کتابخانه نیا

 ،یکیپردازنده گراف یبر رو یانتقال داده به سه صورت مواز یهاتمیالگور ،یسازیمواز ریتأث یو بررس لیمطالعه، جهت تحل نیا در

 یبرا زین NumPy یراستا، از کتابخانه نیاند. در اشده یسازادهیپ یپردازنده مرکز یبر رو یالیو سر یپردازنده مرکز یبر رو یمواز

 و استخراج هیمحدود اول یاجزا لیتحل یاجرا منظوربه شده است.استفاده یدر بخش پردازنده مرکز یسیو ماتر یدارانجام محاسبات بر

 یهایصورت ورودرا به هیو شبکه اول یلیتحل یهاشده، دادهشده است. برنامه توسعه دادهافزار آباکوس استفادهشبکه، از نرم یهاداده

های قابل را در قالب یینها جیو انتقال داده، نتا یتطابق تمیو پس از اعمال الگور کندیم افتیافزار درنرم نیا یهایاستاندارد از خروج

 .ایجاد می کندآباکوس بارگذاری در 
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 GPU یبر رو یشنهادیپ یمحاسبات تمیالگور -7

انتقال اطلاعات از شبکه  -2شبکه المان؛  یزسازیر -1است:  شدهلیتشک یاز دو بخش اصل ندیفرا نیگفته شد ا ترشیطور که پهمان

که دارد شب یسع میمحدود شبکه قد یاجزا لیموجود در تحل یشده خطا یابیباز ریبخش نخست به کمک مقاد. دیبه شبکه جد میقد

مطلوب است که  نیو هموارتر باشد. علاوه بر ا ترکنواختی دیمحدود در شبکه جد یاجزا لیتحل یطاکه خ دینما جادیا یرا طور دیجد

ت. اس یداخل ریانتقال متغ یبرا زی. بخش دوم ندیهدف محقق است تجاوز ننماکه  نیمع یاز مقدار دیحداکثر خطا در شبکه جد زانیم

 یوصله، برا لیپژوهش، در بخش تشک نی. در اشودیم میتقس «یوصله و برازش منحن لیتشک»به دو مرحله  تمیقسمت از الگور نیا

 نیاستفاده از ا لیاز دلا یکیشده است. استفاده K-nearest neighbors تمیاندازه وصله از الگورنمودن  ریپذسرعت و انعطاف شیافزا

 یازسنهیبه یکیپردازنده گراف یبرا تمیالگور عت،دوچندان سر شیبهتر است. جهت افزا یسازیمواز تیآن و قابل تمیالگور عتیروش، طب

 شد.

آن،  یهاکه تعداد ستون شودیم ساخته یاهیخلاصه کرد: ابتدا آرا بیترتنیابهو  1مطابق جدول  توانیوصله را م لیبخش تشک 

 ندهینما هیآرا نیاست. هر خانه از ا میتعداد نقاط گاوس شبکه قد ۀاندازآن، به یو تعداد سطرها دیاندازه تعداد نقاط گاوس شبکه جدبه

در، فاصله نقاط گاوس  شدهاست. سپس با کمک برنامه نوشته میام شبکه قد« i»تا نقطه گاوس  دیام شبکه جد« j»فاصله نقطه گاوس 

که محاسبات به دست آوردن هر فاصله  کنندیم تیریمحاسبات را مد یاگونه. توابع برنامه بهشودیم رهیذخ هیاز هم محاسبه و درون آرا

 .ردیصورت گ بارهکیمحاسبات  نیا ۀهم المقدوریشود و حت مانجا یکیهسته از پردازنده گراف کیتوسط 

 K-Nearest Neighborsاساس الگوریتم  تابع تشکیل وصله بر:  1 جدول

Patch creator function, based on K-Nearest Neighbors algorithm 

from numba import cuda 

import numpy as np 

 

@cuda.jit('float32(float32,float32,float32,float32)',device=True) 

def distance(x1, y1, x2, y2): 

    return ((x1 - x2)**2 + (y1 - y2)**2)**0.5 

 

@cuda.jit('void(float32[:],float32[:],float32[:],float32[:],float32[:,:])') 

def distance_matrix(x1, y1, x2, y2, result): 

    i, j = cuda.grid(2) 

    if i < result.shape[0] and j < result.shape[1]: 

        result[i, j] = distance(x1[i], y1[i], x2[j], y2[j]) 

 

که  Hybrid Sorting تمیرا با کمک الگور سیماتر نی. هر سطر از ادیآیها به دست ماز فاصله یسیمرحله، ماتر نیا انیدر پا

عنوان ر سطر بهتا از ه Kاست مرتب کرده و سپس با انتخاب  Merge Sort Algorithmو  Quick Sort Algorithmاز  یبیترک

 یپردازنده یبرو CuPyبا کمک کتابخانه  ندیفرآ نی. امیدهیم لیآن سطر، وصله را تشک لمانوصله مربوط به ا ینقاط گوس یهاسیاند

 .ردیپذیانجام م نهیصورت بهبه یکیگراف

استفاده برازش  یجابه یدقت برازش منحن شیافزا یمرحله برا نی. در ارسدیم یالمان وصله، نوبت به برازش منحن لیاز تشک بعد

. درجه مناسب شودیهر وصله با درجه مناسب مخصوص آن وصله استفاده م یبر رو یابا درجه ثابت از برازش چندجمله یاچندجمله

خود مشخص  یدر هر درجه با درجه قبل شانیقینقاط برازش شده با مقدار حق یمجذور مربعات خطا رمقدا سهیهر وصله بر اساس مقا

عنوان درجه مناسب انتخاب به یبرازش داده، درجه قبل شیاز ب یریجلوگ یمقدار مجذور مربعات خطا، برا شی. در صورت افزاگرددیم

 یمکان نقطه گره یگذاریاز جا ل،یتحل جینتا افتهیبهبود ری. مقادشودیم ادهبر اساس آن درجه استف یینها یا. سپس از چندجملهشودیم

نقاط  ۀدر هم افتهیبهبود دانیتا مقدار م شودیها انجام موصله ۀهم یکار برا نی. ادیآیبه دست م یینها یادرون چندجمله میقد یشبکه

 میقد المان از شبکه کیبه کمک توابع شکل  دیدر هر گره از شبکه جد ییجاجابه ریمقاد ی. در گام بعددیبه دست آ میشبکه قد یگره
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ات محاسب نیقرارگرفته است. ا میدر آن المان از شبکه قد دیاست که گره مذکور از شبکه جد یالمان همان المان نیمحاسبه خواهد شد. ا

 .ردیگیانجام م کیکارت گراف یهاپردازنده یرو شدهعیصورت توزبه

 :شودیم میتقس ریز یهاعملگر به بخش نیمحاسبات ا د،یبه شبکه جد میحالت از شبکه قد ریانتقال متغ یبرا

که آن نقطه در آن  میقد ۀاز شبک یالمان صیو تشخ میدر شبکه قد دیجد ۀاز شبک نیمشخص نمودن مکان هر گره مع (1

 المان قرارگرفته است؛

 تابع شکل؛ سیماتر لیتشک (2

 در گره موردنظر. ییجامحاسبات مقدار جابه (3

 یبررس تمیبناشده است. الگور یکه بر اساس ضرب خارج ردیگیصورت م 2جدول  تمیالگور مطابقحالت  ریبخش اول از انتقال متغ

است که  شدهینیبشیپ ،یکیپردازنده گراف یبر رو نهیبه یاجرا ی. براریخ ایبا رئوس معلوم قرار دارد  یدرون مثلث یاکه نقطه کندیم

در جدول تابع این جزییات شود.  یبررس میشبکه قد یهاالمان ۀهم یبر رو بارهکیصورت به المقدوریحت دیشبکه جد یگره نقاط ۀهم

 . شده استارائه  2

 نقطه درون مثلث صیتابع تشخ:  2 جدول

Test if a point is inside a triangle 

@cuda.jit('int32(float64,float64,float64,float64,float64,\ 

    float64,float64,float64)',device=True) 

def checker(x_a,y_a,x_b,y_b,x_c,y_c,O_x,O_y): 

    telerance=1e-12 

    if ((x_b-x_a)*(O_y-y_a)-(y_b-y_a)*(O_x-x_a) <= telerance and 

    (x_c-x_b)*(O_y-y_b)-(y_c-y_b)*(O_x-x_b) <= telerance and 

    (x_a-x_c)*(O_y-y_c)-(y_a-y_c)*(O_x-x_c) <= telerance) or\ 

    ((x_b-x_a)*(O_y-y_a)-(y_b-y_a)*(O_x-x_a) >= -telerance and 

    (x_c-x_b)*(O_y-y_b)-(y_c-y_b)*(O_x-x_b) >= -telerance and 

    (x_a-x_c)*(O_y-y_c)-(y_a-y_c)*(O_x-x_c) >= -telerance): 

        return 1 

    else: 

        return -1 

 

 یمسئول بررس یکیکه هر هسته از پردازنده گراف شودیم تیریمد ایبه گونه یکیپردازنده گراف یهاهسته یتابع بر رو نیا یاجرا

 گره باشد. کیالمان و  کی

ها محاسبه کرد المان یبرا یاگونهتابع شکل را به سیتوابع ماتر توانیم یبودن المان مثلث یبا توجه به خط تمیالگور یبخش بعد در

 بارهکیصورت به المقدوریبخش حت نیمحاسبات ا ۀالمان باشد و هم کیمحاسبه  یمسئول اجرا یکیگراف یهاکه هر هسته از پردازنده

 .شودیارائه م یسازادهیاز پ یبخش لاً یانجام شود. ذ

 یمثلث 0C یهاشکل المانتولید توابع  3 جدول

Creating shape functions for C0 triangle element 

@cuda.jit('float64(float64,float64,float64,float64,\ 

    float64,float64,float64,float64)',device=True) 

def calculator_N1(x1,y1,x2,y2,x3,y3,x_A,y_A): 

    return (x2*y3-y2*x3-x_A*y3+x_A*y2+y_A*x3-y_A*x2)/\ 

        (x2*y3-y2*x3-x1*y3+x1*y2+y1*x3-y1*x2) 

 

@cuda.jit('float64(float64,float64,float64,float64,\ 

    float64,float64,float64,float64)',device=True) 

def calculator_N2(x1,y1,x2,y2,x3,y3,x_A,y_A): 

    return (x_A*y3-y_A*x3-x1*y3+x1*y_A+y1*x3-y1*x_A)/\ 

        (x2*y3-y2*x3-x1*y3+x1*y2+y1*x3-y1*x2) 
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@cuda.jit('float64(float64,float64,float64,float64,\ 

    float64,float64,float64,float64)',device=True) 

def calculator_N3(x1,y1,x2,y2,x3,y3,x_A,y_A): 

    return (x2*y_A-y2*x_A-x1*y_A+x1*y2+y1*x_A-y1*x2)/\ 

        (x2*y3-y2*x3-x1*y3+x1*y2+y1*x3-y1*x2) 

 یکیهر هسته از پردازنده گراف المقدوریکه حت شودیم تیریدم یاگونهبه یکیپردازنده گراف یهاهسته یتوابع بر رو نیا یاجرا

ه شبک ینقاط گره ییجانقاط، مقدار جابه ییجابا ضرب تابع شکل هر المان در جابه تیدرنها گره باشد. کیمحاسبات  یمسئول اجرا

هر المان را محاسبه کرده و سپس شبکه  دیذکرشده، مقدار اندازه جد یاشبکه بر اساس رابطه یزسازی. در بخش ردیآیبه دست م دیجد

 .[39]شودیم دیلتو دیجد یها، بر اساس اندازهGMSHافزار به کمک نرم دیجد

 یعدد یسازهیشب -8

انتخاب  یبررس یبرا یدوبعد یاصحت و سرعت آن، مسئله سهیو مقا یشنهادیپ یمحاسبات تمیمنظور نشان دادن عملکرد مؤثر الگوربه

 و 1راشده توسط سرو. مسئله انتخابدیو اجرا گرد لیتحل یکیتوسط پردازنده گراف گریو بار د یتوسط پردازنده مرکز بارکیشد که 

 .شوددیده می 1در شکل آن،  یو هندس یمرز طیشرا هشده است کهمکارانش ارائه

 
 آزمون پانچ یمرز طیشراو هندسه :  1 شکل 

The geometry and boundary conditions for punch test 

 شده در مسئله، عبارت است از:خاک استفاده یکیمکان یهایژگیو

 آزمون پانچ درخاک  یکیمکان یهایژگیو 4 جدول

Mechanical properties of soil in punch test 

 ویژگی واحد مقدار

410  
3

kg

m
  

                                                      
1 M. Cervera 
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710  kPa E 
48/0 -  

490  kPa 0C 

20 Degree  

اصطکاک  هیزاوخاک و  هیاول یوستگیپ بیضر0Cنسبت پوآسن،  ،انگیمدول  یدهندهنشان E، یچگال انگریب، 4در جدول 

در  یاونهگخاک به با سهیدر مقا یپ کیشده است. مدول الاستگرفتهدر نظر  کیالاست یعنوان مدلبه یمسئله، پ نیا در .باشدیخاک م

 را صلب فرض کرد. یشده است که بتوان پنظر گرفته

در شکل  هیشد. شبکه اول یسازگسسته یخط یالمان مثلث 333گره و تعداد  190با تعداد  یاهیاول ۀابتدا دامنه حل توسط شبک در

 نیشده است. در اداده شینما 5و شکل  4 شکل ،3درشکل  بیشبکه صورت گرفت که به ترت فی. سپس سه مرحله تظرشودیم دهید 2

ل در مراح ریهر متغ یحالت انتخاب شد. کانتورها ریعنوان متغبه یاگره ییجاو جابه یداخل یرهایاز متغ یکیعنوان مسئله کرنش به

. دیمحاسبه گرد 5 بخشکنترل دقت و عملکرد در هر مرحله بر اساس روابط  منظورخطا به نیقرار گرفت. تخم یموردبررس تمیالگور

 آمده است. 6 و جدول 5 و مطلق در هر مرحله، در جدول ینسب یخطا نیاطلاعات تخم

در  نوع از خطا نیشده است. انشان دادن کاهش آن در مراحل مختلف ارائه یصرفاً برا 5خطا در جدول  نهیشیاست که مقدار ب ذکرقابل

 یسازلنحوه مد لیاز دامنه ممکن است به دل ییهانباشد. درواقع بخش جینتا یبررس یبرا یمحدود ممکن است ملاک مناسب یاجزا لیتحل

 نیا جادیبه خاک باعث ا یاتصال پ یسازکاررفته هنگام مدلمثال، تعداد نقاط به یبالاتر را گزارش کنند. برا ییخطا یرواقعیصورت غبه

بهتر  فیبا تظر شود،یمشاهده م 5طور که در جدول آن است. همان اریخطا و انحراف از مع نیانگی. لذا تمرکز بر مقدار مشودینوع خطا م

 زیخطا ن اریاست چراکه انحراف از مع شدهعیدر دامنه توز ترکنواختیصورت است بلکه خطا به افتهیخطا کاهش نیانگیتنها مشبکه، نه

 است. افتهیکاهش

 شبکه فیهنگام تظر ینسب یطاخ:  5 جدول

Relative errors during mesh refinement 

 مراحل ریزسازی ینسب یمقدار خطا نیشتریب ینسب یمقدار خطا نیانگیم ینسب یخطا اریانحراف مع
 12 / 79 10 27 /10% 100/  هیاول ۀشبک 34%
 11/ 53 10 11/12% 84 /  مرحله اول 22%
 11/08 10 6 / 64% 79  مرحله دوم 00%/
 27 /18 10 3 / 6% 68 /  مرحبه سوم 20%

و  5زمان جدول . ارائه هماندافتهیصورت مناسب کاهششبکه به فیمطلق خطا هنگام تظر ریکه چگونه مقاد دهدینشان م 6جدول 

قابل ذکر است که بروز خطای نسبی،  .دهدیها در دامنه به دست مآن عیتوز یو چگونگ یمطلق و نسب یاز خطا یبهتر ریتصو 6جدول 

در بیشتر مواقع در نقاط گوشه دامنه حل ایجاد می شد که دلیل آن کاهش تعداد نقاط گاوس مورد نیاز بوده است. بیشتزین خطای 

 نسبی در این حالات، اکثرا ناشی از تقسیم اعداد نزدیک به صفر به یکدیگر بوده است.

 شبکه فیتظر هنگاممطلق  یخطاها:  6 جدول

Absolute errors during mesh refinement 

 اریانحراف مع

 مطلق یخطا

مقدار  نیانگیم

 مطلق یخطا

MAE 

مربع  نیانگیم

 یخطا

 ینیبشیپ

MSE 

مجذور  یخطا

 مربعات نیانگیم

RMSE 

مقدار  نیشتریب

 مطلق یخطا
 مراحل ریزسازی

 11/12 10  25 / 70 10  21/ 65 10  11/ 28 10  16 / 67  هیاول ۀشبک 10
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 23 /22 10  22/06 10  31/ 56 10  23.95 10  12/ 73  مرحله اول 10
 22/ 45 10  21/ 57 10  31/ 36 10  23 / 69 10  12 /13  مرحله دوم 10
 21/90 10  21/02 10  31/ 25 10  23 / 54 10  11/ 82  مرحبه سوم 10

 

 
 آزمون پانچ درشبکۀ اولیه :  2 شکل 

Initial mesh in punch test 

 
 شبکه تظریف  مرحلۀ اول:  3 شکل 

First refined mesh 

شدن کرنش در حال شکل گرفتن است  یمحل یبحران ریمشاهده است، مسقابل 5شکل  تاًیو نها 4 شکل ،3گونه که در شکل همان

ابعاد  شینسبت به افزا یصورت تطابقبه تمیالگور ن،یرا نشان دهد. علاوه بر ا یبحران یواقع ریتوانسته است مس یدرستبه تمیو الگور

دهد  شیازآنچه در اشکال آمده است افزا شیها را بقادر است ابعاد المان تمیاقدام کرده است. البته الگور ریمس نیدور از ا یهاالمان

 یلیخ یهابزرگ به المان یلیخ یهاکه در آن، المان شودیم یگسستگ یاز خطاها یگرینوع د جادیابعاد باعث ا هیرویب شیافزا همهنیباا

 اند.کوچک متصل شده

 
 شبکهدوم تظریف مرحلۀ :  4 شکل 

Second refined mesh 

 
 شبکهسوم تظریف مرحلۀ :  5 شکل 

Third refined mesh 

 شکل ،7درشکل  بیمرحله اول تا سوم به ترت ۀشدیزسازیر یهاشبکه ییجاو کانتور جابه 6در شکل  ییشبکه ابتدا ییجاکانتور جابه

 .شودیم دهید 9و شکل  8

 
 هیاول ۀشبکدر  ییجاجابه:  6 شکل 

Initial mesh displacement 

 
 اول درتظریف  ییجاجابه:  7 شکل 

Displacement in 1st refinement 
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 دوم در تظریف  ییجاجابه:  8 شکل 

Displacement in 2nd refinement 

 
 سوم در تظریف  ییجاجابه:  9 شکل 

Displacement in 3rd refinement 

، 11در شکل  بیشده مرحله اول تا سوم به ترت زیر یهاکرنش شبکه یو کانتورها 10در شکل  ییکرنش در شبکه ابتدا یکانتورها

 شده است.داده نشان 13و شکل  12شکل 

 
  اولیه شبکۀ در کرنش ترینبیش:  10 شکل 

Maximum strain in initial mesh 

 
 اولتظریف  در کرنش ترینبیش:  11 شکل 

Maximum strain in 1st refinement 

 
 تظریف دوم در کرنش ترینبیش:  12 شکل 

Maximum strain in 2nd refinement 

 
 تظریف سوم در کرنش ترینبیش:  13 شکل 

Maximum strain in 3rd refinement 

توجه لقاب ریمتمرکز شدن مقاد یعنیشدن کرنش  یمحل ریمس حیطور صحبه تمیالگور افت،یدر توانیکه از اشکال مذکور م طورهمان

دهنده شده است مطابقت دارد و نشان افتیدر تیکه از واقعبا آنچه هیناح نیداده است. ا صیخصوص را تشخبه هیناح کیکرنش در 

 کرد. هداست که خاک نشست خوا یریمس

شده است. داده نشان 14در شکل  فیتظر یهاشبکه ییجاجابه-رویمقاله، نمودار ن نیشده در اارائه تمیالگور یصحت سنج منظوربه

. باشدیم 14.8برابر p/cشده  زهیفشار نرمال ی( مقدار نظر[40])مرجع 2حد زیشده با روش آنالمحاسبه 1کیمقدار بار محدود پلاست

کرده  ینیبشیرا پ یترقیدق جینتا هیشده در مرحله سوم نسبت به شبکه اول یزسازیرشبکه  شودیممشاهده  14طور که شکل همان

 است.

                                                      
1 Plastic limited load 
2 Method of limited analysis 
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 آزمون پانچ مدلها در ییجاجابه-روینمودار ن:  14 شکل 

Force-Displacement diagram for all models in punch test 

 تمیالگور ییافزاو سرعت ییکارا -9

و  یسر صورتبه یپردازنده مرکز یبر رو بارکی تمیشده در مقاله، الگورارائه تمیالگور یو سرعت اجرا ییکارا سهیو مقا یبررس یبرا

 تمیالگور نیکه ا یافزارشد. سخت سهیآن مقا 1ییافزاسرعت جی. سپس نتادیاجرا گرد یکیگراف ۀپردازند یبر رو یصورت موازبه گریبار د

 Nvidia Quadro یکیو پردازنده گراف گاهرتزیگ 2.5 یبا توان پردازش intel Xeon یپردازنده مرکز یشد دارا راآن اج یبر رو

P4000  شده است.رائها 7 جدولاجرا در هر مرحله در  جیبود که نتا تیگابایگ 30 یتصادف یهسته کودا و با حافظه دسترس 1792با 

 یکیگراف ۀو پردازند یپردازنده مرکز یرو اتمام فرآیند انتقالزمان :  7 جدول

Elapsed time using CPU and GPU 

 مراحل ریزسازی (هیثان) یکیپردازنده گراف (هیثان) یپردازنده مرکز

 اول 5/0 3/3

 دوم 7/1 5/15

 سوم 1/6 2/77

 

بر  یصورت موازدر پردازش به تمیالگور یاجرا یکه برا یحالت زمان کل نیتردهیچیدر پ شود،یمشاهده م 7طور که از جدول همان

 77 یپردازنده مرکز یبر رو تمیالگور یسر یمقدار در حالت اجرا نیو متناظر هم هیثان 6 باًیصرف شده است تقر یکیپردازنده گراف یرو

 یصورت موازبه تمیالگور یزمان اجرا ۀسیمقا یکیگراف شی. نمابرابر زمان صرف شده در حالت موازی می باشد 12که بیش از  است هیثان

 آمده است. 15در شکل  الیو حالت سر یکیگرافپردازنده  یبر رو

                                                      
1 Speed up 
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 یپردازنده مرکز یرو یو حالت سر کیکارت گراف یرو تمیالگور یزمان اجرا سهیمقا:  15 شکل 

Comparing the elapsed time on CPU and GPU 

 یبندجمع -10

از  نهیاستفاده به ی. برادیافزایممحاسبات  یدگیچیکارآمد است، اما خود بر پ یاوهیمحدود ش یاجزا زیدر آنال یاگرچه روش تطابق

 کیفکارت گرا یرو تمیالگور نیا میمستق یسازادهیرا بالاتر برد. پ تمیالگور نیا یسرعت اجرا یبه نحو دیبا یتطابق لیتحل یهاتیقابل

 یراتییمنظور تغ نیا یندارد. براموثر  یسازیمواز تیقابلاز نظر فنی  ینسخه اصل تمینرسد چراکه الگور جهیممکن است در تلاش اول به نت

است  یگیهمسا Kاستفاده از روش  راتییتغ نیاز ا یکیاجرا شود.  کیکارت گراف یرو یصورت موازشد تا بتواند به جادیا تمیدر الگور

که  یشنهادیپ تمی. الگوردیوصله گرد لیروش معمول تشک نیگزیروش جا نیشد. ا فادهنقطه گاوس است Kصورت به قیتحق نیکه در ا

 نی( است. اAFEM) یبر روش المان محدود تطابق یمبتن یسازگسسته یکاهش خطا یمؤثر برا یاستفاده شد راه قیتحق نیدر ا

در هر  وستهیصورت پبه تمیالگور نیا .شودیم ییادقت و بهبود در حل نه شیهوشمند دامنه مسئله باعث افزا یسازبا گسسته تمیالگور

 یخطا و منحن نیتخم جی. نتاردیگیصورت هوشمند و خودکار صورت معمل به نیو ا دهدیرا کاهش م یسازگسسته یمرحله، خطا

رحله، به هر م در ییافزادر سرعت تمیالگور ییتوانا زانیدهنده صحت عملکرد و کاربرد آن است. م، نشانآزمون پانچکنترل مسئله  یروین

طور نمونه . بهدهدیاز خود نشان م یشتریو سرعت ب ییکارا تمیالگور نیها، اتعداد المان شیافزا زترشدنیبا ر دارد. یها بستگتعداد المان

برابر حالت سریال شده است. مجموع  12.7و  9.1، 6.6به ترتیب  یزسازیرتا سوم اول سرعت پردازش در مراحل ذکرشده  یدر مثال عدد

ثانیه می باشد. این میزان  8ثانیه و در حالت موازی روی کارت گرافیک برابر  96یال میزان زمان لازم برای انجام تمام مراحل در حالت سر

بر  یبا پردازش مواز تمیالگور نیا یطور عموم. بهسرعت افزایی نشان از عملکرد مناسب نرم افزار در انتقال داده ها به صورت موازی است

انجام شد  دیچندان جدنه کیکارت گراف یرو قیتحق نی. اگرچه ادهدینشان مرا از خود  یو عملکرد بهتر ییکارا یکیپردازنده گراف یرو
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 ییافزابالاتر سرعت ریبتوان به مقاد دتریجد کیکارت گراف رینظ یافزارسخت یهاتیقابل شیانتظار داشت که با افزا توانیم همهنیباا

 باشد. یو علوم محاسبات یو پس پردازش مسائل مهندس شیپ یبرا یابزار قدرتمند تواندیم تمیالگور نی. ادیرس
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ABSTRACT  
The discretization error is one of the most common errors in the finite element method. One way to reduce this 

error is by using adaptive methods. Adaptive methods generally involve a large computational load; a technique 

for reducing this load is the use of data transfer operators. Even with data transfer operators, adaptive methods 

still require significant time from users. Given the new capabilities provided by graphics processing units (GPUs) 

for general-purpose computing under the CUDA platform, and the economic efficiency of GPUs compared to 

standard processors, this paper aims to present an algorithm that can reduce computation time through general-

purpose GPU processing. The proposed algorithm begins with an initial finite element analysis using a nearly 

uniform mesh and refines the mesh intelligently at each step based on the displacement gradient. The 

conventional algorithm has been improved at several points. The patch formation stage is implemented using the 

K-nearest neighbor method to facilitate more efficient parallelization. In the data transfer stage, a dynamic 

method is employed to select the optimal curve from a set of the best curves. The results show that the acceleration 

of this algorithm increases proportionally with the number of elements. For instance, for a problem with 908 

elements, the processing speed for stages one through three increased by factors of 6.6, 9.1, and 12.7, respectively. 

The total time required for all three stages in serial processing was 96 seconds, which was reduced to 8 seconds 

using this algorithm. 
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