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 چکیده
های یابی توپولوژی مانند روشهای بهینهباشد. این روش نسبت به سایر روشها مییابی توپولوژی سازهارا در بهینهپذیر رویکردی جدید و کاجزا متحرک شکل

ی بهینه ها، تعداد کمتر متغیرهای طراحی و تعریف مرزهای سازهاین مزیت یهایی دارد. از جملهح تراز مزیتهای مبتنی بر سطمبتنی بر چگالی و همچنین روش

ی اجزا دارد. از طرف دیگر، روش وابستگی زیادی به چیدمان و شکل اولیه باشد. با این حال توپولوژی نهایی به دست آمده از این روش، عمومارت صریح میبه صو

به دست آمده تنها شامل طرح  آورد.ی کلی را در زمان کمی به دست میریزی خطی، طرح بهینهفاده از برنامهیابی طرح مبتنی بر تحلیل پلاستیک، با استبهینه

ی به دست آمده از روش بهینهتوان نشان داد که طرح بهینهشود. میها را شامل نمیشود و جزئیاتی مانند توپولوژی سازه در محل اتصال المانمساحت اعضا می

ی ق حاضر به ارائهالاستیک است. با استفاده از این ایده، تحقی ی به دست آمده از بیشینه کردن سختی در تحلیلیابی طرح با تحلیل پلاستیک، معادل طرح بهینه

ح با تابع هدف و قیود یابی طری اول، از بهینهپردازد. برای این منظور در مرحلهای برای استفاده از مزایا و جبران کمبودهای این دو روش میروشی دو مرحله

ی شروع به رویکرد اجزا متحرک شکلآید. سپس جواب به دست آمده به عنوان نقطههی به دست میی کلی در زمان کوتاشود و جواب بهینهخطی استفاده می

در این مطالعه، سه مسئله نمونه با استفاده از رویکرد معمول اجزا  شود تا با بهینه کردن شکل و موقعیت اجزا، طرح نهایی بهینه به دست آید.پذیر داده می

 ۸/1۲۸متر در رویکرد معمول به نیوتن ۶/1۲۹اند. در مسئله اول، مقدار تابع هدف از ل و نتایج مقایسه شدهای پیشنهادی حرحلهپذیر و رویکرد دو ممتحرک شکل

متر به وتننی ۸/۲۳۷ثانیه رسیده است. در مسئله دوم، مقدار تابع هدف از  ۵۸۹ثانیه به  ۹۸۶یابی نیز از متر در رویکرد پیشنهادی کاهش یافته و زمان بهینهنیوتن

 ۰/1۵۵متر به نیوتن ۲/1۷۲نیه کاهش پیدا کرده است. در مسئله سوم نیز مقدار تابع هدف از ثا ۵۸۷ثانیه به  ۳۴۸۲متر کاهش یافته و زمان حل از نیوتن ۰/۲11

ی سرعت دهندهنتایج به دست آمده نشانشود، میهمانطور که مشاهده  .ثانیه کاهش یافته است ۳۲ثانیه به تنها  1۹۳۷متر بهبود یافته و زمان حل نیز از نیوتن

 باشد. می ریپذاجزا متحرک شکل معمول تر نسبت به رویکردهای بهینهبالای این روش و همچنین توپولوژی
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 مقدمه -1

یابی باشد. هدف از بهینهها مییابی سازههای بهینهیابی اندازه، یکی از شاخهیابی شکل و بهینهیابی توپولوژی در کنار بهینهبهینه

باشد. بیشینه کردن ی مواد در فضای طراحی برای بیشینه کردن کارایی سازه میها به دست آوردن توزیع بهینهتوپولوژی در سازه

مختلف مانند بیشینه کردن سختی، کمینه کردن تنش بیشینه، کمینه کردن فرکانس مدهای  مسائلورت به ص تواندکارایی سازه می

و رو به رشدی در صنعت دارد.  یابی توپولوژی از تحقیقات دانشگاهی فراتر رفته و نقش پررنگمختلف و غیره تعریف شود. امروزه بهینه

اند. های خود افزودهی به دست آوردن توپولوژی بهینه را نیز به قابلیتها، گزینهسازهافزارهای تجاری تحلیل و طراحی بسیاری از نرم

تر، این شاخه کاربرد بیشتری در صنعت های پیچیدهو افزایش قابلیت ساخت توپولوژی 1های ساخت افزودنیی روشهمچنین با توسعه

 پیدا کرده است.
 

                                                           
1 Additive manufacturing 
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های و روش [۲] های مبتنی بر چگالیمعرفی و در ادامه با روش [1] 1سازیهمگن یابی توپولوژی در محیط پیوسته با روشبهینه

ه ا به دست آوردن چگالی اختصاص داده شدهای مبتنی بر چگالی، توپولوژی سازه بدر روش .توسعه پیدا کرد [۳] ۲مبتنی بر سطوح تراز

چگالی یک  [۴] ۳ جریمهروش مواد همسانگرد جامد با شود. مثلا در ی طراحی تعیین میه به هر المان در مدل المان محدود دامنهشد

های مبتنی بر برای المان به معنی وجود ماده در المان و به همین ترتیب چگالی صفر به معنی عدم وجود ماده در المان است. در روش

ی وجود دهندهشود. مقدار مثبت تابع نشانعیین میوردن مقدار تابعی اسکالر در نقاط مختلف فضا تسطح تراز، توپولوژی با به دست آ

و یا کتاب  [۷-۵]تواند به مقالات مروری دهد. خواننده برای آشنایی بیشتر در این زمینه میماده و مقدار صفر مرز سازه را نشان می

 مراجعه نماید. [۸]

 یبه توپولوژ نهیبه یتوپولوژ یتگو وابس ده،یچیبه محاسبات پ ازین ،ییاز جمله مشکلات همگرا ییهاها با چالشروش نیا یتمام

توپولوژی با  یابینهیبه یهااز روش یکی یرا برا یادو مرحله یکردیها، روچالش نیپژوهش در پاسخ به ا نیرو هستند. اروبه هیاول

آورده  یوپولوژت یابینهیبه نسبتا جدید در روش نیدر مورد ا یحاتی. در ادامه توضکندیم یمعرف ریپذشکل کعنوان روش اجزا متحر

 شده است.

 (MMC) 4پذیررویکرد اجزا متحرک شکل -1-1

ی تعدادی پذیر، توپولوژی سازه با به دست آوردن موقعیت و شکل بهینهدر رویکردی نسبتا جدید تحت عنوان اجزا متحرک شکل

 رییتغ یابینهیبه ندیفرآ یدر ط ،ب(-1شکل دلخواه ) یهیکه اجزا با شکل اول دهدیشکل نشان م نیا (.1شکل شود )جزء مشخص می

  .کنند جادی( را ات-1شکل سازه ) ینهیبه یتا توپولوژ دهندیم تیشکل و موقع

آید. بر خلاف ی طراحی تعریف شده است، به دست میز با یک تابع اسکالر که در دامنهشکل اجزا مشابه روش مبتنی بر سطوح ترا 

ای در فرایند ساخت طرح نهایی میشود که مزیت عمدهتعریف می ۵روش سطوح تراز، این تابع به شکل تحلیلی و به صورت صریح 

از  .[1۰, ۹]شود ی اجزا انجام میبهینهراه به دست آوردن موقعیت یابی شکل این اجزا، به همیابی توپولوژی با بهینهباشد. فرایند بهینه

باشد. همچنین به دست آوردن توپولوژی با این رویکرد این یابی توپولوژی مییابی شکل و بهینهاین دیدگاه، این رویکرد پلی بین بهینه

یابی های بهینهدر دیگر روشای به طور مستقیم قید اعمال کرد. فرایندی که های سازهی المانکند که بر روی اندازهقابلیت را ایجاد می

های مختلف ها و یا قید شیب قسمتی المانترین اندازهبا چالش فراوان همراه است. بنابراین اعمال قید کمانش یا قید بر روی کوچک

تعداد کم متغیرهای طراحی  ،های این رویکرد. از دیگر مزیت[11] پذیر استسازه برای در نظر گرفتن قیود ساخت به راحتی امکان

 .[1۲] استبعدی یابی به خصوص در مسائل سهاست که به معنی افزایش سرعت فرایند بهینه

یابی که با این رویکرد حل ی بهینهباشد. مسئلههایی نیز میپذیر دارای محدودیتها، رویکرد اجزا متحرک شکلدر کنار این مزیت

یابی غیرخطی و غیرمحدب است که با به دست آوردن گرادیان تابع هدف و قیدها و با استفاده از یکی از ی بهینهشود یک مسئلهمی

شود. بنابراین این روش برای حل، (، پاسخ بهینه به دست آورده میMMA۶) روش مجانب متحرک لگرانند حیابی محلگرهای بهینه

 باشد. ها، وابسته بودن طرح نهایی به دست آمده به طرح اولیه میی شروع دارد. یکی از چالشنیاز به طرح اولیه به عنوان نقطه

با تعداد  و همکاران اشاره کرد که ۷توان به کار لئو از جمله می .شده استهایی متنوعی پیشنهاد برای بهبود این روش راهکار

 یابینهیبهجداسازی قسمت  اساس این روش، .[1۳] ندرا به دست آورد ۸با وضوح بالا یابینهیبه جینتا ی،طراح یرهایاز متغ یکمتر

 تیحساس لیتحلو  1تابع عیتجم کیتکن بردن ازو همکاران با بهره  ۹در تحقیق دیگری دئو .استمحدود  المان لیتحلو  یتوپولوژ
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 تمیورلگا کیبر اساس  ن،ی. علاوه بر ارا به میزان قابل توجهی افزایش دادند MMCسرعت و دقت حل مسائل با رویکرد  ق،یدق

 به طور قابل اند. این امرشدهمحدود حذف  المان لیحلتدر ، انتقال بار تعلق ندارند ریکه به مس یانتقال بار، درجات آزاد ریمس ییشناسا

  چارچوبو  ۳از یادگیری ماشین MMCو همکاران برای بهبود نتایج رویکرد  ۲. لئی[1۴] کندیم عیرا تسر یابینهیروند به یتوجه

 

 )ب(         )الف(  

 

 )ت(                        )پ(

 و تغییر شکل اجزارکت ( ح)پ اجزا در حالت اولیه)ب( دامنه طراحی و شرایط مرزی )الف(  MMC یکردیابی توپولوژی با رومراحل بهینه: 1شکل 

 .نهاییی رسیدن به توپولوژی بهینه و )ت( توپولوژی بهینه یبرا

Fig. 1: Steps of topology optimization using the MMC approach: (a) design domain and boundary conditions, (b) 

components in the initial topology, (c) movement and deformation of components to achieve optimal topology, 

and (d) final optimal topology 

 .[1۵] استفاده کردند ،۵هیهمسا نیترکینزد یادگیری ماشین یهامدل نیو همچن ۴شده یبانیپشت یبردار ونیگرسر دیتولبر مبتنی 

این  .یابدیابی بهبود مینهیبه در حین تر شدن تعداد اجزازیادبا  سازهی توپولوژ و همکاران الگوریتمی معرفی کردند که در آن ۶کوی

تحقیقی در . [1۶]شده است به جواب اولیه  یوابستگ کاهشبا  MMCبر  یمبتن یتوپولوژ یابینهیبه رویکردبهبود راهکار منجر به 

 اریبس یهندس یسازمدل تیقابلی شنهادیروش پدادند.  شنهادیپی منحن و همکاران تابع توصیف متفاوتی برای تعریف اجزا۷دیگر، گو 

با توجه به . [1۷]کند ایجاد می MMCبر  یمبتن یکردهایروهای منحنی در تولید پیکره در یتوجهدارد و بهبود قابل تریریپذانعطاف

رک وابسته است، متح هایمجانب با حلگرمرتبط  یبه انتخاب پارامترها یتا حد MMCاین که نتایج به دست آمده از رویکرد 
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سازی تصاویر و . این رویکرد بر اساس مرتبدادند شنهادیپ را نیماش یریادگیبر  یمبتن حلگر پارامتر میتنظ رویکرد و همکاران 1نگایج

و  ۳شی .[1۸] آیدها با توجه به هر مسئله به دست بهترین مقادیر برای پارامترتا  کندکار می ۲ازدحام ذرات یابینهیبه تمیبا الگور

توانستند ضمن افزایش نرخ همگرایی،  MMCدر رویکرد یافته بهبودی و شبکه ۴کیزوژئومتریاروش  همکاران با استفاده از قابلیت

FD- تحت عنوانی شنگ و همکاران با ارائه روش .[1۹]جایی را کاهش دهند حجم محاسبات برای به دست آوردن میدان جابه
5MMC ،های هندسی این رویکرد با تبدیل ویژگی کردند. ی توپولوژیبایها و بهینهطراحی ویژگیی سازی دو حوزهدر یکپارچه سعی

تر و هحی قطعات را بهینو در نتیجه، طرا کندمیی را فراهم بایها در فرایند بهینهبه اجزای ویژه، امکان دخالت مستقیم این ویژگی

ژی پولوی توبای، روشی برای بهینهدیگر. به همین ترتیب، زهو و همکاران در پژوهشی [۲۰] سازدتر با نیازهای عملیاتی میمنطبق

ارائه کردند. این روش با استفاده از یک شبکه تیری و ماژول حذف تطبیقی عناصر، کارایی  MMC ای با استفاده ازساختارهای صفحه

 شده استها ارائه برای طراحی بهینه سازهی روش ،از شنون و همکاراندر تحقیقی  .[۲1] ی را افزایش داده استبایو دقت فرایند بهینه

های هندسی را تعریف کنند. این رویکرد پذیری بیشتری شکلدهد تا با انعطاف، به طراحان اجازه می۶های بِزیرکه با استفاده از منحنی

 .[۲۲] تری دست یابندهای بهینهبه طراحی ،هد تا با آزادی بیشتردبه بهبود طراحی قطعات متحرک منجر شده و به طراحان امکان می

پذیر انجام شده است. جزئیات این های اخیر برای بهبود رویکرد اجزا متحرک شکلکه در سال بود هاییموارد بالا بخشی از تلاش

 آورده شده است. ۲-۳رویکرد در بخش 

 یابی طرحنهیبه -۲-1

. میشل شرطی را برای [۲۳]اشاره کرد  1۹۰۴توان به کار میشل در سال ها مییابی سازهی بهینهاز اولین تحقیقات در زمینه

نامیده  ۷شوند( ارائه کرد که شرط بهینگی میشلهای با اتصال مفصلی )که امروزه خرپا نامیده میی ساخته شده از المانبهینگی سازه

 ی بهینه، کرنش مجازی در اعضای با نیروی غیرصفر برابر با عکس تنش مجاز در آن المانشوند. بر طبق این شرط، در یک سازهمی

ای بر اساس بندیفرمول ۸، دُرن1۹۶۴ها مغفول مانده بود. در سال یابی سازهی بهینهها اهمیت این تحقیق در حوزهاست. برای سال

. اهمیت این روش در خطی [۲۴]شود های بهینه میشل همگرا میها ارائه کرد که به سازهیابی سازهسازه برای بهینه ۹طراحی پلاستیک

های استفاده از روشیابی و همچنین قابلیت حل آن با ی بهینهباشد که به معنی محدب بودن مسئلهبودن توابع هدف و قیدها می

ی پلاستیک است که در آن زمان به خوبی توسعه یافته بود. بعدها روش طراحی بهینه [۲۵]ریزی خطی مانند روش سیمپلکس برنامه

همچنین برای جلوگیری از همگرایی . [۲۶]برای مسائل با ترکیبات بارگذاری مختلف و همچنین در نظر گرفتن بار وزن توسعه یافت 

ی ساخت بالا است، روشی ساده مبتنی بر در نظر های زیاد و کوتاه و بنابراین با هزینهای شامل المانی میشل که سازهبه سازهمسئله 

 . [۲۷]معرفی شد  1۰ی گرهی به نام هزینهاهای سازهگرفتن جریمه برای تعداد المان

کرد، محدودیت در ابعاد مسئله ئل واقعی را با چالش رو به رو میکه استفاده از این روش در مسا 11یابی طرحاز مشکلات بهینهیکی 

بالا از جمله مسائل سه ها متناسب است، بنابراین در مسائل با تعداد گرهبا توان دو تعداد گره 1۲ی زمینهها در سازهاست. تعداد المان

 1۳، گیلبرت۲۰۰۳. در سال وجود داردی زیاد برای حلگر و همچنین نیاز به زمان بالایی برای محاسبات اختصاص حافظهبعدی، نیاز به 

                                                           
1 XinchaoJiang 
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8 Dorn 
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ای با تعداد ی زمینهرا معرفی کردند. در این روش، ابتدا مسئله با سازه 1روشی موسوم به رویکرد اضافه کردن اعضا [۲۸]و همکاران 

توانند وجود داشته باشند، اعضا م اعضایی که بالقوه میی در تماهای مجازشود و سپس با به دست آوردن کرنشالمان کم حل می

ریزی خطی به برنامه ۲ی همزادهای مسئلهها از پاسخشود. این کرنشی خطی بار دیگر حل میی زمینه اضافه و مسئلهجدید به سازه

تواند به مقالات خواننده برای اطلاعات بیشتر میای برای به دست آوردن آنها نیست. آیند و بنابراین نیاز به محاسبات اضافهدست می

 ، مراجعه نماید.[۳۰]های دو بعدی توسعه داده شده است یابی طرح در سازهی تحت وبی که اخیرا برای بهینهو یا  به برنامه [۲۹, ۲۸]

ی زمینه و همچنین ها در سازهماند. طرح بهینه، تابع تعداد گرهبندی مسئله همچنان خطی باقی میها، فرمولدر تمام این پیشرفت

ر ها را نیز به عنوان متغیر طراحی در نظر گرفت. دتوان موقعیت گرهتر، میمکان قرارگیری آنها است. برای به دست آوردن طرحی بهینه

یابی وجود دارد ی محلی زیادی در فضای بهینهتوان نشان داد که نقاط بهینهیابی دیگر خطی نیست و میی بهینهاین صورت مسئله

یابی مبتنی بر مشتق اول )و یا دوم( تابع هدف و قیدها و حل های مرتبه اول )و یا مرتبه دو( بهینه. با این حال با استفاده از روش[۳1]

 ی غیرخطی را به دست آورد.ی مسئلهتوان در مدت کوتاهی پاسخ بهینهریزی خطی، میمسئله با نقطه شروع به دست آمده از برنامه

ها در مسئله اعمال مینیروها در گره است و تنها قید تعادل ۳پلاستیک-رفتار صلب ،یابی طرح پلاستیک، فرض رفتار مواددر بهینه

ی قرار دارد که رابطه ۴یابی طرح الاستیکی بهینهباشد. در طرف دیگر، مسئلهها لزوما برقرار نمیشود، بنابراین سازگاری جابجایی

شود. در کنار ها اعمال مینشود و قید تنش بر روی الماها نوشته میتعادل با استفاده از روابط المان محدود و در نتیجه جابجایی گره

یابی اندازه، شکل و است که در مسائل بهینه ۵های تکینهغیرخطی بودن این مسئله، مشکل اصلی این رویکرد تکینگی یا توپولوژی

شود. این مشکلات محاسباتی های عددی عموما به نقطه بهینه همگرا نمیبنابراین روش. [۳۲]ها با قید تنش وجود دارد توپولوژی سازه

توان نشان داد که در مسائلی که تنها یک حالت بارگذاری وجود . می[۳۳]در مسائل با چندین حالت بارگذاری به مراتب بیشتر است 

 . [۳۴]ی الاستیک و پلاستیک مشابه خواهند بود ، طرح بهینهدارد

. شودآنها اشاره می تعدادی ازکه در ادامه به  منتشر شده است زین یبه زبان فارسی قاتیتحقیابی توپولوژی خرپاها ی بهینهزمینهدر 

 میپژوهش از مفاه نیمطالعه قرار گرفت. در ا مورد [۳۵] یجکهیزاو یتوسط قربان یمستو یخرپاها یتوپولوژ یابینهیبه 1۳۷۵در سال 

 یابینهیخرپا با هندسه ثابت، به یابینهیسه مسئله به یبندشده است. فرمول ادهکردن وزن خرپا استف نهیکم یبرا یاضیر یزیربرنامه

 یهاحل مسئله، ضمن اشاره به روش یارائه شده است. برا یو نرم یآنها بر اساس دو روش سخت یتوپولوژ یابینهیهندسه خرپا و به

توجه  مجزا مورد یطراح یدر دو فضا یابینهیو به یمتوال یخط یزیرروش برنامهاستفاده از دو  ،یرخطیغ یزیرحل مسئله برنامه یکل

 روش ،پژوهش نیخرپاها استفاده کرد. در ا یتوپولوژ یابینهیبه یاجتماع ذرات برا تمیاز روش الگور [۳۶] فردیقرار گرفته است. ملک

نهی. بهباشدیم یدر محدوده رفتار خط ییخرپا یهابا تنش حداکثر سازه یژتوپولو یجهت طراح وبر اساس عملکرد تنش ارائه شده 

 ،مطالعه نیقرار گرفت. در ا مطالعهمورد  [۳۷] ارهیتوسط ت یکینامید یرهاتحت با ییخرپا یهاسازه یاندازه، شکل و توپولوژ یابی

 دیمسئله، ق نیا یشده برا نظر گرفتهدر یدهای. قه استشد گرفته کار حل مسائل به یفاخته برا یجستجو تمیفاخته و الگور یابینهیبه

عسل به  یاجتماع زنبورها یابینهیبا استفاده از روش به [۳۸] یرازیش زادهزعلی. نوروباشدیم یکینامیپاسخ د دیو ق یعیفرکانس طب

به پاسخ  یابیدست ی. براباشندیم هیدولا یهاشبکه مطالعه نیدر ا یمورد بررس یهاسازه ه است.پرداخت یبعدسه یخرپاها یابینهیبه

 تواندیم افتهی که روش بهبود دهدیآمده نشان م دست به جیبهبود داده شده است. نتا یعسل مصنوع یاجتماع زنبورها تمیبهتر، الگور

خرپاها با  یتوپولوژ یابینهیکند. به ادیپ گرید یهابزرگ نسبت به روش یاسکلت یهاساختمان یتوپولوژ یابینهیدر به یبهتر یهاجواب

در  یدهایپژوهش وزن سازه و ق نیشده در ا قرار گرفت. تابع هدف در نظر گرفته یمورد بررس [۳۹] سازگار توسط صدر بیروش تقر

 .باشدیسازه م یداریا و پاهگره در ییجاجابه ،یو فشار یتنش مجاز کشش یدهایشده، ق نظر گرفته

                                                           
1 Adding member scheme 
2 Dual 
3 Rigid-plastic relationship 
4 Elastic layout optimization 
5 Singular topologies 
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روش  نیدر ا یابینهیبه ندیرعت فرادقت و س شیو افزا MMC کردیرو ییبهبود روند همگرا یبرا یادومرحله یپژوهش، روش نیادر 

شروع مناسب  ینقطه نییتع یبرا یخط یزیرطرح و برنامه یابینهیدر استفاده از روش به قیتحق نیا یاصل یشده است. نوآور شنهادیپ

 یابینهیدر به یکرنش یکردن انرژ نهیوجود دارد، کم یحالت بارگذار کیکه تنها  یاست. در مسائل ریپذلاجزا متحرک شک کردیدر رو

 یشنهادیروش پ یتوسعه یبرا یاهیعنوان پابه دهیا نیاست که از ا کیطرح پلاست یابینهیکردن وزن در به نهیتوپولوژی، معادل کم

شرح داده  ۳در بخش  یادو مرحله کردیرو اتی، جزئ۲در بخش  یاضیمدل ر یارائهمسئله و  قیدق فیاستفاده شده است. پس از تعر

 یبرا یعدد یهاشیو انجام آزما MMCبر روش  یمبتن یمدل یجهت توسعه یسینومطالعه شامل برنامه نیا یهاگام .شده است

 کردیرو جینتا یسهیبخش با مقا نیآورده شده است. در ا ۴مربوطه در بخش  جیاست که نتا یشنهادیو دقت روش پ ییکارا یابیارز

 دهدیو نشان م پردازدیمعمول م یکردهاینسبت به رو یشنهادیپ کردیرو یایبه مزا ،مثال نیدر حل چند یادومرحله کردیمعمول و رو

 .ردیها مورد استفاده قرار گسازه یتوپولوژ یابینهیدر به یطور موثرتربه تواندیروش م نیکه ا

 

 مسئلهبیان ریاضی  -۲

 یابی طرحبهینه -1-۲

ی طراحی با استفاده از الف(. سپس دامنه-۲شکل شود )مسئله شروع مییابی طرح، با تعریف دامنه و شرایط مرزی فرایند بهینه

بهینه وجود توانند در سازه شود که بالقوه میها تعریف میهایی بین تمام گرهب( و المان-۲شکل شود )سازی میتعدادی گره گسسته

یابی زیر ی بهینهت( با حل مسئله-۲شکل ی بهینه )پ(. در نهایت سازه-۲شکل سازند )ی زمینه را میها سازهداشته باشند. این المان

 آید.به دست می
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حجم سازه، Vدر رابطه بالا،  
T

1 2, ,..., mA A AA  برداری شامل مساحت تمامm ی زمینه، عضو تعریف شده در سازه

 1 2, ,..., mq q qq و اعضای مقدار نیرو در این کنندهبردار بیان 
T

1 2, ,..., mL L LL  بردار طول اعضا است. در مسائل

2nماتریس تعادل با ابعاد  Bدوبعدی،  m  است که در آنn باشد. همچنین ی زمینه میها در سازهتعداد گرهf  بردار نیروی

ها و لی به گرهاعما  و  المان از رابطه های ماتریس تعادل برای هرباشد. درایهبه ترتیب تنش مجاز فشاری و کششی در اعضا می

 آید:ی زیر به دست می
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sکه در آن  s

i ix y   وe e

i ix y   های ابتدا و انتهای المان به ترتیب مختصات گرهi1کردن نهایتا با سر هم باشند.ام می 

، بایستی سطرهای متناظر با درجات آزادی )f=Bq (ی تعادلدر رابطهآید. به دست می Bبردارهای بالا برای تمام اعضا، ماتریس 

 گاهی حذف کرد. مقید را به دلیل مجهول بودن نیروهای تکیه

ت، حلگرهای متفاوتی وجود -۲شکل ی نشان داده شده در ریزی خطی بالا و به دست آوردن طرح بهینهی برنامهبرای حل مسئله

برای حل مسئله استفاده می Interior pointاستفاده شده است که از روش کارای  MOSEK . در این تحقیق از حلگر رایگاندارد

 . [۴1, ۴۰]کند 

ی طراحی شود تا کل دامنهها به صورت یکنواخت و با فواصل مساوی انجام مییابی طرح، عموما توزیع گرهی بهینهدر حل مسئله

ی ها در دامنهافزایش تعداد گره .هایی وجود داشته باشدگاه و محل اعمال بار، گرهپوشش داده شود. همچنین لازم است تا در تکیه

در نتیجه افزایش شدید حجم و زمان محاسبات  ها وشود اما باعث افزایش توانی تعداد المانتر میهینهطراحی، منجر به طرحی ب

های محاسباتی انتخاب شود. برای کاهش مشکل محاسبات ها بایستی با توجه به دقت مورد نیاز و محدودیتشود. بنابراین تعداد گرهمی

 .ده که در بخش بعد به آن پرداخته شده استدر مسائل با تعداد گره بالا، روشی پیشنهاد ش

 

f

   

 )ب(      )الف(

   

 )ت(      )پ(

ی زمینه و )ت( طرح ها، )پ( سازهی طراحی با گرهسازی دامنهی طراحی، )ب( گسسته، )الف( دامنهیابی طرحی بهینه: مراحل حل مسئله۲شکل 

 اند(های کششی با رنگ قرمز نشان داده شدهبی و المانبهینه )اعضای فشاری با رنگ آ

Fig. 2: Stages of solving the layout optimization problem: (a) design domain, (b) discretization of the design domain 

using nodes, (c) ground structure, and (d) optimal design (compressive members are shown in blue and tensile 

elements in red) 
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 ی آزادی بالامسائل با درجه -۲-۲

ی زمینه برابر ها در سازهی مسئله باشد، تعداد المانهای موجود در دامنهتعداد گره nدر صورتی که 
 1

2

n n 
خواهد بود. از  

بالا و به طبع تعداد المان بسیار  ها رابطه دارد، در مسائل با تعداد گرهی زمینه با توان دوم تعداد گرهها در سازهجا که تعداد المانآن

اینگونه مسائل را عملا  حل که اساسی استیک چالش  . این موضوعیابدبالاتر، نیاز به حافظه و زمان تحلیل به سرعت افزایش می

 زد.اسغیرممکن می

ی یابی با تعداد المان کاهش یافته در سازهی بهینهل مسئلهراهکار موثری که برای حل این مشکل پیشنهاد شده است، شروع ح

 :[۲۹]شود ی زیر محاسبه میزمینه است. سپس کرنش مجازی در تمامی اعضای بالقوه مطابق رابطه
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آید. انواع حلگرهای برنامهریزی خطی به دست میی همزاد برنامهبردار جابجایی مجازی است که از حل مسئله uی بالا در رابطه

دهند و بنابراین برای به ی اصلی میرا نیز به عنوان خروجی مسئله 1، مقادیر متغیرهای همزادMOSEKریزی خطی مانند حلگر 

ی با تعداد المان ی زمینهی جدیدی نیست. قابل ذکر است که با وجود حل مسئله در سازهحل مسئلهت آوردن این بردار نیاز به دس

ی زمینه با تمامی های سازهها محاسبه شده است و بنابراین کرنش مجازی در تمامی الماندر تمامی گره uکاهش یافته، بردار 

1iی میشل رابطه شرط بهینگیی بهینه، طبق ها قابل محاسبه است. در سازهصالات ممکن بین گرهات   برقرار است. بنابراین در

ریزی خطی حل میی برنامهی زمینه اضافه و دوباره مسئلههای با کرنش مجازی بزرگتر از یک به سازهی بعد، بخشی از المانمرحله

ی بهینه، ها برای رسیدن به سازهد. تعداد گامکنمی ادامه پیدا ی بهینههای سازهاین کار تا برقراری شرط بهینگی برای تمام المان د.شو

ها کمتر مشود. هر چه این تعداد بیشتر باشد تعداد گای زمینه اضافه میهایی دارد که در هر مرحله به سازهبستگی به تعداد المان

 د ولی زمان به دست آوردن پاسخ در هر گام افزایش خواهد یافت.خواهد بو

 (MMCرویکرد اجزا متحرک شکل پذیر ) -۳-۲

 jی شماره ءشود. جزهمانطور که از نام رویکرد مشخص است، توپولوژی سازه با استفاده از شکل و موقعیت تعدادی جزء تعیین می
موقعیت و شکل این جزء  چین قرار دارد.نشان داده شده با خط، Dی طراحی مستطیل شکل را در نظر بگیرید که در دامنه ۳شکل  در

۲توصیف توپولوژیبا تابع   yو  x( با مختصات Qای دلخواه از دامنه )در نقطه ,j x y شود:و به شکل زیر تعریف می 
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اگر مقدار تابع 
j ی طراحی مثبت باشد، آن نقطه جزئی از سازهای در دامنهدر نقطه  ( است و اگر برابر با صفر باشد بر روی )

گیری از نتایج، توپولوژی و اجتماع ی طراحیقرار دارد. با محاسبه مقدار تابع فوق برای تمام اجزا در دامنه( مرز جزء مورد نظر )

 آید:سازه به دست می

 
(5) 

   1, max ,..., kx y    

                                                           
1 Dual 
2 Topology description functions (TDF) 
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 یک جزء و تابع توصیف آن: ۳شکل 

Fig. 3: A component and its topological description function 

 

تابع  ,j x y توان اشکال برای تعریف این تابع بیشتر باشد، می به اشکال مختلف قابل تعریف است. هر چه تعداد متغیرها

 امر به افزایش زمان محاسبات منجر آید؛ اما اینتری به دست میهتر و بهینتری برای هر جزء داشت و بنابراین توپولوژی منعطفپیچیده

 ء استفاده شده است:ی زیر برای تابع توصیف جزشود. در این تحقیق از رابطهمی

 
(6)  
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 :همچنین در نظر گرفته شده است و ۶ت که در این تحقیق برابر ز صفری استر ابزرگو عدد صحیح زوج  p که در آن
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(8)   1, 2, 3, 2, 1,2

3,2
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2 2

j j j j j
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t t t t t
f x x x t

d d

  
    

(، نصف jd(، نصف طول جزء )jyوjxء )مختصات مرکز جز ، با هفت متغیر طراحیjی شکل جزء شماره ۸تا  ۶در روابط 

,1ضخامت ابتدا، انتها و وسط جزء ) 2, 3,, ,j j jt t tو همچنین زاویه )( ی جزء با  افقjتعریف می )( 4شکل شود .) جزء نشان داده شده

(، نسبت به محور عرضی لزوما 3tو  1tهای ابتدا و انتها )در این شکل نسبت به محور طولی متقارن است، اما به دلیل تفاوت ضخامت

 توان در بردار متغیر طراحی جزء نوشت:را می این متغیرها برای هر جزء .باشدمتقارن نمی

 
(9) 

 1, 2, 3,, , , , , ,j j j j j j j jx y d t t t X  
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 ی آنء و متغیرهای تعریف کنندهیک جزشکل  :4شکل 

Fig. 4: The shape of a component and its description variables. 

 

های چهار گرهی و ی طراحی با استفاده از المانبرای تحلیل سازه از روش المان محدود استفاده شده و دامنه، MMC در روش

0eتوان به صورت ماتریس سختی هر المان را می .سازی شده استشبکه مستطیلی منظم گسسته eEk k  0نوشت که در آنk 

های به وجود یا عدم وجود ماده در گره eEماتریس سختی المان در روش المان محدود با فرض مدول یانگ برابر با واحد است. مقدار 

آن المان بستگی دارد که با علامت تابع ,x y ر تابع شود. بنابراین ابتدا مقداتعیین می ,x y های در گره ۵ی مطابق رابطه

ام و با فرض استفاده از المان چهارگرهی، مدول یانگ با -eشود. سپس برای المان ی طراحی محاسبه میمدل المان محدود دامنه

 آید:ی زیر به دست میگیری و از رابطهمیانگین
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را  است که تابع  1ای هموار شدهتابع پله Hباشد و ی اجزاء )و سازه( میی تشکیل دهندهمدول یانگ ماده 0Eی بالا در رابطه

 گرداند:به مقدار یک یا صفر برمی
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 کی کوچکترین بعد چهار برابرو حداقل  ۰۰1/۰به ترتیب برابر با   𝜖و   𝛿مقادیرکند. پذیر میای آن را مشتقهموار بودن تابع پله

اند هایی که با ماده پوشانده نشدهمدول یانگ المان که شودباعث می مقدار غیرصفر در نظر گرفته شده است. یاگرهالمان چهار 

کوچک ولی غیرصفر به دست آید و در نتیجه از مشکلات عددی در حل المان محدود جلوگیری شود. در نهایت ماتریس سختی به 

( و در صورت لزوم میدان Uیدان جابجایی )( و به دست آوردن مKی ماتریس سختی کل )دست آمده در هر المان برای محاسبه

 شود.تنش استفاده می

با پیدا کردن متغیرهای تعریف شکل و  به شکل ریاضی به صورت کمینه کردن تابع هدف MMCیابی با رویکرد ی بهینهمسئله

 شود:( و با توجه به قیدهای دیگر، مانند قید حجم نوشته میjXموقعیت هر جزء )

                                                           
1 Smoothed Heaviside function 

A
C
C
E
P
T
E
D
 M

A
N

U
S
C
R
IP

T



11 

 

 

 

 
(12) 
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قیود هندسی بر روی شکل و  maxXو minX ی سازه و نهایتاهحجم بیشین V*بردار جابجایی،  Uبردار نیرو،  F ،ی بالادر رابطه

بایستی  هر جزء و همچنین مرکز اشاره کردمنفی نبودن ضخامت و طول اجزا توان به میی قیود هندسی موقعیت اجزا هستند. از جمله

 ( قرار داشته باشد.Dی طراحی )در دامنه

یابی ترین توابع هدف در بهینهکی از رایجبیشینه کردن سختی سازه به ازای حجم معینی از مواد، یکی از مسائل کاربردی و ی

Tتوان آن را به شکل کمینه کردن ضریبی از انرژی کرنشی در معادلات وارد کرد: توپولوژی است که می  U Fیق نیز ین تحق. در ا

 یابی در نظر گرفته شده است.ی بهینهاین تابع هدف در مسئله

 دلخواه ی گرادیان تابع هدف نسبت به متغیر طراحی، نیاز به محاسبهMMAیابی فوق با استفاده از حلگر ی بهینهبرای حل مسئله

(aاست. گرادیان محاسبه شده، میزان حساسیت تابع هدف به تغییر هر کدام ا ) ز متغیرهای طراحی مانند شکل و موقعیت اجزا را نشان

ی نهایی در ادامه خوانندگان، نتیجه ترساده آورده شده است که برای دسترسی [۹] یل حساسیت فوق در مرجعدهد. جزئیات تحلمی

 شود:آورده می
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K

u u u k u  

s(، 1۳) یدر رابطه
k همچنین  .ه استبیانگر ماتریس سختی هر المان است که به تابع توصیف توپولوژی وابستNE  تعداد کل

 دهد.ها در روش اجزای محدود را نشان میالمان

 رویکرد پیشنهادی -۳

یابی های بهینهیابی غیرخطی است. برای حل آن با روشی بهینهیابی شرح داده شده در بخش قبل، یک مسئلهی بهینهمسئله

 ،جزئیات این محاسباتی مطالعههای طراحی محاسبه شود. برای بع هدف و قیدها نسبت به متغیری یک، لازم است تا گرادیان تامرتبه

یابی ، از حلگرهای بهینهی بهینهپیدا کردن نقطهها و برای ی گرادیانمراجعه نماید. بعد از محاسبه [۴۲]تواند به مرجع خواننده می

, ۴۳]های متحرک به کار گرفته شده است. جزئیات این حلگر نیز در مراجع شود که در این تحقیق، روش مجانبغیرخطی استفاده می

 شرح داده شده است. [۴۴

یابی شرح داده شده، غیرمحدب بودن آن است. در مسائل بهینهی بهینهعلاوه بر غیرخطی بودن، چالش اصلی مهم دیگر در مسئله

ی محلی است. این یابی دارای چندین بهینهی بهینهدی از توابع هدف یا قیدها غیرمحدب و در نتیجه مسئله، عموما تعدایابی سازه

ی شروعی ی شروع دارد. انتخاب نقطههای مبتنی بر گرادیان، جواب به دست آمده وابستگی زیادی به نقطهبدین معنا است که در روش

نیز در حل مسائل  MMCیابی رویکرد بهینه مسئله دارد. حلیر بسزایی در دقت و همچنین سرعت ی کلی تاثنزدیک به جواب بهینه

ی اجزا بر توپولوژی نهایی تاثیر فراوانی دارد و گاهی باعث میای با این چالش مواجه است. چیدمان، موقعیت و شکل اولیهمختلف سازه

 های غیربهینه همگرا شود. شود الگوریتم به جواب

ی توان جواب بهینهای خطی و محدب است و مییابی طرح، مسئلهی بهینهنشان داده شد، مسئله 1که در معادلات  طرفی همانطوراز 

ی به دست آمده از ی به دست آمده از این روش، معادل طرح بهینهطرح بهینهکلی مسئله را با دقت و سرعت بالایی به دست آورد. 

و  [۴۵]است. اثبات این موضوع در مرجع  MMCیابی توپولوژی از جمله روش های بهینهسازه در روشکمینه کردن انرژی کرنشی در 
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سازی کرد ای را پیادهحلهتوان از این ویژگی استفاده و الگوریتمی دو مربنابراین میهمچنین در پیوست این تحقیق آورده شده است. 

یابی توپولوژی حل شود. سپس جواب به دست ی بهینهیابی طرح با شرایط مرزی مشابه مسئلهی بهینهی اول، مسئلهکه در مرحله

وجه با تمورد استفاده قرار گیرد.  MMCی شروع( در الگوریتم غیرخطی رویکرد ی دوم به عنوان توپولوژی اولیه )نقطهدر مرحله ،آمده

تر به همگرایی سریع MMCی شروع در روش توان انتظار داشت که استفاده از این پاسخ به عنوان نقطهزی دو مسئله میاربه هم

ی به دست آمده . برای این منظور نیاز است تا طرح بهینههای محلی جلوگیری کندمسئله کمک کند و از گیر افتادن مسئله در کمینه

ی اول به ی به دست آمده از مرحلهجواب بهینه برگرداندنبرای  برگردانده شود. MMCمتغیرهای طراحی روش  یابی طرح بهاز بهینه

استفاده می ،ی زمینهام سازه-iهای المان ام از داده-jبرای به دست آوردن پارامترهای جزء از روابط زیر ی دوم، ی شروع مرحلهنقطه

 شود:
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باشد. با توجه به اینکه طرح به می MMCضخامت صفحه در تحلیل المان محدود دو بعدی در رویکرد  thicknessکه در آن

را محدودتر  maxXو  minXتوان قیود هندسی ی دوم میی کلی است، در مرحلهی اول بسیار نزدیک به بهینهدست آمده از مرحله

انتخاب کرد زیرا توپولوژی سازه نیاز به تغییر چندانی ندارد. این امر مشابه کاهش تعداد متغیرهای طراحی، به افزایش سرعت همگرایی 

ی ی اولیهی زاویهدرجه ±۵جزء برابر  ی هریههای حل شده در این تحقیق، مقدار تغییر زاوشود. در مثالی دوم منجر میدر مرحله

درصد ضخامت اولیه و نهایتا  ±۵۰ابتدا، انتها و وسط هر جزء برابر  درصد نصف طول اولیه، ضخامت ±1۵جزء، نصف طول هر جزء برابر 

 تر دامنه در نظر گرفته شده است.مقدار تغییر موقعیت مرکز هر جزء ضریب کوچکی از طول جزء کوتاه

 یابیآمده از بهینهدستیابی با استفاده از طرح و مساحت اعضای بهای پیشنهادی، محدود کردن فضای بهینهروش دومرحلهدر 

گیرد، زیرا شکل می MMC یابیدر فضای بهینه بهینه ینقطه ای نزدیک بهنقطه اطرافطرح، مزیتی اساسی است. این محدودیت در 

طرح، معادل  یابیی کلی به دست آمده است. پاسخ بهینهی محدب با جواب بهینههیک مسئلاز حل  ،ی اولی مرحلهطرح بهینه

ی شروع بسیار مناسبی برای آمده از این مرحله، نقطهدستکردن انرژی است. بنابراین، توپولوژی بهتوپولوژی بهینه با تابع هدف کمینه

ی کلی، خطر گرفتار شدن در ی شروع نزدیک به بهینهاین نقطه خواهد بود. MMC غیرمحدب در روش یابیی دوم بهینهمرحله

 .شودتر و دقت بالاتر در حل مسئله میدهد و منجر به همگرایی سریعهای محلی غیرمطلوب را کاهش میبهینه

ی نقطهبا به دست آوردن  MMCهای روش نوآوری این تحقیق افزایش سرعت همگرایی و بهبود پاسخ به طور خلاصه، بنابراین

به دست  MMCی یابی طرح با شرایط مرزی مشابه مسئلهی بهینهی شروع از حل یک مسئلهاین نقطهکه  باشدشروع مناسب می

 آید.می
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 عددی  مسائل -4

ها، نسبت برای بررسی کارایی رویکرد پیشنهادی، جزئیات و نتایج حل سه مثال در این قسمت آورده شده است. در تمامی مثال

و مدول یانگ  ۳/۰پواسون 
2

N

m
ای مورد بررسی قرار و رویکرد دو مرحله MMCبا هر دو رویکرد معمول  مثال هر سهباشد. می 1 

برای مقایسه مدت زمان رسیدن به پاسخ در دو  وحل Matlab2022a  با استفاده از کدنویسی در محیط هااند. تمامی مثالگرفته

 GB 7.90و Intel(R) Core(TM) i7 6700HQ CPU @ 2.60GHz روی سیستمی با مشخصاتبر ها ثالی مرویکرد، همه

RAM اندهاجرا شد . 

ارائه شده، حل  [۹]مرجع  وستیکه در پ 1با استفاده از کد منبع باز MMC معمول مرتبط با روش یهامثال همچنین تمامی

دو  کردیدر رو یابینهیدوم به یدر مرحله نیکد همچن نینشده است. ا جادیا MMAحلگر  ایکد  یدر پارامترها زین یرییاند و تغشده

پژوهشگران  ریتوسط سا دییو تأ دیقابل بازتول یپژوهش به راحت نیا جینتا نیاستفاده قرار گرفته است، بنابرا ردمو یشنهادیپ یامرحله

ها شده و مورد استفاده بودن آنشناخته لیبه دل ،مطالعه نیشده در امطرح یهامثال یمرز طیهندسه و شرا انتخابهمچنین  .باشدیم

مطالعات به طور  ریبا سا قیتحق نیا جیتا نتا کندیامکان را فراهم م نیا وبوده است  یوپولوژت یابینهیبه یدر مقالات معتبر حوزه

 .شوند سهیمقا میمستق

 ی اول مسئله -1-4

نیوتونی  1 باشد که به میانه لبه سمت راست آن بار متمرکزمتر می ۴و  1۰مسئله اول یک تیر طره با طول و ارتفاع به ترتیب برابر 

یشینه و افتن توپولوژی با سختی ب(. هدف از این مسئله ی۵شکل های لبه سمت چپ آن مقید شده است )جاییجابه اعمال شده و

*درصد دامنه طراحی ) ۴۰حداکثر حجم 

00.4V Vیابی طرح ش بهینهباشد. از آنجا که تعداد اعضای سازه به دست آمده از رو( می

نیز برابر  MMCشده برای رویکرد معمول عضو است، جهت مقایسه هر چه بهتر نتایج در دو رویکرد، تعداد اجزای در نظر گرفته ۸برابر 

 باشد.جزء می ۸

1های اولیه )برای تمام اجزا ضخامت  2 3, ,t t t)  1۵/۰برابر ( متر و نصف طول اولیهd برابر )ی اجزا با محور افق متر است. زاویه ۳

شده  متر است. طرح اولیه با پارامترهای ذکر ۲و  ۵باشد و فاصله مرکز به مرکز اجزا در راستای افق و قائم به ترتیب برابر می ±۴۵برابر 

 ۹۸۶متر و در مدت زمان نیوتن ۶/1۲۹تابع هدف کمینه برابر  MMCفاده از روش معمول با است نشان داده شده است. ۶شکل در 

 آورده شده است.  ۷شکل ثانیه محاسبه شد که طرح بهینه آن در 

یابی طرح، طرح ر مرحله اول با استفاده از بهینهای پیشنهادی مورد بررسی قرار گرفت. دبار دیگر این مسئله با رویکرد دو مرحله

برگردانده  MMCروش  ( به طرح اولیه برای1۴با استفاده از روابط ) طرح نیدر ادامه، ا الف(.-۸شکل اولیه برای سازه به دست آمد )

ی دوم با استفاده از باشد که با حل مسئله در مرحلهنیوتون متر می ۸/1۳۰بع هدف در طرح برگردانده شده قدار تا(. مب-۸شکل شد )

دو طرح به وضوح نشان  نیا یسهی. مقا(پ-۸شکل ) حاصل شد نیوتون متر ۸/1۲۸ ینهیبا تابع هدف کم ییطرح نها، MMCرویکرد 

به  کمتری نسبت به توپولوژی مقدار تابع هدفبه  یی،نها توپولوژیاست.  یافتهعملکرد سازه بهبود  ،یابیبهینهمرحله دوم در که  دهدیم

تر نهیبه و ضخامت اعضا به خصوص در محل اتصال دو عضو به یکدیگر مواد عیتوزو  است افتهیدست  یابی طرحدست آمده از بهینه

 همانطور. است شده آورده ۹شکل  ایج، در ادامه سیر همگرایی به توپولوژی بهینه برای هر دو روش دربهتر نتبرای مقایسه . شده است

 روش اولیه مقدار از مراتب به و است نزدیک بهینه جواب به که اولیه جواب یک با پیشنهادی رویکرد با مسئله حل شودمی مشاهده که

 .شودمی همگرا بهینه جواب به کمتری بسیار تکرار تعداد در و شودمی شروع باشدمی کمتر MMC عمولم

ی ثانیه بود. مقایسه ۵۸۹برابر  پ-۸شکل داده شده در  یابی این رویکرد برای به دست آوردن توپولوژی نشانکل مدت زمان بهینه 

به ای در ی المان محدود مشابه، بیانگر سرعت بالاتر و همچنین دقت بیشتر رویکرد دومرحلهبا تعداد جزء برابر و شبکهرویکرد نتایج دو 

 .باشددست آوردن پاسخ بهینه می

                                                           
1 Open source 
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 ی تیر طرهی طراحی و شرایط مرزی مسئله: دامنه5شکل 

Fig. 5: Design domain and boundary conditions of the cantilever beam problem 

 

 MMCدر رویکرد  : توپولوژی اولیه6شکل 

Fig. 6: Initial topology in the MMC approach 

 

 

 ی تیر طرهی مسئلهبرا MMC: توپولوژی بهینه با رویکرد معمول 7شکل 

Fig. 7: Optimal topology using the conventional MMC approach for the cantilever beam problem 
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 )الف(

 

 )ب(

 

 )پ(

ی )پ( توپولوژی بهینه MMCشده از بهینه یابی طرح به روش  برگرداندهرح و )ب( طرح اولیه یابی ط: )الف( جواب به دست آمده از بهینه8شکل 

 ی تیر طرهبه دست آمده از رویکرد پیشنهادی در مسئله

Fig. 8: (a) The solution obtained from the layout optimization, (b) the initial design converted from the layout 

optimization to the MMC method, and (c) the optimal topology obtained from the proposed approach in the 

cantilever beam problem 
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 و رویکرد پیشنهادی MMC معمول : سیر همگرایی به توپولوژی بهینه برای روش9شکل 

Fig. 9: Convergence path to optimal topology for the conventional MMC method and the proposed approach 

 ی دوم مسئله -۲-4

نیوتن( به وسط دهانه آن اعمال  1باشد که بار واحد )متر می 1و  ۷ترتیب دومین مثال یک تیر دو سر مفصل با طول و ارتفاع به 

 ۵۶۰×۸۰ی طراحی به باشد. برای تحلیل سازه دامنهدرصد دامنه طراحی می ۳۰(. قید حجم برای این مثال برابر1۰شکل شده است )

1) ی ضخامت، مقادیر اولیهMMCسازی شده است. در رویکرد معمول المان چهار گرهی گسسته 2 3, ,t t t) متر و نصف  ۰۴/۰بر برا

باشد. جهت پیوستگی درجه می ±۲۰اولیه  متر و زاویه ۵/۰ی مرکز اجزا فاصلهمتر در نظر گرفته شده است.  ۷/۰( برابر dطول اولیه )

شده و قدری مختصات افقی مراکز این اجزا نیز تغییر  گرفتهر متر در نظ ۹/۰( برابر d)گاه، نصف طول تعدادی از اجزا مسیر بار تا تکیه

 جزء استفاده شده است. ۲۴ای، در هر دو روش از مرحلهو رویکرد دو MMCداده شده است. برای مقایسه رویکرد معمول 

رویکرد ی بهینهچیدمان همچنین نشان داده شده است.  11شکل در  MMC ی به دست آمده از رویکرد معمولچیدمان بهینه

ب نشان داده شده است. با در -1۲شکل الف( در -1۲شکل ی به دست آمده از طرح پلاستیک )ای با در نظر گرفتن طرح اولیهدومرحله

ثانیه و همچنین مقدار  ۵۸۷به  ۳۴۸۲یابی از ، زمان بهینهMMCی شروع در روش ی پلاستیک به عنوان نقطهرح بهینهگرفتن طنظر 

که رویکرد پیشنهادی زمان حل بسیار کمتری  کاهش یافته است. در این مثال علاوه بر اینمتر نیوتن ۹۸/۲1۰به  ۸/۲۳۷تابع هدف از 

ی به تری نیز همگرا شده است. با توجه به تقارن هندسه و بارگذاری مسئله، طرح بهینهوح به جواب بهینهبرابر(، به وض ۶دارد )حدود 

( متقارن نیست. همچنین علیرغم ارضا شرط همگرایی، اجزایی در طرح نهایی وجود دارند که 11شکل آمده از رویکرد معمول ) دست

ی شروع و یا تغییر ، با تغییر نقطهMMCندارند. در رویکرد معمول  ایی با سایر اعضا نداشته و آشکارا عملکرد سازهتگی کافپیوس

بسیار  همراه با سعی و خطا و تری برای این مسئله به دست آورد که فرایندیهای مناسبتوان پاسخ، میMMAپارامترهای حلگر 

 ای وجود ندارند.دو مشکل در رویکرد دومرحلهکدام از این . هیچاستبر زمان
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 ی طراحی و شرایط مرزی تیر دوسر مفصل: دامنه10شکل 

Fig. 10: Design domain and boundary conditions of the simply supported beam 

 

 برای تیر دو سر مفصل MMCهینه با رویکرد معمول روش : توپولوژی ب11شکل 

Fig. 11: Optimal topology using the conventional MMC method for the simply supported beam 

 

 

 )الف(

 

 )ب(

 ی به دست آمده از رویکرد پیشنهادی برای تیر دو سر مفصلپولوژی بهینهیابی طرح و )ب( تو)الف( جواب به دست آمده از بهینه :1۲شکل 

Fig. 12: (a) The solution obtained from the Layout optimization, and (b) the optimal topology obtained from the 

proposed approach for the simply supported beam 

 ی سوم ئلهمس -۳-4

شکل است که هندسه و شرایط مرزی آن در 1شکلای قلابای در دامنهی سازهدست آوردن توپولوژی بهینههدف از این مسئله به 

چپ دامنه گیردار می شود و قسمت بالا سمتنشان داده شده است. بار یک نیوتن در قسمت بالای لبه سمت راست اعمال می 1۳

                                                           
1 L-shaped bracket 
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المان چهار گرهی برای تحلیل المان محدود استفاده شده  ۴۰۹۶باشد و تعداد ی طراحی میدرصد دامنه ۵۰باشد. قید حجم برابر 

 است. 

1، ضخامت اولیه تمام اجزا )MMCرویکرد معمول  در 2 3, ,t t t)  متر ۰۲/۰برابر ( و نصف طول اولیهd برابر )متر در نظر  ۲/۰

ثانیه با تابع هدف  1۹۳۷ی به دست آمده پس از باشد. توپولوژی بهینهجزء  ۳۲شود طرح اولیه شامل گرفته شده است که موجب می

الف و طرح بهینه با در -1۵شکل یابی طرح در از روش بهینهشان داده شده است. طرح به دست آمده ن 1۴شکل متر در نیوتن ۲/1۷۲

مسئله با استفاده از رویکرد  ب آورده شده است. جواب بهینه برای این-1۵شکل نظر گرفتن طرح پلاستیک به عنوان نقطه شروع، در 

باشد. همانطور که مشاهده میمتر مینیوتن 1۵۵ثانیه به دست آمده است و مقدار تابع هدف برای طرح بهینه  ۳۲ای تنها در مرحله دو

 تری حاصل شده است.  برابری داشته و همچنین جواب بهینه ۶۰زمان اجرا کاهش چشمگیر حدود  ،شود
 

 

 و بارگذاری و شرایط مرزی L-Shapeی طراحی : دامنه1۳شکل 

Fig. 13: Design domain of L-shape problem and loading and boundary conditions 

 

 L-Shapeدر سازه  MMCروش  معمولتوپولوژی بهینه با رویکرد  :14شکل 

Fig. 14: Optimal topology using the conventional MMC method in an L-shape structure 
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 )ب(      )الف(

 ی به دست آمده از رویکرد پیشنهاد در سازه یابی طرح و )ب( توپولوژی بهینه)الف( جواب به دست آمده از بهینه: 15شکل 

L-Shape 

Fig. 15: (a) The solution obtained from the layout optimization, and (b) the optimal topology obtained from the 

proposed approach in the L-shape structure 

حقیق نمییابی توپولوژی با در نظر گرفتن قید تنش است. اگرچه این موضوع هدف این تدر بهینه 1این مثال یکی از مسائل معیار

ای پیشنهادی به و رویکرد دو مرحله MMCدر دو توپولوژی بهینه که با رویکرد معمول  ۲سزیفون مباشد، با این حال توزیع تنش 

 تری برخوردار است والف از توزیع یکنواخت-1۶شکل ب نسبت به -1۶شکل آورده شده است. تنش در  1۶شکل در ، دست آمده

 ست.کاهش یافته ا مقدار بیشینه تنش همچنین

 

 (ب)     )الف(

 L-Shapeر سازه ای د)الف( با رویکرد معمول و )ب( با رویکرد دو مرحله سزیفون متوزیع تنش  :16شکل 

                                                           
1 Benchmark 
2 Von Mises 
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Fig. 16: Von Mises stress distribution: (a) with the conventional approach and (b) with the two-stage approach in 

the L-shape structure 

 گیریبندی و نتیجهجمع -5

پذیر اجزا متحرک شکل یابیهای روش بهینههبود پاسخای جهت افزایش سرعت همگرایی و بدر این تحقیق، رویکردی دومرحله

(MMCارائه شد. با توجه به غیرمحدب بودن مسئله ) یMMCی شروع حل مسئله( ، توپولوژی بهینه بسیار به توپولوژی اولیه )نقطه

با تابع هدف  MMCروش  یی اصلی در این پژوهش معرفی نقطه شروعی مناسب و نزدیک به پاسخ بهینهبنابراین ایدهوابسته است. 

ای ی سازهیابی طرح و توپولوژی بهینهباشد. رویکرد ارائه شده بر مبنای معادل بودن طرح به دست آمده از روش بهینهانرژی کرنشی می

بندی ی سازه با استفاده از فرمولی اول از رویکرد پیشنهادی، طرح بهینهکمینه )سختی بیشینه( است. در مرحلهبا انرژی کرنشی 

برگردانده  MMCآید. سپس این پاسخ به متغیرهای طراحی رویکرد یابی طرح و در زمان بسیار کوتاهی به دست میخطی بهینه

گیرد. در نهایت توپولوژی بهینه با استفاده از این طرح اولیه و مورد استفاده قرار می MMCی شروع الگوریتم شود و به عنوان نقطهمی

 شود.حاصل می MMCابی یطی فرایند بهینه

ها یابی توپولوژی با تابع هدف انرژی به کار گرفت چرا که این روشهای رایج بهینهتوان برای سایر روشهمچنین این رویکرد را می

، است انتخاب مناسبی MMCها، رویکرد کنند. با این حال در بین این روشیابی غیرمحدب را حل میضی بهینهی ریانیز یک مسئله

توان شود. بنابراین میدر این رویکرد توپولوژی سازه با تعریف شکل و موقعیت تعدادی جزء و با استفاده از روابط تحلیلی بیان می زیرا

 بیان کرد. MMCیابی طرح را به صورت اجزا رویکرد به آسانی جواب به دست آمده از بهینه

ی نتایج بیانگر ای حل شد. مقایسهو همچنین رویکرد دومرحله MMCکرد معمول یابی توپولوژی با رویتعدادی از مسائل رایج در بهینه

در رویکرد  مترنیوتن ۶/1۲۹ از در مسئله اول، مقدار تابع هدف ای است.تر رویکرد دومرحلههای بهینهسرعت بسیار بالاتر و جواب

ثانیه رسیده است. در مسئله  ۵۸۹ثانیه به  ۹۸۶از  یابی نیزبهینهکاهش یافته و زمان  در رویکرد پیشنهادی مترنیوتن ۸/1۲۸معمول به 

ثانیه کاهش پیدا کرده  ۵۸۷ثانیه به  ۳۴۸۲متر کاهش یافته و زمان حل از نیوتن ۰/۲11متر به نیوتن ۸/۲۳۷ز دوم، مقدار تابع هدف ا

 ۳۲ تنها ثانیه به 1۹۳۷از  نیز افته و زمان حلمتر بهبود ییوتنن ۰/1۵۵متر به نیوتن ۲/1۷۲است. در مسئله سوم، مقدار تابع هدف از 

عمال ی بهینه است. همچنین دلیل دیگر، ای نزدیک به نقطهادلیل اصلی سرعت بالای همگرایی، شروع از نقطه .ثانیه کاهش یافته است

شود. از دیگر دسی اعمال میای در قیود هنهای طراحی است که در رویکرد دومرحلهی کمتر تغییرات بر روی تعدادی از متغیردامنه

 باشد.می 1پردازشتر برای ساخت، بدون نیاز به پسهای مناسبمزایای این رویکرد، به دست آوردن توپولوژی

های صرفا کششی و فشاری نزدیکای با المانیابی توپولوژی، هر چه قید حجم کمتر باشد، توپولوژی سازه به سازهدر مسائل بهینه

تری را به دست های مناسبی اول، این رویکرد پاسخیابی طرح در مرحلهگیری رویکرد پیشنهادی از بهینهتوجه به بهرهشود و با تر می

تر باشد که تواند موثربعدی، استفاده از این رویکرد در اینگونه مسائل میدهد. با توجه به تعداد درجات آزادی بیشتر مسائل سهمی

یابی های دیگر بهینهیابی طرح برای نقطه شروع در روشاین مقاله است. همچنین استفاده از بهینه موضوع تحقیق بعدی نویسندگان

یابی یابی توپولوژی با قید تنش با استفاده از بهینهح تراز و همچنین بهینههای مبتنی بر سطهای مبتنی بر چگالی یا روشمانند روش

 و تحقیق باشند.توانند موضوعاتی کاربردی برای بررسی طرح می

 

 پیوست -6

یابی طرح بندی الاستیک و کمینه کردن وزن در بهینهاین پیوست به اثبات معادل بودن کمینه کردن انرژی کرنشی در فرمول

توان با فرض ( را می1ریزی خطی آورده شده در )برنامهی پردازد. مسئلهپلاستیک می    ت:، به شکل زیر نیز نوش 

                                                           
1 Post-processing 
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T

Find ,

min

subject to:

0 , 1,2,...,i i

V

q q i m



 

 

 

 

 



 

q q

L
q q

B q q = f

 

ی بالا در مسئله
q و

q ریزی خطی ی برنامهمسئلهد های تحت کشش و فشار است. شکل همزابه ترتیب مقدار نیرو در المان

 آید:هدف و قیدها به دست میبالا با نوشتن تابع لاگرانژ تابع 

 

 
(16) 

T

T
T

Find

min

subject to:







u

f u

L
B u

 

Tکه در آن 

1 1 2 2, , , ,..., ,x y x y x y

n nu u u u u u   u ی کمینه کردن باشد. از طرف دیگر، مسئلهها میبردار جابجایی مجازی در گره

 شود:بندی الاستیک به شکل زیر نوشته میانرژی کرنشی با فرمول
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T

*

1

Find ,

min

s.t.

0 1, 2,...,

m

i i i

i

i

C

V A L V

A i m







 

 



u A

f u

ku f  

توان به شکل( را میkماتریس سختی )
1

m

i i

i

V


k k بازنویسی کرد که در آنT

2

i
i i i

i

E

L
k B B  وiB  ستونi-ام ماتریسB 

ی تعادل الاستیک به شکلاست. با جایگذاری در قید تعادل، معادله
1

m

i i

i

V


 k u f ی تعادل شود. انرژی پتانسیل در نقطهنوشته می

، به شکل زیر 1کمینه -یشینهبندی بتوان با استفاده از فرمولمی را باشد، بنابراین مسئله( میCسازه برابر با منفی نصف تابع هدف )

 :[۴۵]بازنویسی کرد 

 

 

 
(18) 

T T

*

1

1
max min

2

s.t.

1, 2,...,

0

i

i i
uV

i R

m

i

i

i

V

V V i m

V





  
  

  

 







u k u f u

 

 توان ترتیب بیشینه و کمینه کردن را جابجا کرد:ی است که میی زینمقعر بالا یک نقطه-ی محدبجواب مسئله

                                                           
1 Max-min formulation 
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(19) 

*
T Tmin max

2
i

u i R

V



 
 

 
u k u f u  

 1ی غیرمقید محدب و غیرهمواری بالا یک مسئله( استفاده شده است. مسئلهV*که در آن از تمام ماده تعریف شده در قید حجم )

 توان به شکل مقید زیر هم نوشت:باشد. این مسئله را میمی uاست که تنها متغیر طراحی آن بردار 

 

 
(20) 

T

*
T

min

s.t.

1 1,2,...,
2

u

i

V
i m



 

f u

u k u

 

Tیبا استفاده از رابطه

2

i
i i i

i

E

L
k B B توان نوشت:می ۲ا یک حالت بارگذاریکه قبلا بیان شد و برای مسائلی ب 

 
(21) 

2

T T

i i i

i

E

L

 
   
 

u k u B u  

 شود:کردن انرژی کرنشی به شکل زیر نوشته می ی الاستیک کمینهبنابراین مسئله

 

 

 
(22) 

T

* T

Find

min

subject to:

1 1 1,2,...,
2

i i

i

V E
i m

L



   

u

f u

B u

 

ابی بالا با انتخقید مسئله
*

2

iV E
  به شکل

T
T




L
B u ی بالا همان شکل همزاد مسئله شود. بنابراین مسئلهنوشته می

 یابی طرح مبتنی بر تحلیل پلاستیک است.بهینه

حلی دهد که هر راههای نیرو با مسائل کمینه کردن انرژی کرنشی در مسائلی با یک حالت بارگذاری نشان میمعادل بودن روش

شوند(، منجر به یافتن توپولوژی بهینه برای ریزی خطی حل میبندی مبتنی بر تحلیل پلاستیک )که به سادگی با برنامهبرای فرمول

بیانگر  کیپلاست لیبر تحل یطرح مبتن یابینهیبارت بهعاستفاده از شود. کردن انرژی کرنشی در چارچوب طراحی الاستیک می کمینه

علاقمندان  .شودیها در نظر گرفته نممکان رییتغ یو سازگار شوندیمارضا تنها معادلات تعادل  یابی،ی بهینهمسئلهدر است که  آن

مراجعه  [۴۵]توانند به مرجع برای توضیحات بیشتر به خصوص برای مسائلی با چند حالت بارگذاری و یا مسائل تحت بار وزن سازه می

 نمایند.

                                                           
1 Non-smooth 
2 Single load case 
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 فهرست نمادهای انگلیسی

ix افقی مرکز جزء یمختصه  

iy مرکز جزء قائم یمختصه  

A مساحت اجزای خرپایی  
q مقدار نیرو اعضا خرپایی  

f ها بردار نیرو اعمالی در گره  

L طول اعضا خرپایی  
V حجم سازه  

B ماتریس تعادل  
Q ای دلخواه از دامنهنقطه  

D ی طراحیدامنه  

iu جایی مجازیبردار جابه  

p صحیح زوج مورد استفاده در تابع توصیف توپولوژی  عددیک   

 نصف طول جزء
jd  

t ضخامت جزء  
0E مدول یانگ  

 های طراحی یک جزءبردار متغیر
jX  

K ماتریس سختی  
U جاییبردار جابه  

u بردار جابجایی مجازی  

F بردار نیرو   

V* زهی ساحجم بیشینه  

 

 فهرست نمادهای یونانی

 ضریب پواسون  

 تنش مجاز کششی   

 تنش مجاز فشاری   

 کرنش مجازی
i  

 تابع توصیف توپولوژی
j  

 زاویه جزء با افق
j  

 اییک عدد کوچک و مثبت در تابع پله  
 اییک عدد کوچک و مثبت در تابع پله  

 هدفتابع   
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Structural Topology optimization utilizing Linear 

Programming and Moving Morphable Components 

Approach  
 

ABSTRACT  
Moving morphable components (MMC) is a relatively new and effective approach in structural topology 

optimization. In comparison with other common methods in topology optimization such as density-based methods and 

level-set-based methods, it requires fewer design variables and the boundary of the structure is defined explicitly. 

However, the obtained topology is highly dependent on the initial shape and position of the components. On the other 

hand, plastic layout optimization utilizes linear programming to find the global optimum of the structural optimization 

problem. Assuming rigid plastic behaviour for material, the optimum layout can be obtained very fast. The optimum 

layout gives only the area of members which is constant along the members, therefore, there is no detail about the 

connection between members. Hence, the obtained optimum layout cannot be used directly for manufacturing methods 

such as additive manufacturing. It can be shown that the minimum compliance optimization problem for a single load 

case is equivalent to a minimum-weight plastic layout optimization formulation. This study utilizes the idea and 

presents a two-step method to take advantage of and compensate for the shortcomings of these two methods. To this 

end, in the first step, the optimum layout is obtained using linear formulation in layout optimization and then, the 

obtained layout utilizes as an initial point in the MMC approach. The results show the efficiency, accuracy, and high 

convergence rate of the proposed method. 

KEYWORDS:  
Topology optimization, Layout optimization, Linear programming, Moving morphable components, Additive 

manufacturing. 
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