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خلاصه: مواد پیزوالکتریک نوعی از مصالح هوشمند می‌‌باشند که به دلیل خصوصیات فوق‌‌العاده همانند تبدیل انرژی مکانیکی به 
الکتریکی و بالعکس مورد توجه پژوهشگران زیادی در علوم مهندسی مختلف قرار دارند. امروزه استفاده از این مصالح، برای کنترل 
تغییر شکل، کاهش نوسان و کنترل فعال سازه ‌‌ها در صنعت ساختمان رو به افزایش می‌‌باشد. در این مقاله، به تعیین و کنترل تغییرشکل 
دینامیکی یک قاب بتنی یک دهانه با پوشش لایه پیزوالکتریک روی تیر و ستون‌‌ها تحت بار لرزه‌‌ای پرداخته می‌‌شود. به منظور 
کنترل تغییرشکل دینامیکی قاب بتنی، از یک کنترل‌‌کننده تناسبی- مشتقی استفاده شده است بدین شکل که یک لایه پیزوالکتریک 
در نقش محرک و یک لایه در نقش سنسور درنظر گرفته می‌‌شود. معادلات حاکم بر اجزا تیر و ستون قاب بتنی با استفاده از تئوری‌‌ 
برشی مرتبه بالا ، محاسبه روابط انرژی، اعمال اصل همیلتون و در نظر گرفتن ولتاژ اعمالی بر مصالح پیزوالکتریک به دست می‌‌آیند. 
جهت کوپل کردن معادلات بدست آمده برای تیر و ستون، از شرایط مرزی پیوستگی در نقاط اتصال تیر به ستون ها به یکدیگر 
استفاده می‌‌شود. به منظور حل عددی معادلات کوپل شده دینامیکی، از روش عددی تفاضلات مربعی استفاده شده است در این روش، 
معادلات دیفرانسیلی به معادلات جبری تبدیل شده و در نهایت به کمک روش نیومارک، تغییرشکل دینامیکی قاب بتنی بر حسب زمان 
محاسبه می‌‌گردد. بعد از صحت‌‌سنجی نتایج، اثر پارامترهای مختلفی همچون ولتاژ اعمالی به لایه پیزوالکتریک، کنترل‌‌کننده از نوع 
پیزوالکتریک، ضخامت لایه پیزوالکتریک و اثرات ترکیبی آنها بر تغییرشکل دینامیکی بررسی شد. در اینجا، مقادیر بهینه پارامترهای 
کنترل‌‌کننده شامل ضریب تناسب و ضریب مشتق به‌‌ترتیب برابر با 3/824 و 5/812 به‌‌دست آمدند. نتایج نشان می‌‌دهد برای تعداد 
نقاط شبکه 15، تغییرشکل دینامیکی بدست آمده از روش تفاضلات مربعی همگرا می‌‌شود. همچنین، اگر از یک کنترل‌‌کننده از نوع 
پیزوالکتریک استفاده شود، دامنه نوساتات تغییرشکل به شدت کاهش یافته و زمان میرایی سیستم کوتاه‌‌تر خواهد شد. به عبارت دیگر 
استفاده از کنترل‌‌کننده به ترتیب منجر به کاهش 72 و 65 درصدی تغییرشکل دینامیکی جانبی و قائم  قاب می‌‌شود. همچنین مشاهده 
شد، که تغییرشکل دینامیکی جانبی قاب درحالتی‌‌که فقط ستون‌‌ها لایه پیزوالکتریک دارند کمتر از حالتی است که فقط تیر لایه 

پیزوالکتریک دارد درحالی‌‌که این موضوع برای خیز دینامیکی قائم قاب بالعکس می‌‌باشد. 
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مقدمه-1 
امروزه مدل‌‌های مکانیک پیوسته به طور وسیعی برای مدل‌‌سازی ریاضی 
مورد  بتنی  المان‌‌های  ریاضی  مدل‌‌سازی  زمینه  در  اما  دارد.  کاربرد  سازه‌‌ها 
استفاده در سازه‌‌ها همانند تیر‌‌ها و ستون‌‌ها، با استفاده از روش انرژی مبتنی بر 
تئوری الاستیسیته، پژوهش‌‌های محدودی انجام‌ شده است. جعفریان آرانی و 
همکاران در سال 2016 ]1[ کمانش تیر‌‌های بتنی تقویت‌شده با نانولوله‌های 
با  اویلر-برنولی و تیموشنکو شبیه‌‌سازی کردند.  تیر  تئوری‌‌های  با  را  کربنی 
استفاده از تئوری مقاله قبل، صفری بیلویی و همکاران ]2[ به تحلیل کمانش 

ستون بتنی مقاوم شده با لایه FRP پرداختند. آنها نتیجه گرفتند که وجود 
لایه FRP تا حد زیادی بار کمانشی را کاهش می دهد. اربابی و همکاران 
در سال 2017 ]3[ کمانش ستون‌های تقویت‌شده با نانو ذرات سیلیس تحت 
میدان الکتریکی را مورد بررسی قراردادند. زمانیان و همکاران در سال 2017 
]4[ اثر انباشتگی روی رفتار کمانش ستون‌‌های بتنی تقویت‌شده با نانو ذرات 
سیلیس را مورد بررسی قرار دادند. محمدیان و همکاران در سال 2017 ]5[ 
تحت  آهن  اکسید  نانوذات  با  تقویت شده  بتنی  تیرهای  دینامیکی  آنالیز  به 
آنها  پرداختند.  بالای هایپربولیک  مرتبه  تئوری  به کمک  مغناطیسی  میدان 
به این نتیجه رسیدند که میدان مغناطیسی حدود 54 درصد خیز دینامیکی 
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سازه را کاهش می‌‌دهد. شریفی و همکاران در سال 2018 ]6[ به بررسی خیز 
دینامیکی ناشی از بار لرزه‌‌ای در تیرهای بتنی حاوی نانوذرات اکسید تیتانیوم 
پرداختند. تحلیل دینامیکی تیرهای بتنی حاوی نانوذرات تحت بار انفجاری 
توسط عزمی و همکاران ]7[ در سال 2019 انجام شد. آنها از تئوری سینوسی 
برشی برای مدل کردن سازه استفاده نموده و نشان دادند که وجود نانوذرات، 

خیز دینامیکی سازه را کاهش می‌‌دهد. 
رفتار   ]8[ ژانگ  و  لیو  بتنی،  قاب‌‌های  دینامیکی  رفتار  تحلیل  زمینه  در 
از روش  استفاده  با  را  رانش گسل  دلیل  به  نزدیک گسل  قاب‌‌های  لرزه‌‌ای 
موج خمشی و مدل ویسکوالاستیک تحلیل نمودند. تحلیل دینامیکی ناشی 
از باد و زلزله روی قاب‌‌های فولادی تحت آتش توسط مازا ]9[ انجام شد. 
این کار آن بود که قاب تحت دمای 500 درجه سانتی گراد  نتایج مهم  از 
آسیب  تخمین  و  تعیین  به   ]10[ همکاران  و  پاولتره  شود.  می  آسیب  دچار 
لرزه‌‌ای در قاب‌‌های بتنی با مقاومت بالا پرداختند. لارسن و همکاران ]11[ 
به بررسی احتمال تخریب قاب‌‌های بتنی تحت زلزله پرداخته و به این نتیجه 
را کاهش  این خطر  تا 12 درصد  رسیدند که محصور کردن سازه می‌‌تواند 
دهد. سید و همکاران ]12[  مقاومت لرزه‌‌ای قاب بتنی تقویت شده با میلگرد 
تحت بارهای ناگهانی انفجاری در یک ساختمان واقع در ابوظبی را بررسی 
نمودند. تحلیل تاریخچه زمانی قاب‌‌های بتنی با طبقات نرم در طبقات سوم، 
ششم، نهم و دوازدهم توسط محمود و همکاران ]13[ انجام شد. سیپوس و 
همکاران ]14[ به تقویت قاب های بتنی با استفاده از تراشه های سنگ در 
برابر بار لرزه‌‌ای پرداختند. آنها به این نتیجه رسیدند که تعداد طبقات، نسبت 
سطح قاب تقویت شده به سطح کل طبقه و تغییرات شتاب زمین پارامترهای 
بتنی هستند. ونگ و همکاران ]15[  لرزه‌‌ای بر سازه  بار  اثر  تاثیرگذار روی 
لرزه‌‌ای  بار  تحت  بتنی  قاب‌‌های  غیرخطی  میرایی  و  دینامیکی  تحلیل  به 
پرداختند. آنها نتیجه گرفتند که وجود میراگر می تواند نسبت میرایی سازه 
را تا 45 درصد افزایش دهد. آسیب و خرابی در قاب‌‌های بتنی با استفاده از 
الگوریتم وزنی توسط سو و همکاران ]16[ مورد بررسی قرار گرفت. آنها با 
تا حدود 8  بتنی می‌‌تواند  قاب  نتیجه گرفتند که  قاب،  میلگردها در  چینش 
برابر مقاومت طراحی، در برابر آسیب و گسیختگی تحمل داشته باشد. تحلیل 
دینامیکی قاب‌‌های بتنی شامل کامپوزیت‌‌های سیمانی ساده و انعطاف پذیر 
توسط یو و همکاران ]17[ انجام شد. آنها اثبات کردند که مقاومت لرزه‌‌ای 
بتنی  از قاب  بهتر  انعطاف پذیر  سازه شامل کامپوزیت‌‌های سیمانی ساده و 
استاتیک  شبه  و  دینامیکی  تحلیل   ]18[ همکاران  و  شا  می‌‌باشد.  معمولی 
قاب‌‌های بتنی پیش ساخته با اتصالات خشک با کارایی بالا را مورد بررسی 

نتیجه  و  استفاده کرده  این کار  برای  آزمایشگاهی  از روش  آنها  دادند.  قرار 
تاثیر شایانی در روی تحلیل  اولیه غیر صفر  گرفتند که سرعت و جابجایی 

دینامیکی سازه دارد. 
مطرح  سازه  هوشمندسازی  مبحث  قبلی،  شده  اشاره  پژوهش‌‌های  در 
نبوده است. امروزه استفاده از مواد هوشمند در سازه‌‌های بتنی‌‌ و سایر سازه 
ها، یکی از موضوعات و ایده های جدیدی است که بسیاری از محققان به 
دنبال آن هستند. به کمک این مواد می توان رفتار دینامیکی یک سازه را 
کنترل نموده و از آسیب و گسیختگی آن جلوگیری نمود. تژو و گادره]19[

را مورد  پیزوالکتریک  با لایه های  داده شده  استوانه‌‌ای پوشش  پوسته‌‌های 
از تئوری برشی مرتبه بالا برای بدست  بررسی قرار دادند. در این پژوهش 
آوردن معادلات حاکم استفاده شد. شنگ و وانگ]20[ به تحلیل کمانش و 
ارتعاشات ترمومکانیکی پوسته‌‌های استوانه‌‌ای پیزوالکتریک پرداختند. آنها از 
نموده  استفاده  سازه  بر  حاکم  معادلات  آوردن  بدست  برای  میندلین  تئوری 
بار کمانشی و فرکانس سیستم  به محاسبه  به کمک یک روش تحلیلی  و 
با لایه‌‌های  استوانه‌‌ای جداسازی شده  پوسته های  آزاد  ارتعاشات  پرداختند. 
پیزوالکتریک در حالت سه بعدی توسط علی بیگلو و کانی تحلیل]21[گردید. 
سازه  فرکانس  آوردن  بدست  برای  مربعی  تفاضلات  روش  از  کار  این  در 
استفاده شد. حسینی هاشمی و همکاران در سال 1390 به بررسی استفاده از 
مواد پیزوالکتریک در صنعت حمل و نقل پرداختند]22[. در این تحقیق، پس 
از معرفی انواع مواد هوشمند و ارائه ویژگیهای آنها، مزیتهای استفاده از مواد 
پیزوالکتریک نسبت به سایر مواد هوشمند در جهت تشخیص قابلیت اطمینان 
و مودهای شکست در صنعت حمل و نقل ارائه گردید. که و همکاران ]23[

دادند.  قرار  بررسی  مورد  را  پیزوالکتریک  نانوتیرهای  غیرخطی  ارتعاشات 
آن‌ها با در نظر گرفتن این‌که نانوتیر در راستای ضخامت قطبی شده است، 
و  بوداقی  آوردند.  در  کنترل  به  را  تیر  ارتعاشی  رفتار  مناسب  ولتاژ  اعمال  با 
شاکری]24[، ارتعاشات آزاد و پاسخ دینامیکی یک پنل دو سر مفصل ساخته 
را مورد بررسی قرار دادند. آن‌ها در  پیزوالکتریک  تابعی  از مواد مدرج  شده 
معادلات کرنش- تغییر مکان، اثرات برش را نیز در نظر گرفتند. علی‌بیگلو 
آزاد  ارتعاشات  الاستیسیته،  بعدی  تئوری سه  از  استفاده  با  و همکاران]25[ 
یک پوسته‌ی استوانه‌ای ساخته شده از مواد مدرج تابعی در بستر لایه‌های 
پیزوالکتریک را تحلیل کردند. عرب در سال 1392 به تحلیل کنترل ارتعاشات 
نوشتن  با   پژوهش،  این  در  پرداخت]26[.  پیزوالکتریک  با مصالح  پوسته‌‌ها 
روابط انرژی پتانسیل، انرژی جنبشی و کار مجازی، ماتریس جرمی وسختی 
المان پوسته و سپس معادلات حاکم بدست آمد و درنهایت با استفاده از روش 
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کنترل پس خور سرعت و هم چنین کنترلر تناسبی - انتگرالی – مشتقی،  
با  دینامیکی  آزمایش  تحت  نشده  کنترل  سازه  یک  نوسانات  میرایی  مقدار 
استفاده از مواد پیزوالکتریک بررسی گردید. ینگ و همکاران]27[یک روش 
ارائه  متغیر  با ضخامت  استوانه‌ای  پوسته‌های  کمانش  تحلیل  برای  تحلیلی 
به  محدود،  المان  روش  از  استفاده  کاپوریا]28[با  و  یاسین  یاکوب  کردند. 
مطالعه پوسته‌‌های استوانه‌‌ای کامپوزیتی و ساندویچی پیزوالکتریک پرداختند. 
استفاده  محاسبات  دقت  افزایش  جهت  زیگزاگ  تئوری  از  تحقیق،  این  در 
استوانه‌ای  پوسته‌ی  رفتار کمانشی یک  بررسی  و موروزو]29[به  لپتین  شد. 
ساندویچی تحت فشار خارجی پرداختند. آن‌ها با استفاده از روش گالرکین به 
حل معادلات حاکم برای پوسته‌ی استوانه‌ای دو سر مفصل پرداختند. قاسمی 
و جامی الاحمدی]30[در سال 1394، رقتار کمانشی ورق‌‌های مدرج تابعی 
تغییرمکان  بالا‌‌ی  برشی مرتبه  تئوری‌‌های  با  را  پیزوالکتریک  دارای لایه‌‌ی 
با  پیزو،  لایه  دارای  ورق  بر  حاکم  معادلات  منظور،  بدین  نمودند.  تحلیل 
استفاده از اصل حداقل انرژی پتانسیل و معادله ماکسول استخراج و با فرض 
تکیه گاه ساده روی هر چهار لبه ورق به صورت تحلیلی حل شده و بارهای 
بحرانی کمانش به دست آمدند. اثر پارامتر های مختلف مانند توان ماده مدرج 
تابعی، نسبت ابعادی ورق، ضخامت لایه‌‌های پیزو الکتریک، ضخامت ورق، 
حالت های مدار باز ومدار بسته، شرایط بارگذاری و نوع ماده پیزو الکتریک 
بر بار بحرانی کمانش بررسی گردید. نتایج نشان داد که با ازدیاد ضخامت 
لایه پیزوالکتریک، بار بحرانی کمانش ورق افزایش می‌‌یابد. رفتار کمانشی 
یک پوسته‌ی استوانه‌ای ساخته شده از مواد مدرج تابعی تحت بار محوری 
تقویت شده در راستاهای طولی و محوری توسط فراهانی و همکاران]31[ 
راستای  در  پوسته  کردند که خواص  آن‌ها فرض  قرار گرفت.  مطالعه  مورد 
ضخامت پوسته به طور پیوسته تغییر کرده و برای بدست آوردن روابط اساسی 
و معادلات پایداری و تعادل از تئوری تغییر شکل مرتبه سوم برشی استفاده 
کردند. هم‌چنین برای حل معادلات حاکم و بدست آوردن بار کمانش بحرانی 
ارائه کردند.  با در نظر گرفتن شرایط مرزی دو سر مفصل، یک حل بسته 
ایشان نشان دادند که پارامتر ناهمگنی، هندسه‌ی پوسته و تعداد تقویت‌‎های 
لی  دارد.  پوسته  بحرانی  بار کمانش  بر  قابل ملاحظه‌ای  تاثیر  استفاده شده 
نانولوله‌‌های  با  شده  تقویت  پنل‌‌های  دینامیکی  تحلیل  همکاران]32[  و 
و  لی  دادند.  قرار  بررسی  مورد  را  تابعی  مدرج  به صورت  کربنی چیده شده 
استوانه‌ای  پوسته‌های  از کمانش  بعد  و  رفتار کمانش  بررسی  به  کیائو]33[ 
تحت فشار خارجی و فشار محوری پرداختند. آن‌ها فرض کردند که پوسته‌ی 
بدست  برای  است. هم‌چنین،  گرفته  قرار  حرارتی  میدان  در یک  استوانه‌ای 

روابط  و  استوانه‌ای  پوسته‌های  کلاسیک  تئوری  از  حاکم  معادلات  آوردن 
کرنش تغییر مکان دانل-ون کارمن استفاده کردند. سلیم و همکاران، کنترل 
پیزوالکتریک  لایه‌‌های  با  شده  تقویت  کامپوزیتی  صفحات  فعال  ارتعاشات 
 .]34[ دادند  قرار  بررسی  مورد  را  ردی  برشی  شکل  تغییر  تئوری  براساس 
شکل  تغییر  تئوری  اساس  بر  ریتز  شبکه  بدون  مدل  یک  تحقیق،  این  در 
برشی ارائه شده است. همچنین ویژگی‌‌های مواد موثر صفحات بوسیله روش 
موری تاناکا محاسبه شدند. ایشان برای کنترل ارتعاشات صفحات کامپوزیتی، 
و  لی  گرفتند.  نظر  در  آزاد  ارتعاشات  کنترل  برای  پیزوالکتریک  سنسور  دو 
همکاران کنترل ارتعاشات تصادفی صفحات چندلایه کامپوزیتی تقویت شده 
بوسیله فیبر پیزوالکتریک را مورد بررسی قرار دادند ]35[. در تحقیق ایشان، 
پیزوالکتریک  الیاف  تاثیر  ریتز،  ریلی  روش  و  همیلتون  اصل  از  استفاده  با 
تحلیل  به   ]36[ علی‌‌بیگلو  است.  آمده  بدست  تصادفی  ارتعاشات  کاهش  بر 
نانولوله‌‌های  با  شده  تقویت  کامپوزیت  استوانه‌‌ای  پنل‌‌های  ترموالاستیک 
کربنی به صورت مدرج تابعی قرارگرفته در لایه‌‌های پیزوالکتریک پرداختند. 
ایشان تنش‌‌های حرارتی ایجاد شده در ورق را به دست آورده و اثرات درصد 
همکاران،  و  براتی  نمودند.  بررسی  را  آن  بر  کربنی  نانولوله‌‌های  حجمی 
الاستیک  فونداسیون‌‌های  بر  واقع  هوشمند  پیزوالکتریک  ورق‌‌های  کمانش 
را بررسی نمودند ]37[. در این تحقیق، با در نظر گرفتن اثرات تغییر شکل 
برشی، خصوصیات مواد الکترواستاتیک در جهت عرضی ورق براساس قانون 
توانی و استفاده از اصل همیلتون، مود‌‌های کمانشی ورق برای شرایط مرزی 
مختلف بدست آمد. کریمی و همکاران ]38[، در سال 1395 به تحلیل مقدار 
نقلیه روی یک پل دارای وصله  از عبور وسایل  انرژی برداشت شده ناشی 
برداشت  تحقیق،  این  در  پرداختند.  تجربی  و  تئوری  به روش  پیزوالکتریک 
انرژی از پل تحت عبور جرم‌‌های متوالی بررسی شد. برداشت کننده شامل 
یک تیر طره با وصله پیزوالکتریک و جرم اضافی بود که در وسط پل نصب 
شده بود. بدین منظور، معادله حاکم بر پل دو سر مفصل با استفاده از تئوری 
برنولی و تحت عبور جرم‌‌های متوالی و برداشت‌‌کننده انرژی استخراج شد. 
نتایج نشان داد که با توجه به شرایط مرزی دو سر مفصل پل، وسط پل که 
در مود اول، بیشترین مقدار دامنه را دارد، محل بهینه برای قرارگیری وصله 
پیزوالکتریک می‌‌باشد. کولینسکی و پرژیبیلسکی ]39[  اثر هوشمندی را روی 
ارتعاشات عرضی و کمانش تیرهای با سطح مقطع متغییر مورد بررسی قرار 
دادند. آنها از روش عددی برای بدست آوردن فرکانس و بار کمانشی سازه 
استفاده کردند. پرژیبیلسکی و گاسیورسکی ]40[ ارتعاشات غیر خطی تیرهای 
الاستیک با لایه پیزوالکتریک را تحلیل نمودند. بطحایی و همکاران]41[، 
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به  فعال یک سازه 5 طبقه  نیمه  کنترل  تحلیل عملکرد  به  در سال 1397 
کمک عملگرهای پیزوالکتریک نصب شده بر روی میراگر اصطکاکی مطابق 
الگوریتم کنترل منطق فازی پرداختند. ایشان استنتاج نمودند که برای زلزله 
های حوزه دور، استفاده از عملگر پیزوالکتریک، حدود 10/5 درصد در مقدار 
برش پایه و حدود 11 درصد در مقدار تغییرمکان نتایج بهتری به همراه دارد. 
نینه و همکارانش ]42[ به تحلیل ارتعاشات صفحه‌‌های جدار ضخیم پوشیده 
به  پیزوالکتریک  لایه‌‌های  از  آنها  پرداختند.  پیزوالکتریک  لایه‌‌های  با  شده 
منظور کنترل سازه استفاده نمودند. پدرل و همکاران ]43[ به کنترل تیرهای 
به  پرداختند. ژانگ و کی ]44[  پیزوالکتریک  با لایه‌‌های  نازک کوپل شده 
تحلیل ارتعاشات، کمانش و خمش ورق‌‌های گرد پوشش داده شده با لایه 
های پیزوالکتریک پرداختند. آنها از روش عددی تفاضلات مکعبی برای حل 

معادلات حاکم استفاده نمودند.
دینامیکی  پاسخ  کنترل  و  تحلیل  فنی،  ادبیات  در  جستجو  به  توجه  با 
قاب‌‌های بتنی با لایه پیزوالکتریک به عنوان محرک و سنسور تحت اثر زلزله 
برمبنای روش انرژی و استفاده از روش عددی تفاضلات مربعی انجام نشده 
است. لذا، در این مقاله، پاسخ دینامیکی قاب بتنی پوشش داده شده با یک 
به صورت  زلزله  اثر  دینامیکی سازه تحت  رفتار  برای کنترل  لایه هوشمند 
عددی تحلیل می‌‌شود. بدین منظور، برای مدل‌‌سازی ریاضی سازه از تئوری 
تغییر شکل برشی تیر استفاده شده و به کمک روش انرژی و اصل همیلتون، 
با  نهایت  پیزو استخراج می‌‌گردند. در  با درنظر گرفتن لایه  معادلات حاکم 
از حل عددی، تغییرشکل دینامیکی جانبی و قائم سیستم محاسبه  استفاده 
شده و به بررسی اثر پارامترهایی همچون وجود و محل لایه پیزوالکتریک، 
ضخامت لایه پیزوالکتریک، ولتاژ اعمالی به لایه پیزوالکتریک، اثر کنترلی 
لایه پیزوالکتریک و شرایط مرزی روی پاسخ لرزه‌‌ای قاب پرداخته می‌‌شود. 
لایه  یک  و  محرک  لایه  یک  از  قاب  تغییرشکل  کنترل  جهت  همچنین، 
استفاده  مختلف  حالات  در  ستون‌‌ها  و  تیر  یعنی  قاب  اجزا  روی  بر  سنسور 
شده است در حالی که در پژوهش‌‌های دیگر از لایه پیزو فقط بر روی المان 
تیر یا ستون و به صورت محدود استفاده شده و تاکنون کنترل رفتار لرزه‌‌ای 
قاب با لایه پیزوالکتریک و استخراج معادلات حاکم مربوطه با روش انرژی 

و حل آن با روش عددی تفاضلات مربعی انجام نشده است. از مزایای دیگر 
روش  همراه  به  مربعی  تفاضلات  عددی  روش  از  استفاده  حاضر،  پژوهش 
نیومارک جهت حل معادلات حاکم  بوده  که دارای سرعت همگرایی بسیار 
بالا و زمان تحلیل بسیار کوتاه می‌‌باشد که نسبت به استفاده از روش اجزا 
محدود در مسائل کنترل فعال سازه بسیار مطلوب می‌‌باشد. فلوچارت نمایش 

روند پژوهش به فرم زیر می‌‌باشد:	

 مدل‌‌سازی ریاضی  -2
پیکر‌‌بندی شماتیک قاب بتنی با کنترل‌‌کننده پیزوالکتریک در شکل )1( 
تیر  طول  به  دهانه  یک  بتنی  قاب  یک  شکل،  این  است.  شده  داده  نشان 
لایه‌‌های  و ضخامت   ch بتن ، ضخامت  2 3L L= ستون‌‌های  طول   ،  1L

لایه  دو  با  بتنی  قاب  ستون  و  تیر  دهد.  می  نشان  را  ph پیزوالکتریک
پیزوالکتریک پوشش داده شده است که یکی نقش محرک و دیگری نقش 
سنسور را دارد. سیگنال خروجی از سنسور وارد کنترل کننده  تناسبی-مشتقی 
)PD( شده و بعد از اصلاح سیگنال توسط محرک به سازه وارد می شود. 
محورهای مختصات تیر با x1 و z1 به ترتیب در راستای طولی و ضخامت، 
و محورهای مختصات ستون‌‌ها با x3 ،x2 و z3 ، z2  به ترتیب در راستای 
طولی و ضخامت نشان داده شده است. قاب در روی تکیه گاه واقع شده و 

تحت بار لرزه‌‌ای قرار دارد.
با استفاده از تئوری تیر برشی هایپربولیک، ميدان جابجايي بصورت زير 

مي‌‌باشد]45[: 
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 شماتیک قاب بتنی پوشش داده شده با لایه های پیزوالکتریک به عنوان محرک و سنسور -1شکل 

Fig. 1- Schematic of the concrete frame covered with piezoelectric layers as actuator and sensor 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

سازی ریاضی سازه و  لمد
استخراج معادلات حرکت 

 2در بخش 

حل عددی معادلات حرکت 
به کمک روش تفاضلات  

 3مربعی در بخش 

کنترل تغییر شکل دینامیکی 
قاب بتنی با مصالح  

 3 و2 پیزوالکتریک در بخش

صحت سنجی روش   
پیشنهادی و بررسی اثر 

 4در بخش  پارامترهای مختلف
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 شماتیک قاب بتنی پوشش داده شده با لایه های پیزوالکتریک به عنوان محرک و سنسور -1شکل 

Fig. 1- Schematic of the concrete frame covered with piezoelectric layers as actuator and sensor 
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Fig. 1. Schematic of the concrete frame covered with piezoelectric layers as actuator and sensor
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بنابراین، میدان الکتریکی در دو راستا به صورت زیر بدست می‌‌آیند:

)10(

1
( , )( , , ) ( , ) ( , ),w x tu x z t u x t z f x t
x


= − +


 (1) 

2 ( , , ) 0.u x z t =
 

(2) 
3( , , ) ( , ).u x z t w x t=

 
(3) 

(4) 2

2 ,xx
u wz f
x xx
  

= − +
 

 

(5)  
cosh .xz

z
h

 =  
 

  
 

(6) 11 12 13 31

12 22 23 32

13 23 33 33

44 24

55 15

66

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

p
xx xx
p
yy yy
p
zz zz
p

yzyz

p
xzxz

p xyxy

Q Q Q e
Q Q Q e
Q Q Q e

Q e
Q e

Q

 
 

 




                       = −                            

,
x

y

z

E
E
E



  

   
  
  
  

 


 

 (7) 

,
00

00
00

000
00000
00000

33

22

11

333231

24

15





































+














































=

















z

y

x

xy

xz

yz

zz

yy

xx

z

y

x

E
E
E

eee
e

e

D
D
D










 

(8)  .−=kE 
(9)  

,2),(cos),,( 0

h
zVtx

h
ztzx +





−=  

(10) 
,cos

xh
z

x
Ex 








=




−=
 

(11) 
.2sin 0

h
V

h
z

hz
Ez −






−=




−=  

0
11 31

2sin .p
xx xx

VzQ e
h h h
     = + +  

  
 (12) 

55 15 cos ,p
xz xz

zQ e
h x
     = −     

 (13) 

15 11 cos ,x xz
zD e

h x
    = +      

(14) 

0
31 33

2sin ,z xx
VzD e

h h h
    = − +  

   
(15) 

11 ,c
xx xxC = (16) 

55 ,c
xz xzC = (17) 

(18) ( )1 ,
2

c c p p
xx xx xz xz xx xx xz xz x x z z

V

U D E D E dV       = + + + − − 

�

)11(

1
( , )( , , ) ( , ) ( , ),w x tu x z t u x t z f x t
x


= − +


 (1) 

2 ( , , ) 0.u x z t =
 

(2) 
3( , , ) ( , ).u x z t w x t=

 
(3) 

(4) 2

2 ,xx
u wz f
x xx
  

= − +
 

 

(5)  
cosh .xz

z
h

 =  
 

  
 

(6) 11 12 13 31

12 22 23 32

13 23 33 33

44 24

55 15

66

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

p
xx xx
p
yy yy
p
zz zz
p

yzyz

p
xzxz

p xyxy

Q Q Q e
Q Q Q e
Q Q Q e

Q e
Q e

Q

 
 

 




                       = −                            

,
x

y

z

E
E
E



  

   
  
  
  

 


 

 (7) 

,
00

00
00

000
00000
00000

33

22

11

333231

24

15





































+














































=

















z

y

x

xy

xz

yz

zz

yy

xx

z

y

x

E
E
E

eee
e

e

D
D
D










 

(8)  .−=kE 
(9)  

,2),(cos),,( 0

h
zVtx

h
ztzx +





−=  

(10) 
,cos

xh
z

x
Ex 








=




−=
 

(11) 
.2sin 0

h
V

h
z

hz
Ez −






−=




−=  

0
11 31

2sin .p
xx xx

VzQ e
h h h
     = + +  

  
 (12) 

55 15 cos ,p
xz xz

zQ e
h x
     = −     

 (13) 

15 11 cos ,x xz
zD e

h x
    = +      

(14) 

0
31 33

2sin ,z xx
VzD e

h h h
    = − +  

   
(15) 

11 ,c
xx xxC = (16) 

55 ,c
xz xzC = (17) 

(18) ( )1 ,
2

c c p p
xx xx xz xz xx xx xz xz x x z z

V

U D E D E dV       = + + + − − 

�

با توجه به تئوری برشی هایپربولیک، روابط کوپل الکترومکانیکی برای 
لایه پیزوالکتریک، به صورت زیر خلاصه می‌‌شوند ]20[:

)12(

1
( , )( , , ) ( , ) ( , ),w x tu x z t u x t z f x t
x


= − +


 (1) 

2 ( , , ) 0.u x z t =
 

(2) 
3( , , ) ( , ).u x z t w x t=

 
(3) 

(4) 2

2 ,xx
u wz f
x xx
  

= − +
 

 

(5)  
cosh .xz

z
h

 =  
 

  
 

(6) 11 12 13 31

12 22 23 32

13 23 33 33

44 24

55 15

66

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

p
xx xx
p
yy yy
p
zz zz
p

yzyz

p
xzxz

p xyxy

Q Q Q e
Q Q Q e
Q Q Q e

Q e
Q e

Q

 
 

 




                       = −                            

,
x

y

z

E
E
E



  

   
  
  
  

 


 

 (7) 

,
00

00
00

000
00000
00000

33

22

11

333231

24

15





































+














































=

















z

y

x

xy

xz

yz

zz

yy

xx

z

y

x

E
E
E

eee
e

e

D
D
D










 

(8)  .−=kE 
(9)  

,2),(cos),,( 0

h
zVtx

h
ztzx +





−=  

(10) 
,cos

xh
z

x
Ex 








=




−=
 

(11) 
.2sin 0

h
V

h
z

hz
Ez −






−=




−=  

0
11 31

2sin .p
xx xx

VzQ e
h h h
     = + +  

  
 (12) 

55 15 cos ,p
xz xz

zQ e
h x
     = −     

 (13) 

15 11 cos ,x xz
zD e

h x
    = +      

(14) 

0
31 33

2sin ,z xx
VzD e

h h h
    = − +  

   
(15) 

11 ,c
xx xxC = (16) 

55 ,c
xz xzC = (17) 

(18) ( )1 ,
2

c c p p
xx xx xz xz xx xx xz xz x x z z

V

U D E D E dV       = + + + − − 

�

)13(

1
( , )( , , ) ( , ) ( , ),w x tu x z t u x t z f x t
x


= − +


 (1) 

2 ( , , ) 0.u x z t =
 

(2) 
3( , , ) ( , ).u x z t w x t=

 
(3) 

(4) 2

2 ,xx
u wz f
x xx
  

= − +
 

 

(5)  
cosh .xz

z
h

 =  
 

  
 

(6) 11 12 13 31

12 22 23 32

13 23 33 33

44 24

55 15

66

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

p
xx xx
p
yy yy
p
zz zz
p

yzyz

p
xzxz

p xyxy

Q Q Q e
Q Q Q e
Q Q Q e

Q e
Q e

Q

 
 

 




                       = −                            

,
x

y

z

E
E
E



  

   
  
  
  

 


 

 (7) 

,
00

00
00

000
00000
00000

33

22

11

333231

24

15





































+














































=

















z

y

x

xy

xz

yz

zz

yy

xx

z

y

x

E
E
E

eee
e

e

D
D
D










 

(8)  .−=kE 
(9)  

,2),(cos),,( 0

h
zVtx

h
ztzx +





−=  

(10) 
,cos

xh
z

x
Ex 








=




−=
 

(11) 
.2sin 0

h
V

h
z

hz
Ez −






−=




−=  

0
11 31

2sin .p
xx xx

VzQ e
h h h
     = + +  

  
 (12) 

55 15 cos ,p
xz xz

zQ e
h x
     = −     

 (13) 

15 11 cos ,x xz
zD e

h x
    = +      

(14) 

0
31 33

2sin ,z xx
VzD e

h h h
    = − +  

   
(15) 

11 ,c
xx xxC = (16) 

55 ,c
xz xzC = (17) 

(18) ( )1 ,
2

c c p p
xx xx xz xz xx xx xz xz x x z z

V

U D E D E dV       = + + + − − 

�

)14(

1
( , )( , , ) ( , ) ( , ),w x tu x z t u x t z f x t
x


= − +


 (1) 

2 ( , , ) 0.u x z t =
 

(2) 
3( , , ) ( , ).u x z t w x t=

 
(3) 

(4) 2

2 ,xx
u wz f
x xx
  

= − +
 

 

(5)  
cosh .xz

z
h

 =  
 

  
 

(6) 11 12 13 31

12 22 23 32

13 23 33 33

44 24

55 15

66

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

p
xx xx
p
yy yy
p
zz zz
p

yzyz

p
xzxz

p xyxy

Q Q Q e
Q Q Q e
Q Q Q e

Q e
Q e

Q

 
 

 




                       = −                            

,
x

y

z

E
E
E



  

   
  
  
  

 


 

 (7) 

,
00

00
00

000
00000
00000

33

22

11

333231

24

15





































+














































=

















z

y

x

xy

xz

yz

zz

yy

xx

z

y

x

E
E
E

eee
e

e

D
D
D










 

(8)  .−=kE 
(9)  

,2),(cos),,( 0

h
zVtx

h
ztzx +





−=  

(10) 
,cos

xh
z

x
Ex 








=




−=
 

(11) 
.2sin 0

h
V

h
z

hz
Ez −






−=




−=  

0
11 31

2sin .p
xx xx

VzQ e
h h h
     = + +  

  
 (12) 

55 15 cos ,p
xz xz

zQ e
h x
     = −     

 (13) 

15 11 cos ,x xz
zD e

h x
    = +      

(14) 

0
31 33

2sin ,z xx
VzD e

h h h
    = − +  

   
(15) 

11 ,c
xx xxC = (16) 

55 ,c
xz xzC = (17) 

(18) ( )1 ,
2

c c p p
xx xx xz xz xx xx xz xz x x z z

V

U D E D E dV       = + + + − − 

�

)15(

1
( , )( , , ) ( , ) ( , ),w x tu x z t u x t z f x t
x


= − +


 (1) 

2 ( , , ) 0.u x z t =
 

(2) 
3( , , ) ( , ).u x z t w x t=

 
(3) 

(4) 2

2 ,xx
u wz f
x xx
  

= − +
 

 

(5)  
cosh .xz

z
h

 =  
 

  
 

(6) 11 12 13 31

12 22 23 32

13 23 33 33

44 24

55 15

66

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

p
xx xx
p
yy yy
p
zz zz
p

yzyz

p
xzxz

p xyxy

Q Q Q e
Q Q Q e
Q Q Q e

Q e
Q e

Q

 
 

 




                       = −                            

,
x

y

z

E
E
E



  

   
  
  
  

 


 

 (7) 

,
00

00
00

000
00000
00000

33

22

11

333231

24

15





































+














































=

















z

y

x

xy

xz

yz

zz

yy

xx

z

y

x

E
E
E

eee
e

e

D
D
D










 

(8)  .−=kE 
(9)  

,2),(cos),,( 0

h
zVtx

h
ztzx +





−=  

(10) 
,cos

xh
z

x
Ex 








=




−=
 

(11) 
.2sin 0

h
V

h
z

hz
Ez −






−=




−=  

0
11 31

2sin .p
xx xx

VzQ e
h h h
     = + +  

  
 (12) 

55 15 cos ,p
xz xz

zQ e
h x
     = −     

 (13) 

15 11 cos ,x xz
zD e

h x
    = +      

(14) 

0
31 33

2sin ,z xx
VzD e

h h h
    = − +  

   
(15) 

11 ,c
xx xxC = (16) 

55 ,c
xz xzC = (17) 

(18) ( )1 ,
2

c c p p
xx xx xz xz xx xx xz xz x x z z

V

U D E D E dV       = + + + − − 

�

برای تیرهای بتنی، با حذف ضرایب پیزوالکتریک، روابط تنش-کرنش 
عبارتند از:

)16(

1
( , )( , , ) ( , ) ( , ),w x tu x z t u x t z f x t
x


= − +


 (1) 

2 ( , , ) 0.u x z t =
 

(2) 
3( , , ) ( , ).u x z t w x t=

 
(3) 

(4) 2

2 ,xx
u wz f
x xx
  

= − +
 

 

(5)  
cosh .xz

z
h

 =  
 

  
 

(6) 11 12 13 31

12 22 23 32

13 23 33 33

44 24

55 15

66

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

p
xx xx
p
yy yy
p
zz zz
p

yzyz

p
xzxz

p xyxy

Q Q Q e
Q Q Q e
Q Q Q e

Q e
Q e

Q

 
 

 




                       = −                            

,
x

y

z

E
E
E



  

   
  
  
  

 


 

 (7) 

,
00

00
00

000
00000
00000

33

22

11

333231

24

15





































+














































=

















z

y

x

xy

xz

yz

zz

yy

xx

z

y

x

E
E
E

eee
e

e

D
D
D










 

(8)  .−=kE 
(9)  

,2),(cos),,( 0

h
zVtx

h
ztzx +





−=  

(10) 
,cos

xh
z

x
Ex 








=




−=
 

(11) 
.2sin 0

h
V

h
z

hz
Ez −






−=




−=  

0
11 31

2sin .p
xx xx

VzQ e
h h h
     = + +  

  
 (12) 

55 15 cos ,p
xz xz

zQ e
h x
     = −     

 (13) 

15 11 cos ,x xz
zD e

h x
    = +      

(14) 

0
31 33

2sin ,z xx
VzD e

h h h
    = − +  

   
(15) 

11 ,c
xx xxC = (16) 

55 ,c
xz xzC = (17) 

(18) ( )1 ,
2

c c p p
xx xx xz xz xx xx xz xz x x z z

V

U D E D E dV       = + + + − − 

�

)17(

1
( , )( , , ) ( , ) ( , ),w x tu x z t u x t z f x t
x


= − +


 (1) 

2 ( , , ) 0.u x z t =
 

(2) 
3( , , ) ( , ).u x z t w x t=

 
(3) 

(4) 2

2 ,xx
u wz f
x xx
  

= − +
 

 

(5)  
cosh .xz

z
h

 =  
 

  
 

(6) 11 12 13 31

12 22 23 32

13 23 33 33

44 24

55 15

66

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

p
xx xx
p
yy yy
p
zz zz
p

yzyz

p
xzxz

p xyxy

Q Q Q e
Q Q Q e
Q Q Q e

Q e
Q e

Q

 
 

 




                       = −                            

,
x

y

z

E
E
E



  

   
  
  
  

 


 

 (7) 

,
00

00
00

000
00000
00000

33

22

11

333231

24

15





































+














































=

















z

y

x

xy

xz

yz

zz

yy

xx

z

y

x

E
E
E

eee
e

e

D
D
D










 

(8)  .−=kE 
(9)  

,2),(cos),,( 0

h
zVtx

h
ztzx +





−=  

(10) 
,cos

xh
z

x
Ex 








=




−=
 

(11) 
.2sin 0

h
V

h
z

hz
Ez −






−=




−=  

0
11 31

2sin .p
xx xx

VzQ e
h h h
     = + +  

  
 (12) 

55 15 cos ,p
xz xz

zQ e
h x
     = −     

 (13) 

15 11 cos ,x xz
zD e

h x
    = +      

(14) 

0
31 33

2sin ,z xx
VzD e

h h h
    = − +  

   
(15) 

11 ,c
xx xxC = (16) 

55 ,c
xz xzC = (17) 

(18) ( )1 ,
2

c c p p
xx xx xz xz xx xx xz xz x x z z

V

U D E D E dV       = + + + − − 
�

ijC ثوابت الاستكي بتن مي‌‌باشند. انرژی پتانسیل سازه،  در، روابط فوق
با در نظر گرفتن میدان الکتریکی بصورت زیر نوشته می‌‌شود:
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با جایگذاری روابط )4(، )5(، )10( و )11( در رابطه )18(، انرژی پتانسیل 
به صورت زیر در می‌‌آید: 
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ρ دانسیته مصالح قاب می‌‌باشد. با جایگذاری رابطه )1(  در رابطه بالا 
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تا )3( در معادله بالا داریم:
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با رابطه زیر بدست  از نیروی زلزله مطابق  ادامه، کار خارجی ناشی  در 
می‌‌آید:

)25(

 
(19) 

 
( ) ( )

2

2

0

1 .
2 2cos sin

c p c p
xx xx xz xz

V
x z

u w fz f
x x x z

U dV
Vz zD D

h x h h h

    

    

      + − + + +          =         − − − −              

 

( ) ( ) ( ), , 1, , 1, , ,
c p

c c p p
x x x xx xx

A A

N M P z f dA z f dA = +  
(20) 

.
c p

c c p p
x xz xz

A A

f fQ dA dA
z z
  

= +
   

(21)    

 
(22) 

2

2

02cos sin .

x x x x
x

x z
V

u wU N M P Q dx
x x x

Vz zD D dV
h x h h h

 

    

   
= − + +    
       + − − − −              




 

(23) 
2 2 231 2( ) ( ) ( ) ,

2 v

uu uK dV
t t t

   = + +     
(24) 

2 2
0

22
2

2 3 3 2

( ) ( )

.
24 24 6( )

u wI
t t

K dx
w w wI

x t x t t x t
  

  

    +     =          + − − +             

 

(25) 
3 1( ( ) ( ) ) ,w uW ma t u ma t u dA= + 

0
( ) 0,

t
U K W dt  − − = (26) 

2
1 1

1 0 2
1

: ( ),x
u

N uu I ma t
x t


 

= +
 

 
(27)          

2 2 2 4
1 1 2 1 1

1 0 22 2 3 2 2
11 1

24: ( ),x
w

M w I ww I I ma t
x tx t x t





   
= + − +

    
 (28) 

2 2
1 2 1 2 1

1 1 2 2 3
1 1

6 24: .x
x

P I I wQ
x x tt




 
  

− = −
  

 
(29) 

/2

/2
: sin cos 0.

h xz
h

DD z z dz
h h h x
  

−

     + =        
 (30) 

( )
2 2

1 1
1 11 11 02 2

1

: ( ),p c
u

u uu Q A C A I ma t
x t

  
+ = +

 
 (31) 

( ) ( )

( )

4 3
11 111 1

1 11 11 4 3 3
1 1

2 2 2 4
1 1 2 1 1

31 0 0 22 2 3 2 2
1 1 1

24
:

242 ( ),

p c
p c

w

Q I C Iww Q I C I
x x

w w I we V I I ma t
x t x t x t







+ 
− + +

 

   
− = + − +

     

 
(32) 

( ) ( )

( )

3 2
11 11 11 111 1

1 3 3 2 2
1 1

2 2
55 5531 151 1 2 1 2 1

1 2 2 3
1

24 6
:

6 24 ,
2 2 2

p c p c

p c

Q I C I Q I C Iw
x x

Q A C Ae h e h I I w
x x t x t


 

  
 

+ + 
− +

 

+   
+ − + = −

    

 
(33) 

22 2
331 1 1 11 1

1 12 2
1 1 1 1

2: 0.
2 2 2 2

pp p p

p
w hh h h
x x h x x

   


    
− + − + + =

   
 (34) 

�

، به‌‌ ترتيب جرم بر واحد طول و شتاب سازه  (t)a m و  در رابطه فوق، 
مي‌‌باشند. اصل هميلتون به صورت زير بيان مي‌‌شود:

)26(

 
(19) 

 
( ) ( )

2

2

0

1 .
2 2cos sin

c p c p
xx xx xz xz

V
x z

u w fz f
x x x z

U dV
Vz zD D

h x h h h

    

    

      + − + + +          =         − − − −              

 

( ) ( ) ( ), , 1, , 1, , ,
c p

c c p p
x x x xx xx

A A

N M P z f dA z f dA = +  
(20) 

.
c p

c c p p
x xz xz

A A

f fQ dA dA
z z
  

= +
   

(21)    

 
(22) 

2

2

02cos sin .

x x x x
x

x z
V

u wU N M P Q dx
x x x

Vz zD D dV
h x h h h

 

    

   
= − + +    
       + − − − −              




 

(23) 
2 2 231 2( ) ( ) ( ) ,

2 v

uu uK dV
t t t

   = + +     
(24) 

2 2
0

22
2

2 3 3 2

( ) ( )

.
24 24 6( )

u wI
t t

K dx
w w wI

x t x t t x t
  

  

    +     =          + − − +             

 

(25) 
3 1( ( ) ( ) ) ,w uW ma t u ma t u dA= + 

0
( ) 0,

t
U K W dt  − − = (26) 

2
1 1

1 0 2
1

: ( ),x
u

N uu I ma t
x t


 

= +
 

 
(27)          

2 2 2 4
1 1 2 1 1

1 0 22 2 3 2 2
11 1

24: ( ),x
w

M w I ww I I ma t
x tx t x t





   
= + − +

    
 (28) 

2 2
1 2 1 2 1

1 1 2 2 3
1 1

6 24: .x
x

P I I wQ
x x tt




 
  

− = −
  

 
(29) 

/2

/2
: sin cos 0.

h xz
h

DD z z dz
h h h x
  

−

     + =        
 (30) 

( )
2 2

1 1
1 11 11 02 2

1

: ( ),p c
u

u uu Q A C A I ma t
x t

  
+ = +

 
 (31) 

( ) ( )

( )

4 3
11 111 1

1 11 11 4 3 3
1 1

2 2 2 4
1 1 2 1 1

31 0 0 22 2 3 2 2
1 1 1

24
:

242 ( ),

p c
p c

w

Q I C Iww Q I C I
x x

w w I we V I I ma t
x t x t x t







+ 
− + +

 

   
− = + − +

     

 
(32) 

( ) ( )

( )

3 2
11 11 11 111 1

1 3 3 2 2
1 1

2 2
55 5531 151 1 2 1 2 1

1 2 2 3
1

24 6
:

6 24 ,
2 2 2

p c p c

p c

Q I C I Q I C Iw
x x

Q A C Ae h e h I I w
x x t x t


 

  
 

+ + 
− +

 

+   
+ − + = −

    

 
(33) 

22 2
331 1 1 11 1

1 12 2
1 1 1 1

2: 0.
2 2 2 2

pp p p

p
w hh h h
x x h x x

   


    
− + − + + =

   
 (34) 

�

δ، بیانگر تغییرات انرژی‌‌های سیستم می‌‌باشد. حال، با  در روابط بالا 
جایگذاری معادله‌‌های انرژی در رابطه )26(، روابط متشکله عبارتند از:

)27(

 
(19) 

 
( ) ( )

2

2

0

1 .
2 2cos sin

c p c p
xx xx xz xz

V
x z

u w fz f
x x x z

U dV
Vz zD D

h x h h h

    

    

      + − + + +          =         − − − −              

 

( ) ( ) ( ), , 1, , 1, , ,
c p

c c p p
x x x xx xx

A A

N M P z f dA z f dA = +  
(20) 

.
c p

c c p p
x xz xz

A A

f fQ dA dA
z z
  

= +
   

(21)    

 
(22) 

2

2

02cos sin .

x x x x
x

x z
V

u wU N M P Q dx
x x x

Vz zD D dV
h x h h h

 

    

   
= − + +    
       + − − − −              




 

(23) 
2 2 231 2( ) ( ) ( ) ,

2 v

uu uK dV
t t t

   = + +     
(24) 

2 2
0

22
2

2 3 3 2

( ) ( )

.
24 24 6( )

u wI
t t

K dx
w w wI

x t x t t x t
  

  

    +     =          + − − +             

 

(25) 
3 1( ( ) ( ) ) ,w uW ma t u ma t u dA= + 

0
( ) 0,

t
U K W dt  − − = (26) 

2
1 1

1 0 2
1

: ( ),x
u

N uu I ma t
x t


 

= +
 

 
(27)          

2 2 2 4
1 1 2 1 1

1 0 22 2 3 2 2
11 1

24: ( ),x
w

M w I ww I I ma t
x tx t x t





   
= + − +

    
 (28) 

2 2
1 2 1 2 1

1 1 2 2 3
1 1

6 24: .x
x

P I I wQ
x x tt




 
  

− = −
  

 
(29) 

/2

/2
: sin cos 0.

h xz
h

DD z z dz
h h h x
  

−

     + =        
 (30) 

( )
2 2

1 1
1 11 11 02 2

1

: ( ),p c
u

u uu Q A C A I ma t
x t

  
+ = +

 
 (31) 

( ) ( )

( )

4 3
11 111 1

1 11 11 4 3 3
1 1

2 2 2 4
1 1 2 1 1

31 0 0 22 2 3 2 2
1 1 1

24
:

242 ( ),

p c
p c

w

Q I C Iww Q I C I
x x

w w I we V I I ma t
x t x t x t







+ 
− + +

 

   
− = + − +

     

 
(32) 

( ) ( )

( )

3 2
11 11 11 111 1

1 3 3 2 2
1 1

2 2
55 5531 151 1 2 1 2 1

1 2 2 3
1

24 6
:

6 24 ,
2 2 2

p c p c

p c

Q I C I Q I C Iw
x x

Q A C Ae h e h I I w
x x t x t


 

  
 

+ + 
− +

 

+   
+ − + = −

    

 
(33) 

22 2
331 1 1 11 1

1 12 2
1 1 1 1

2: 0.
2 2 2 2

pp p p

p
w hh h h
x x h x x

   


    
− + − + + =

   
 (34) 

�

)28(

 
(19) 

 
( ) ( )

2

2

0

1 .
2 2cos sin

c p c p
xx xx xz xz

V
x z

u w fz f
x x x z

U dV
Vz zD D

h x h h h

    

    

      + − + + +          =         − − − −              

 

( ) ( ) ( ), , 1, , 1, , ,
c p

c c p p
x x x xx xx

A A

N M P z f dA z f dA = +  
(20) 

.
c p

c c p p
x xz xz

A A

f fQ dA dA
z z
  

= +
   

(21)    

 
(22) 

2

2

02cos sin .

x x x x
x

x z
V

u wU N M P Q dx
x x x

Vz zD D dV
h x h h h

 

    

   
= − + +    
       + − − − −              




 

(23) 
2 2 231 2( ) ( ) ( ) ,

2 v

uu uK dV
t t t

   = + +     
(24) 

2 2
0

22
2

2 3 3 2

( ) ( )

.
24 24 6( )

u wI
t t

K dx
w w wI

x t x t t x t
  

  

    +     =          + − − +             

 

(25) 
3 1( ( ) ( ) ) ,w uW ma t u ma t u dA= + 

0
( ) 0,

t
U K W dt  − − = (26) 

2
1 1

1 0 2
1

: ( ),x
u

N uu I ma t
x t


 

= +
 

 
(27)          

2 2 2 4
1 1 2 1 1

1 0 22 2 3 2 2
11 1

24: ( ),x
w

M w I ww I I ma t
x tx t x t





   
= + − +

    
 (28) 

2 2
1 2 1 2 1

1 1 2 2 3
1 1

6 24: .x
x

P I I wQ
x x tt




 
  

− = −
  

 
(29) 

/2

/2
: sin cos 0.

h xz
h

DD z z dz
h h h x
  

−

     + =        
 (30) 

( )
2 2

1 1
1 11 11 02 2

1

: ( ),p c
u

u uu Q A C A I ma t
x t

  
+ = +

 
 (31) 

( ) ( )

( )

4 3
11 111 1

1 11 11 4 3 3
1 1

2 2 2 4
1 1 2 1 1

31 0 0 22 2 3 2 2
1 1 1

24
:

242 ( ),

p c
p c

w

Q I C Iww Q I C I
x x

w w I we V I I ma t
x t x t x t







+ 
− + +

 

   
− = + − +

     

 
(32) 

( ) ( )

( )

3 2
11 11 11 111 1

1 3 3 2 2
1 1

2 2
55 5531 151 1 2 1 2 1

1 2 2 3
1

24 6
:

6 24 ,
2 2 2

p c p c

p c

Q I C I Q I C Iw
x x

Q A C Ae h e h I I w
x x t x t


 

  
 

+ + 
− +

 

+   
+ − + = −

    

 
(33) 

22 2
331 1 1 11 1

1 12 2
1 1 1 1

2: 0.
2 2 2 2

pp p p

p
w hh h h
x x h x x

   


    
− + − + + =

   
 (34) 

�

)29(

 
(19) 

 
( ) ( )

2

2

0

1 .
2 2cos sin

c p c p
xx xx xz xz

V
x z

u w fz f
x x x z

U dV
Vz zD D

h x h h h

    

    

      + − + + +          =         − − − −              

 

( ) ( ) ( ), , 1, , 1, , ,
c p

c c p p
x x x xx xx

A A

N M P z f dA z f dA = +  
(20) 

.
c p

c c p p
x xz xz

A A

f fQ dA dA
z z
  

= +
   

(21)    

 
(22) 

2

2

02cos sin .

x x x x
x

x z
V

u wU N M P Q dx
x x x

Vz zD D dV
h x h h h

 

    

   
= − + +    
       + − − − −              




 

(23) 
2 2 231 2( ) ( ) ( ) ,

2 v

uu uK dV
t t t

   = + +     
(24) 

2 2
0

22
2

2 3 3 2

( ) ( )

.
24 24 6( )

u wI
t t

K dx
w w wI

x t x t t x t
  

  

    +     =          + − − +             

 

(25) 
3 1( ( ) ( ) ) ,w uW ma t u ma t u dA= + 

0
( ) 0,

t
U K W dt  − − = (26) 

2
1 1

1 0 2
1

: ( ),x
u

N uu I ma t
x t


 

= +
 

 
(27)          

2 2 2 4
1 1 2 1 1

1 0 22 2 3 2 2
11 1

24: ( ),x
w

M w I ww I I ma t
x tx t x t





   
= + − +

    
 (28) 

2 2
1 2 1 2 1

1 1 2 2 3
1 1

6 24: .x
x

P I I wQ
x x tt




 
  

− = −
  

 
(29) 

/2

/2
: sin cos 0.

h xz
h

DD z z dz
h h h x
  

−

     + =        
 (30) 

( )
2 2

1 1
1 11 11 02 2

1

: ( ),p c
u

u uu Q A C A I ma t
x t

  
+ = +

 
 (31) 

( ) ( )

( )

4 3
11 111 1

1 11 11 4 3 3
1 1

2 2 2 4
1 1 2 1 1

31 0 0 22 2 3 2 2
1 1 1

24
:

242 ( ),

p c
p c

w

Q I C Iww Q I C I
x x

w w I we V I I ma t
x t x t x t







+ 
− + +

 

   
− = + − +

     

 
(32) 

( ) ( )

( )

3 2
11 11 11 111 1

1 3 3 2 2
1 1

2 2
55 5531 151 1 2 1 2 1

1 2 2 3
1

24 6
:

6 24 ,
2 2 2

p c p c

p c

Q I C I Q I C Iw
x x

Q A C Ae h e h I I w
x x t x t


 

  
 

+ + 
− +

 

+   
+ − + = −

    

 
(33) 

22 2
331 1 1 11 1

1 12 2
1 1 1 1

2: 0.
2 2 2 2

pp p p

p
w hh h h
x x h x x

   


    
− + − + + =

   
 (34) 

�

)30(

 
(19) 

 
( ) ( )

2

2

0

1 .
2 2cos sin

c p c p
xx xx xz xz

V
x z

u w fz f
x x x z

U dV
Vz zD D

h x h h h

    

    

      + − + + +          =         − − − −              

 

( ) ( ) ( ), , 1, , 1, , ,
c p

c c p p
x x x xx xx

A A

N M P z f dA z f dA = +  
(20) 

.
c p

c c p p
x xz xz

A A

f fQ dA dA
z z
  

= +
   

(21)    

 
(22) 

2

2

02cos sin .

x x x x
x

x z
V

u wU N M P Q dx
x x x

Vz zD D dV
h x h h h

 

    

   
= − + +    
       + − − − −              




 

(23) 
2 2 231 2( ) ( ) ( ) ,

2 v

uu uK dV
t t t

   = + +     
(24) 

2 2
0

22
2

2 3 3 2

( ) ( )

.
24 24 6( )

u wI
t t

K dx
w w wI

x t x t t x t
  

  

    +     =          + − − +             

 

(25) 
3 1( ( ) ( ) ) ,w uW ma t u ma t u dA= + 

0
( ) 0,

t
U K W dt  − − = (26) 

2
1 1

1 0 2
1

: ( ),x
u

N uu I ma t
x t


 

= +
 

 
(27)          

2 2 2 4
1 1 2 1 1

1 0 22 2 3 2 2
11 1

24: ( ),x
w

M w I ww I I ma t
x tx t x t





   
= + − +

    
 (28) 

2 2
1 2 1 2 1

1 1 2 2 3
1 1

6 24: .x
x

P I I wQ
x x tt




 
  

− = −
  

 
(29) 

/2

/2
: sin cos 0.

h xz
h

DD z z dz
h h h x
  

−

     + =        
 (30) 

( )
2 2

1 1
1 11 11 02 2

1

: ( ),p c
u

u uu Q A C A I ma t
x t

  
+ = +

 
 (31) 

( ) ( )

( )

4 3
11 111 1

1 11 11 4 3 3
1 1

2 2 2 4
1 1 2 1 1

31 0 0 22 2 3 2 2
1 1 1

24
:

242 ( ),

p c
p c

w

Q I C Iww Q I C I
x x

w w I we V I I ma t
x t x t x t







+ 
− + +

 

   
− = + − +

     

 
(32) 

( ) ( )

( )

3 2
11 11 11 111 1

1 3 3 2 2
1 1

2 2
55 5531 151 1 2 1 2 1

1 2 2 3
1

24 6
:

6 24 ,
2 2 2

p c p c

p c

Q I C I Q I C Iw
x x

Q A C Ae h e h I I w
x x t x t


 

  
 

+ + 
− +

 

+   
+ − + = −

    

 
(33) 

22 2
331 1 1 11 1

1 12 2
1 1 1 1

2: 0.
2 2 2 2

pp p p

p
w hh h h
x x h x x

   


    
− + − + + =

   
 (34) 

�

روابط   ،)21( و   )20( روابط  در   ،)15( تا   )12( معادله‌‌های  جایگذاری  با 
نيرو‌‌ها و ممان‌‌هاي داخلي تیر را مي‌‌توان، به صورت زیر محاسبه كرد:

)31(

 
(19) 

 
( ) ( )

2

2

0

1 .
2 2cos sin

c p c p
xx xx xz xz

V
x z

u w fz f
x x x z

U dV
Vz zD D

h x h h h

    

    

      + − + + +          =         − − − −              

 

( ) ( ) ( ), , 1, , 1, , ,
c p

c c p p
x x x xx xx

A A

N M P z f dA z f dA = +  
(20) 

.
c p

c c p p
x xz xz

A A

f fQ dA dA
z z
  

= +
   

(21)    

 
(22) 

2

2

02cos sin .

x x x x
x

x z
V

u wU N M P Q dx
x x x

Vz zD D dV
h x h h h

 

    

   
= − + +    
       + − − − −              




 

(23) 
2 2 231 2( ) ( ) ( ) ,

2 v

uu uK dV
t t t

   = + +     
(24) 

2 2
0

22
2

2 3 3 2

( ) ( )

.
24 24 6( )

u wI
t t

K dx
w w wI

x t x t t x t
  

  

    +     =          + − − +             

 

(25) 
3 1( ( ) ( ) ) ,w uW ma t u ma t u dA= + 

0
( ) 0,

t
U K W dt  − − = (26) 

2
1 1

1 0 2
1

: ( ),x
u

N uu I ma t
x t


 

= +
 

 
(27)          

2 2 2 4
1 1 2 1 1

1 0 22 2 3 2 2
11 1

24: ( ),x
w

M w I ww I I ma t
x tx t x t





   
= + − +

    
 (28) 

2 2
1 2 1 2 1

1 1 2 2 3
1 1

6 24: .x
x

P I I wQ
x x tt




 
  

− = −
  

 
(29) 

/2

/2
: sin cos 0.

h xz
h

DD z z dz
h h h x
  

−

     + =        
 (30) 

( )
2 2

1 1
1 11 11 02 2

1

: ( ),p c
u

u uu Q A C A I ma t
x t

  
+ = +

 
 (31) 

( ) ( )

( )

4 3
11 111 1

1 11 11 4 3 3
1 1

2 2 2 4
1 1 2 1 1

31 0 0 22 2 3 2 2
1 1 1

24
:

242 ( ),

p c
p c

w

Q I C Iww Q I C I
x x

w w I we V I I ma t
x t x t x t







+ 
− + +

 

   
− = + − +

     

 
(32) 

( ) ( )

( )

3 2
11 11 11 111 1

1 3 3 2 2
1 1

2 2
55 5531 151 1 2 1 2 1

1 2 2 3
1

24 6
:

6 24 ,
2 2 2

p c p c

p c

Q I C I Q I C Iw
x x

Q A C Ae h e h I I w
x x t x t


 

  
 

+ + 
− +

 

+   
+ − + = −

    

 
(33) 

22 2
331 1 1 11 1

1 12 2
1 1 1 1

2: 0.
2 2 2 2

pp p p

p
w hh h h
x x h x x

   


    
− + − + + =

   
 (34) 

�

)32(

 
(19) 

 
( ) ( )

2

2

0

1 .
2 2cos sin

c p c p
xx xx xz xz

V
x z

u w fz f
x x x z

U dV
Vz zD D

h x h h h

    

    

      + − + + +          =         − − − −              

 

( ) ( ) ( ), , 1, , 1, , ,
c p

c c p p
x x x xx xx

A A

N M P z f dA z f dA = +  
(20) 

.
c p

c c p p
x xz xz

A A

f fQ dA dA
z z
  

= +
   

(21)    

 
(22) 

2

2

02cos sin .

x x x x
x

x z
V

u wU N M P Q dx
x x x

Vz zD D dV
h x h h h

 

    

   
= − + +    
       + − − − −              




 

(23) 
2 2 231 2( ) ( ) ( ) ,

2 v

uu uK dV
t t t

   = + +     
(24) 

2 2
0

22
2

2 3 3 2

( ) ( )

.
24 24 6( )

u wI
t t

K dx
w w wI

x t x t t x t
  

  

    +     =          + − − +             

 

(25) 
3 1( ( ) ( ) ) ,w uW ma t u ma t u dA= + 

0
( ) 0,

t
U K W dt  − − = (26) 

2
1 1

1 0 2
1

: ( ),x
u

N uu I ma t
x t


 

= +
 

 
(27)          

2 2 2 4
1 1 2 1 1

1 0 22 2 3 2 2
11 1

24: ( ),x
w

M w I ww I I ma t
x tx t x t





   
= + − +

    
 (28) 

2 2
1 2 1 2 1

1 1 2 2 3
1 1

6 24: .x
x

P I I wQ
x x tt




 
  

− = −
  

 
(29) 

/2

/2
: sin cos 0.

h xz
h

DD z z dz
h h h x
  

−

     + =        
 (30) 

( )
2 2

1 1
1 11 11 02 2

1

: ( ),p c
u

u uu Q A C A I ma t
x t

  
+ = +

 
 (31) 

( ) ( )

( )

4 3
11 111 1

1 11 11 4 3 3
1 1

2 2 2 4
1 1 2 1 1

31 0 0 22 2 3 2 2
1 1 1

24
:

242 ( ),

p c
p c

w

Q I C Iww Q I C I
x x

w w I we V I I ma t
x t x t x t







+ 
− + +

 

   
− = + − +

     

 
(32) 

( ) ( )

( )

3 2
11 11 11 111 1

1 3 3 2 2
1 1

2 2
55 5531 151 1 2 1 2 1

1 2 2 3
1

24 6
:

6 24 ,
2 2 2

p c p c

p c

Q I C I Q I C Iw
x x

Q A C Ae h e h I I w
x x t x t


 

  
 

+ + 
− +

 

+   
+ − + = −

    

 
(33) 

22 2
331 1 1 11 1

1 12 2
1 1 1 1

2: 0.
2 2 2 2

pp p p

p
w hh h h
x x h x x

   


    
− + − + + =

   
 (34) 

�

)33(

 
(19) 

 
( ) ( )

2

2

0

1 .
2 2cos sin

c p c p
xx xx xz xz

V
x z

u w fz f
x x x z

U dV
Vz zD D

h x h h h

    

    

      + − + + +          =         − − − −              

 

( ) ( ) ( ), , 1, , 1, , ,
c p

c c p p
x x x xx xx

A A

N M P z f dA z f dA = +  
(20) 

.
c p

c c p p
x xz xz

A A

f fQ dA dA
z z
  

= +
   

(21)    

 
(22) 

2

2

02cos sin .

x x x x
x

x z
V

u wU N M P Q dx
x x x

Vz zD D dV
h x h h h

 

    

   
= − + +    
       + − − − −              




 

(23) 
2 2 231 2( ) ( ) ( ) ,

2 v

uu uK dV
t t t

   = + +     
(24) 

2 2
0

22
2

2 3 3 2

( ) ( )

.
24 24 6( )

u wI
t t

K dx
w w wI

x t x t t x t
  

  

    +     =          + − − +             

 

(25) 
3 1( ( ) ( ) ) ,w uW ma t u ma t u dA= + 

0
( ) 0,

t
U K W dt  − − = (26) 

2
1 1

1 0 2
1

: ( ),x
u

N uu I ma t
x t


 

= +
 

 
(27)          

2 2 2 4
1 1 2 1 1

1 0 22 2 3 2 2
11 1

24: ( ),x
w

M w I ww I I ma t
x tx t x t





   
= + − +

    
 (28) 

2 2
1 2 1 2 1

1 1 2 2 3
1 1

6 24: .x
x

P I I wQ
x x tt




 
  

− = −
  

 
(29) 

/2

/2
: sin cos 0.

h xz
h

DD z z dz
h h h x
  

−

     + =        
 (30) 

( )
2 2

1 1
1 11 11 02 2

1

: ( ),p c
u

u uu Q A C A I ma t
x t

  
+ = +

 
 (31) 

( ) ( )

( )

4 3
11 111 1

1 11 11 4 3 3
1 1

2 2 2 4
1 1 2 1 1

31 0 0 22 2 3 2 2
1 1 1

24
:

242 ( ),

p c
p c

w

Q I C Iww Q I C I
x x

w w I we V I I ma t
x t x t x t







+ 
− + +

 

   
− = + − +

     

 
(32) 

( ) ( )

( )

3 2
11 11 11 111 1

1 3 3 2 2
1 1

2 2
55 5531 151 1 2 1 2 1

1 2 2 3
1

24 6
:

6 24 ,
2 2 2

p c p c

p c

Q I C I Q I C Iw
x x

Q A C Ae h e h I I w
x x t x t


 

  
 

+ + 
− +

 

+   
+ − + = −

    

 
(33) 

22 2
331 1 1 11 1

1 12 2
1 1 1 1

2: 0.
2 2 2 2

pp p p

p
w hh h h
x x h x x

   


    
− + − + + =

   
 (34) 

�

)34(

 
(19) 

 
( ) ( )

2

2

0

1 .
2 2cos sin

c p c p
xx xx xz xz

V
x z

u w fz f
x x x z

U dV
Vz zD D

h x h h h

    

    

      + − + + +          =         − − − −              

 

( ) ( ) ( ), , 1, , 1, , ,
c p

c c p p
x x x xx xx

A A

N M P z f dA z f dA = +  
(20) 

.
c p

c c p p
x xz xz

A A

f fQ dA dA
z z
  

= +
   

(21)    

 
(22) 

2

2

02cos sin .

x x x x
x

x z
V

u wU N M P Q dx
x x x

Vz zD D dV
h x h h h

 

    

   
= − + +    
       + − − − −              




 

(23) 
2 2 231 2( ) ( ) ( ) ,

2 v

uu uK dV
t t t

   = + +     
(24) 

2 2
0

22
2

2 3 3 2

( ) ( )

.
24 24 6( )

u wI
t t

K dx
w w wI

x t x t t x t
  

  

    +     =          + − − +             

 

(25) 
3 1( ( ) ( ) ) ,w uW ma t u ma t u dA= + 

0
( ) 0,

t
U K W dt  − − = (26) 

2
1 1

1 0 2
1

: ( ),x
u

N uu I ma t
x t


 

= +
 

 
(27)          

2 2 2 4
1 1 2 1 1

1 0 22 2 3 2 2
11 1

24: ( ),x
w

M w I ww I I ma t
x tx t x t





   
= + − +

    
 (28) 

2 2
1 2 1 2 1

1 1 2 2 3
1 1

6 24: .x
x

P I I wQ
x x tt




 
  

− = −
  

 
(29) 

/2

/2
: sin cos 0.

h xz
h

DD z z dz
h h h x
  

−

     + =        
 (30) 

( )
2 2

1 1
1 11 11 02 2

1

: ( ),p c
u

u uu Q A C A I ma t
x t

  
+ = +

 
 (31) 

( ) ( )

( )

4 3
11 111 1

1 11 11 4 3 3
1 1

2 2 2 4
1 1 2 1 1

31 0 0 22 2 3 2 2
1 1 1

24
:

242 ( ),

p c
p c

w

Q I C Iww Q I C I
x x

w w I we V I I ma t
x t x t x t







+ 
− + +

 

   
− = + − +

     

 
(32) 

( ) ( )

( )

3 2
11 11 11 111 1

1 3 3 2 2
1 1

2 2
55 5531 151 1 2 1 2 1

1 2 2 3
1

24 6
:

6 24 ,
2 2 2

p c p c

p c

Q I C I Q I C Iw
x x

Q A C Ae h e h I I w
x x t x t


 

  
 

+ + 
− +

 

+   
+ − + = −

    

 
(33) 

22 2
331 1 1 11 1

1 12 2
1 1 1 1

2: 0.
2 2 2 2

pp p p

p
w hh h h
x x h x x

   


    
− + − + + =

   
 (34) 

�

با درنظر گرفتن نیروی وزن ستون‌‌ها و لایه پیزوالکتریک برای آن‌‌ها، 
معادلات حاکم بر ستون‌‌های قائم بتنی عبارت است از:

)35(( )
2 2

11 11 02 2: ( ),p c i i
i u

i

u uu Q A C A I ma t
x t

  
+ = +

 
 (35) 

( ) ( )

( ) ( )

4 3
11 11

11 11 4 3 3

2

31 0 2

2 2 4
2

0 22 3 2 2

24
:

2

24 ( ),

p c
p c i i

i
i i

c c i i

i i i

i i i
w

i i

Q I C Iww Q I C I
x x

w wgA L x e V
x x x

w I wI I ma t
t x t x t









+ 
− + +

 

  
− − − =    
  

+ − +
    

 

(36) 

( ) ( )

( )

3 2
11 11 11 11

3 3 2 2

2 2
55 5531 15 2 2

2 2 3

24 6
:

6 24 ,
2 2 2

p c p c
i i

i
i i

p c
i i i i

i
i

Q I C I Q I C Iw
x x

Q A C Ae h e h I I w
x x t x t


 

  
 

+ + 
− +

 

+   
+ − + = −

    

 
(37) 

22 2
33 11

2 2
2: 0.

2 2 2 2

pp p p
i i i i

i ip
i i i i

w hh h h
x x h x x

   


    
− + − + + =

   
 (38) 

(39) ( ) ( ) ( ) ,a s s
d vG G  = + 

 

 

(40) 

22 2
( ) 331 1 1 11 1

12 2
1 1 1 1

23 2 2 3
331 1 1 1 11 1

2 2
1 1 1 1

2
2 2 2 2

2 ,
2 2 2 2

pp p p
a

beam d p

pp p p

v p

w hh h hG
x x h x x

w hh h hG
t x t x h t t x t x

   


   


     
= − + − + +     
      

+ − + − + +          

 

(41) 

22 2
( ) 33 11

2 2

23 2 2 3
33 11

2 2

2
2 2 2 2

2 ,
2 2 2 2

pp p p
a i i i i

Column d ip
i i i i

pp p p
i i i i i

v p
i i i i

w hh h hG
x x h x x

w hh h hG
t x t x h t t x t x

   


   


     
= − + − + +     

      
+ − + − + +          

 

3
3 3 3

3

2
2 2 2

2

0, 0, 0 @ 0

0, 0, 0 @ 0

w
w u x

x
ww u x
x


= = = =




= = = =


 

(42) 

2
2 2 2

2

3 3 3 3

0, 0, 0 @ 0

0, 0, 0 @ 0x

ww u x
x

w u M x


= = = =


= = = =

 

(43) 

 

2 2 2 2

3 3 3 3

0, 0, 0 @ 0
0, 0, 0 @ 0

x

x

w u M x
w u M x

= = = =
= = = =

 
(44) 

1 2

1 2
2 2 1 1

1 2

1 2

@ / 2
x x

x x

w u
u w

x L and x L
M M
N N

=
 = = = =
 =

 
(45) 

1 3

1 3
3 3 1 1

1 3

1 3

@ / 2
x x

x x

w u
u w

x L and x L
M M
N N

=
 = = = − =
 =

 

(46) 

 

�

)36(

( )
2 2

11 11 02 2: ( ),p c i i
i u

i

u uu Q A C A I ma t
x t

  
+ = +

 
 (35) 

( ) ( )

( ) ( )

4 3
11 11

11 11 4 3 3

2

31 0 2

2 2 4
2

0 22 3 2 2

24
:

2

24 ( ),

p c
p c i i

i
i i

c c i i

i i i

i i i
w

i i

Q I C Iww Q I C I
x x

w wgA L x e V
x x x

w I wI I ma t
t x t x t









+ 
− + +

 

  
− − − =    
  

+ − +
    

 

(36) 

( ) ( )

( )

3 2
11 11 11 11

3 3 2 2

2 2
55 5531 15 2 2

2 2 3

24 6
:

6 24 ,
2 2 2

p c p c
i i

i
i i

p c
i i i i

i
i

Q I C I Q I C Iw
x x

Q A C Ae h e h I I w
x x t x t


 

  
 

+ + 
− +

 

+   
+ − + = −

    

 
(37) 

22 2
33 11

2 2
2: 0.

2 2 2 2

pp p p
i i i i

i ip
i i i i

w hh h h
x x h x x

   


    
− + − + + =

   
 (38) 

(39) ( ) ( ) ( ) ,a s s
d vG G  = + 

 

 

(40) 

22 2
( ) 331 1 1 11 1

12 2
1 1 1 1

23 2 2 3
331 1 1 1 11 1

2 2
1 1 1 1

2
2 2 2 2

2 ,
2 2 2 2

pp p p
a

beam d p

pp p p

v p

w hh h hG
x x h x x

w hh h hG
t x t x h t t x t x

   


   


     
= − + − + +     
      

+ − + − + +          

 

(41) 

22 2
( ) 33 11

2 2

23 2 2 3
33 11

2 2

2
2 2 2 2

2 ,
2 2 2 2

pp p p
a i i i i

Column d ip
i i i i

pp p p
i i i i i

v p
i i i i

w hh h hG
x x h x x

w hh h hG
t x t x h t t x t x

   


   


     
= − + − + +     

      
+ − + − + +          

 

3
3 3 3

3

2
2 2 2

2

0, 0, 0 @ 0

0, 0, 0 @ 0

w
w u x

x
ww u x
x


= = = =




= = = =


 

(42) 

2
2 2 2

2

3 3 3 3

0, 0, 0 @ 0

0, 0, 0 @ 0x

ww u x
x

w u M x


= = = =


= = = =

 

(43) 

 

2 2 2 2

3 3 3 3

0, 0, 0 @ 0
0, 0, 0 @ 0

x

x

w u M x
w u M x

= = = =
= = = =

 
(44) 

1 2

1 2
2 2 1 1

1 2

1 2

@ / 2
x x

x x

w u
u w

x L and x L
M M
N N

=
 = = = =
 =

 
(45) 

1 3

1 3
3 3 1 1

1 3

1 3

@ / 2
x x

x x

w u
u w

x L and x L
M M
N N

=
 = = = − =
 =

 

(46) 

 

�

)37(

( )
2 2

11 11 02 2: ( ),p c i i
i u

i

u uu Q A C A I ma t
x t

  
+ = +

 
 (35) 

( ) ( )

( ) ( )

4 3
11 11

11 11 4 3 3

2

31 0 2

2 2 4
2

0 22 3 2 2

24
:

2

24 ( ),

p c
p c i i

i
i i

c c i i

i i i

i i i
w

i i

Q I C Iww Q I C I
x x

w wgA L x e V
x x x

w I wI I ma t
t x t x t









+ 
− + +

 

  
− − − =    
  

+ − +
    

 

(36) 

( ) ( )

( )

3 2
11 11 11 11

3 3 2 2

2 2
55 5531 15 2 2

2 2 3

24 6
:

6 24 ,
2 2 2

p c p c
i i

i
i i

p c
i i i i

i
i

Q I C I Q I C Iw
x x

Q A C Ae h e h I I w
x x t x t


 

  
 

+ + 
− +

 

+   
+ − + = −

    

 
(37) 

22 2
33 11

2 2
2: 0.

2 2 2 2

pp p p
i i i i

i ip
i i i i

w hh h h
x x h x x

   


    
− + − + + =

   
 (38) 

(39) ( ) ( ) ( ) ,a s s
d vG G  = + 

 

 

(40) 

22 2
( ) 331 1 1 11 1

12 2
1 1 1 1

23 2 2 3
331 1 1 1 11 1

2 2
1 1 1 1

2
2 2 2 2

2 ,
2 2 2 2

pp p p
a

beam d p

pp p p

v p

w hh h hG
x x h x x

w hh h hG
t x t x h t t x t x

   


   


     
= − + − + +     
      

+ − + − + +          

 

(41) 

22 2
( ) 33 11

2 2

23 2 2 3
33 11

2 2

2
2 2 2 2

2 ,
2 2 2 2

pp p p
a i i i i

Column d ip
i i i i

pp p p
i i i i i

v p
i i i i

w hh h hG
x x h x x

w hh h hG
t x t x h t t x t x

   


   


     
= − + − + +     

      
+ − + − + +          

 

3
3 3 3

3

2
2 2 2

2

0, 0, 0 @ 0

0, 0, 0 @ 0

w
w u x

x
ww u x
x


= = = =




= = = =


 

(42) 

2
2 2 2

2

3 3 3 3

0, 0, 0 @ 0

0, 0, 0 @ 0x

ww u x
x

w u M x


= = = =


= = = =

 

(43) 

 

2 2 2 2

3 3 3 3

0, 0, 0 @ 0
0, 0, 0 @ 0

x

x

w u M x
w u M x

= = = =
= = = =

 
(44) 

1 2

1 2
2 2 1 1

1 2

1 2

@ / 2
x x

x x

w u
u w

x L and x L
M M
N N

=
 = = = =
 =

 
(45) 

1 3

1 3
3 3 1 1

1 3

1 3

@ / 2
x x

x x

w u
u w

x L and x L
M M
N N

=
 = = = − =
 =

 

(46) 

 

�

)38(

( )
2 2

11 11 02 2: ( ),p c i i
i u

i

u uu Q A C A I ma t
x t

  
+ = +

 
 (35) 

( ) ( )

( ) ( )

4 3
11 11

11 11 4 3 3

2

31 0 2

2 2 4
2

0 22 3 2 2

24
:

2

24 ( ),

p c
p c i i

i
i i

c c i i

i i i

i i i
w

i i

Q I C Iww Q I C I
x x

w wgA L x e V
x x x

w I wI I ma t
t x t x t









+ 
− + +

 

  
− − − =    
  

+ − +
    

 

(36) 

( ) ( )

( )

3 2
11 11 11 11

3 3 2 2

2 2
55 5531 15 2 2

2 2 3

24 6
:

6 24 ,
2 2 2

p c p c
i i

i
i i

p c
i i i i

i
i

Q I C I Q I C Iw
x x

Q A C Ae h e h I I w
x x t x t


 

  
 

+ + 
− +

 

+   
+ − + = −

    

 
(37) 

22 2
33 11

2 2
2: 0.

2 2 2 2

pp p p
i i i i

i ip
i i i i

w hh h h
x x h x x

   


    
− + − + + =

   
 (38) 

(39) ( ) ( ) ( ) ,a s s
d vG G  = + 

 

 

(40) 

22 2
( ) 331 1 1 11 1

12 2
1 1 1 1

23 2 2 3
331 1 1 1 11 1

2 2
1 1 1 1

2
2 2 2 2

2 ,
2 2 2 2

pp p p
a

beam d p

pp p p

v p

w hh h hG
x x h x x

w hh h hG
t x t x h t t x t x

   


   


     
= − + − + +     
      

+ − + − + +          

 

(41) 

22 2
( ) 33 11

2 2

23 2 2 3
33 11

2 2

2
2 2 2 2

2 ,
2 2 2 2

pp p p
a i i i i

Column d ip
i i i i

pp p p
i i i i i

v p
i i i i

w hh h hG
x x h x x

w hh h hG
t x t x h t t x t x

   


   


     
= − + − + +     

      
+ − + − + +          

 

3
3 3 3

3

2
2 2 2

2

0, 0, 0 @ 0

0, 0, 0 @ 0

w
w u x

x
ww u x
x


= = = =




= = = =


 

(42) 

2
2 2 2

2

3 3 3 3

0, 0, 0 @ 0

0, 0, 0 @ 0x

ww u x
x

w u M x


= = = =


= = = =

 

(43) 

 

2 2 2 2

3 3 3 3

0, 0, 0 @ 0
0, 0, 0 @ 0

x

x

w u M x
w u M x

= = = =
= = = =

 
(44) 

1 2

1 2
2 2 1 1

1 2

1 2

@ / 2
x x

x x

w u
u w

x L and x L
M M
N N

=
 = = = =
 =

 
(45) 

1 3

1 3
3 3 1 1

1 3

1 3

@ / 2
x x

x x

w u
u w

x L and x L
M M
N N

=
 = = = − =
 =

 

(46) 

 

�

تناسبی- کننده  کنترل  یک  از  سازه،  دینامیکی  رفتار  کنترل  منظور  به 
مشتقی استفاده می‌‌شود. بنابراین پتانسیل الکتریکی لایه محرک بر حسب 
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پتانسیل الکتریکی سنسور به صورت زیر می‌تواند نوشته شود:
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vG  به ترتیب ضرایب کنترل تناسبی و مشتقی  dG و  در رابطه فوق 
می باشند و بالانویس های a و s به ترتیب پتانسیل الکتریکی لایه محرک 
و سنسور را نشان می دهند. بنابراین با جایگذاری پتانسیل الکتریکی بدست 
آمده از لایه پیزوالکتریک بالا که در نقش سنسور است )معادله های )34( 

برای تیر بتنی و )38( برای ستون بتنی( در معادله )39(  داریم:

)40(

( )
2 2

11 11 02 2: ( ),p c i i
i u

i

u uu Q A C A I ma t
x t

  
+ = +

 
 (35) 

( ) ( )

( ) ( )

4 3
11 11

11 11 4 3 3

2

31 0 2

2 2 4
2

0 22 3 2 2

24
:

2

24 ( ),

p c
p c i i

i
i i

c c i i

i i i

i i i
w

i i

Q I C Iww Q I C I
x x

w wgA L x e V
x x x

w I wI I ma t
t x t x t









+ 
− + +

 

  
− − − =    
  

+ − +
    

 

(36) 

( ) ( )

( )

3 2
11 11 11 11

3 3 2 2

2 2
55 5531 15 2 2

2 2 3

24 6
:

6 24 ,
2 2 2

p c p c
i i

i
i i

p c
i i i i

i
i

Q I C I Q I C Iw
x x

Q A C Ae h e h I I w
x x t x t


 

  
 

+ + 
− +

 

+   
+ − + = −

    

 
(37) 

22 2
33 11

2 2
2: 0.

2 2 2 2

pp p p
i i i i

i ip
i i i i

w hh h h
x x h x x

   


    
− + − + + =

   
 (38) 

(39) ( ) ( ) ( ) ,a s s
d vG G  = + 

 

 

(40) 

22 2
( ) 331 1 1 11 1

12 2
1 1 1 1

23 2 2 3
331 1 1 1 11 1

2 2
1 1 1 1

2
2 2 2 2

2 ,
2 2 2 2

pp p p
a

beam d p

pp p p

v p

w hh h hG
x x h x x

w hh h hG
t x t x h t t x t x

   


   


     
= − + − + +     
      

+ − + − + +          

 

(41) 

22 2
( ) 33 11

2 2

23 2 2 3
33 11

2 2

2
2 2 2 2

2 ,
2 2 2 2

pp p p
a i i i i

Column d ip
i i i i

pp p p
i i i i i

v p
i i i i

w hh h hG
x x h x x

w hh h hG
t x t x h t t x t x

   


   


     
= − + − + +     

      
+ − + − + +          

 

3
3 3 3

3

2
2 2 2

2

0, 0, 0 @ 0

0, 0, 0 @ 0

w
w u x

x
ww u x
x


= = = =




= = = =


 

(42) 

2
2 2 2

2

3 3 3 3

0, 0, 0 @ 0

0, 0, 0 @ 0x

ww u x
x

w u M x


= = = =


= = = =

 

(43) 

 

2 2 2 2

3 3 3 3

0, 0, 0 @ 0
0, 0, 0 @ 0

x

x

w u M x
w u M x

= = = =
= = = =

 
(44) 

1 2

1 2
2 2 1 1

1 2

1 2

@ / 2
x x

x x

w u
u w

x L and x L
M M
N N

=
 = = = =
 =

 
(45) 

1 3

1 3
3 3 1 1

1 3

1 3

@ / 2
x x

x x

w u
u w

x L and x L
M M
N N

=
 = = = − =
 =

 

(46) 

 

�

)41(

( )
2 2

11 11 02 2: ( ),p c i i
i u

i

u uu Q A C A I ma t
x t

  
+ = +

 
 (35) 

( ) ( )

( ) ( )

4 3
11 11

11 11 4 3 3

2

31 0 2

2 2 4
2

0 22 3 2 2

24
:

2

24 ( ),

p c
p c i i

i
i i

c c i i

i i i

i i i
w

i i

Q I C Iww Q I C I
x x

w wgA L x e V
x x x

w I wI I ma t
t x t x t









+ 
− + +

 

  
− − − =    
  

+ − +
    

 

(36) 

( ) ( )

( )

3 2
11 11 11 11

3 3 2 2

2 2
55 5531 15 2 2

2 2 3

24 6
:

6 24 ,
2 2 2

p c p c
i i

i
i i

p c
i i i i

i
i

Q I C I Q I C Iw
x x

Q A C Ae h e h I I w
x x t x t


 

  
 

+ + 
− +

 

+   
+ − + = −

    

 
(37) 

22 2
33 11

2 2
2: 0.

2 2 2 2

pp p p
i i i i

i ip
i i i i

w hh h h
x x h x x

   


    
− + − + + =

   
 (38) 

(39) ( ) ( ) ( ) ,a s s
d vG G  = + 

 

 

(40) 

22 2
( ) 331 1 1 11 1

12 2
1 1 1 1

23 2 2 3
331 1 1 1 11 1

2 2
1 1 1 1

2
2 2 2 2

2 ,
2 2 2 2

pp p p
a

beam d p

pp p p

v p

w hh h hG
x x h x x

w hh h hG
t x t x h t t x t x

   


   


     
= − + − + +     
      

+ − + − + +          

 

(41) 

22 2
( ) 33 11

2 2

23 2 2 3
33 11

2 2

2
2 2 2 2

2 ,
2 2 2 2

pp p p
a i i i i

Column d ip
i i i i

pp p p
i i i i i

v p
i i i i

w hh h hG
x x h x x

w hh h hG
t x t x h t t x t x

   


   


     
= − + − + +     

      
+ − + − + +          

 

3
3 3 3

3

2
2 2 2

2

0, 0, 0 @ 0

0, 0, 0 @ 0

w
w u x

x
ww u x
x


= = = =




= = = =


 

(42) 

2
2 2 2

2

3 3 3 3

0, 0, 0 @ 0

0, 0, 0 @ 0x

ww u x
x

w u M x


= = = =


= = = =

 

(43) 

 

2 2 2 2

3 3 3 3

0, 0, 0 @ 0
0, 0, 0 @ 0

x

x

w u M x
w u M x

= = = =
= = = =

 
(44) 

1 2

1 2
2 2 1 1

1 2

1 2

@ / 2
x x

x x

w u
u w

x L and x L
M M
N N

=
 = = = =
 =

 
(45) 

1 3

1 3
3 3 1 1

1 3

1 3

@ / 2
x x

x x

w u
u w

x L and x L
M M
N N

=
 = = = − =
 =

 

(46) 

 

�

شرایط مرزی عمومی سازه عبارت است از:
 گیردار-گیردار	
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 روش حل -3
با  آن  در  که  است  عددی  روش‌‌های  جمله  از  مربعی1  تفاضلات  روش 
استفاده از ضرایب وزنی، معادلات دیفرانسیلی حاکم، به دسته‌‌ای از معادلات 
مشتق  نقطه،  هر  در  که  ترتیب  بدین  شوند.  می  تبدیل  اول  مرتبه  جبری 
بصورت یک مجموع خطی از ضرایب وزنی و مقادیر تابع در آن نقطه و دیگر 
نقاط دامنه و در جهت محورهای مختصات بیان خواهند شد. قابل ذکر است 
که از این روش تاکنون برای تعیین تغییرشکل قاب استفاده نشده است. رابطه 

اصلی این روش برای حالت یک بعدی، به شکل زیر بیان می شود ]48[: 
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که در روابط فوق:
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بنابراین معادلات حاکمه و شرط مرزی المان‌‌های قاب در فرم ماتریسی 
به صورت زیر نوشته می شود:
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]به‌‌ترتیب بیانگر ماتريس سختي،  ]M ] و   ]C  ،[ ]K در رابطه فوق 
} به ترتیب  }dd } و  }bd ماتریس دمپ و ماتريس جرم می‌‌باشند. همچنین 
بردار تغییرشکل دینامیکی مربوط به نقاط شرط مرزی و میدان می‌‌باشند. در 
این قسمت، برای بدست آوردن پاسخ زمانی سازه تحت بار لرزه ای، روش 
این  بر اساس  بکار گرفته شده است.  نیومارک ]49[ در حوزه زمان  عددی 

روش، معادله بالا به فرم کلی زیر نوشته می‌‌شود:
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بوده،   1it t += زمان  دهنده  نشان   1i + زیرنویس  به‌‌طوری‌‌که 
1iQ بردار بار موثر می‌‌باشند که به  + * ماتریس سختی موثر و 

1( )iK d +

صورت زیر نوشته می‌‌شوند:  
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به‌‌طوری‌‌که 
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روش  اساس  بر  می‌‌باشند.   0.25χ = و   0.5γ = بالا  روابط  در 
تکرار، معادله اصلی روش در هر بازه زمانی حل شده و شتاب و سرعت اصلاح 

شده از روابط زیر محاسبه می‌‌شوند:
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نتایج و نمودارها-4 
 مشخصات قاب ولایه پیزولکتریک -1 -4

در این قسمت به بررسی تغییرشکل دینامیکی جانبی و خیز قائم تیر قاب 
بتنی با پوشش پیزوالکتریک تحت بار لرزه‌‌ای و کنترل آن پرداخته می‌‌شود. 
در نظر  2 3 3L L m= = 1 و   5L m= بدین منظور یک قاب بتنی با طول 

30ch cm= گرفته شده است. ضخامت بتن و لایه پیزوالکتریک به ترتیب 
20cE و  GPa= 3ph است. قاب بتنی دارای مدول الاستیک  cm= و 
0.3cν ضریب پواسون می‌‌باشد. لایه پیزوالکتریک از جنس پلی وینیلیدن  =

55 1.8Q GPa= 11 و  8Q GPa= فلوراید )PVDF( با ضرایب الاستیک 
2 و 

15 0.45 /e C m= − 2 و 
31 0.51 /e C m= − ، ضرایب پیزوالکتریک 

مقاله،  این  هدف  است.   15 7.77 8 /e F m∈ = − الکتریک  دی  ضریب 
مطالعه پارامتریک برای قاب بتنی هوشمند با کنترل کننده تناسبی-مشتقی 
است. بنابراین برای بررسی اثر پارامترهای مختلفی همچون وجود و ضخامت 
لایه پیزوالکتریک، کنترل‌‌کننده، ولتاژ خارجی، شرایط مرزی و اثرات ترکیبی 
است.  درنظر گرفته شده  به عنوان ورودی مسئله  نگاشت  آنها، یک شتاب 
شتاب‌‌نگاشت زلزله بم ایستگاه چشمه سبز در راستای طولی و قائم به ترتیب 
در شکل های )2( و )3( نشان داده شده است. زلزله در این ایستگاه دارای 
طول   ،29/31 جغرافیایی  عرض  ثانیه،  مجذور  بر  متر   0/14 شتاب  بیشینه 

جغرافیایی 59/67، عمق 50 کیلومتر و شدت 5/3 ریشتر می باشد.  
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 چشمه سبز از شهر بم نگاشت افقی زلزله ایستگاه مولفه شتاب -2شکل 

Fig. 2- Horizontal component of acceleration time history for Bam earthquake recorded at Cheshme 
Sabz station  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 2. مولفه شتاب‌‌نگاشت افقی زلزله ایستگاه چشمه سبز از شهر بم

Fig. 2. Horizontal component of acceleration time history for Bam earthquake recorded at Cheshme Sabz station 

 
 نگاشت قائم زلزله ایستگاه چشمه سبز از شهر بم مولفه شتاب -3شکل 

Fig. 3- Vertical component of acceleration time history for Bam earthquake recorded at Cheshme Sabz 
station 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 3. مولفه شتاب‌‌نگاشت قائم زلزله ایستگاه چشمه سبز از شهر بم

Fig. 3. Vertical component of acceleration time history for Bam earthquake recorded at Cheshme Sabz station



نشریه مهندسی عمران امیرکبیر، دوره 56، شماره 2، سال 1403، صفحه 229 تا 252

239

 همگرایی روش عددی -2 -4
پاسخ  برای  مربعی  تفاضلات  بررسی همگرایی روش عددی  منظور  به 
پیزوالکتریک در نقش محرک و سنسور،  با لایه های  بتنی  دینامیکی قاب 
برای  جانبی  دینامیکی  تغییرشکل  ماکزیمم  است.  شده  آورده   )1( جدول 
حالت‌‌های بدون و با لایه‌‌های هوشمند در این جدول نشان داده شده است. 
همانطور که مشاهده می شود، با افزایش نقاط شبکه، تغییرشکل دینامیکی 
اعشار  مرتبه چهارم  در  نتایج   N=15 از  بعد  که  جایی  تا  کمتر شده  سازه 
ph ، تغییرشکل دینامیکی  = 0 تغییری نمی‌‌کند. به عبارت دیگر، برای حالت 
برای 15 نقطه شبکه برابر 3/3510 است درحالی‌‌که اگر نقاط شبکه به 17 
مانده و همان مقدار 3/3510  ثابت  تغییرشکل دینامیکی  پیدا کند،  افزایش 
نیز صادق است. بنابراین، در هر دو  ph ≠ 0 می‌‌باشد. این روند برای حالت  

حالت برای تعداد نقاط شبکه 15، تغییرشکل دینامیکی همگرا می‌‌شود. 

صحت‌‌سنجی-4 -3 
روش گالرکین یک روش تحلیلی است که برای حل معادلات دیفرانسیل 
آن  انعطاف‌‌پذیری  گالرکین،  کلیدی روش  مزایای  از  یکی  استفاده می‌‌شود. 
جهت درنظر گرفتن انواع شرایط مرزی و هندسه های پیچیده می‌‌باشد. در 

این روش، بردار جابجایی بصورت زیر فرض می‌‌شود:
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Θ(x) متغیر  Γ(t) یک متغیر وابسته به زمان است و  در رابطه بالا، 
مکانی وابسته به شرایط مرزی است که برای تیر دو سر گیردار بصورت زیر 

می‌‌باشد ]50-52[:
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به فرم  آنها  نوشتن  تا )38( و  رابطه )59( در روابط )31(  با جایگذاری 
ماتریسی خواهیم داشت:
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پاسخ   ،)61( زمانی  معادله  حل  و  نیومارک  روش  کمک  به  نهایت  در 
دینامیکی به روش تحلیلی محاسبه می‌‌شود و با نتایج حاصل از روش عددی 

ارائه شده )تفاضلات مربعی( مقایسه می‌‌گردد. 
مقایسه نتایج تحلیلی )روش گالرکین( و عددی )روش تفاضلات مربعی( 
در شکل های )4( و )5( به ترتیب برای تغییرشکل جانبی و خیز قائم نشان 
خوبی  تطابق  تحلیلی  و  عددی  نتایج  که  می‌‌شود  مشاهده  است.  شده  داده 
مربعی  تفاضلات  روش  از  شده  حاصل  نتایج  اعتبار  از  نشان  این  که  دارند 

جدول 1. همگرایی روش عددی روی تغییرشکل دینامیکی جانبی بر حسب میلی‌‌متر

Table 1. Convergence of the numerical method for lateral dynamic deflection (millimeters)

 متربر حسب میلی جانبی دینامیکی  تغییرشکلهمگرایی روش عددی روی   -1جدول 

Table 1- Convergence of the numerical method for lateral dynamic deflection (millimeters) 

ph زمان اجرا   0 
 با لایه پیزوالکتریک 

ph = 0  
 بدون لایه پیزوالکتریک 

 تعداد نقاط 

 5 4/ 4519 3/ 8991 ثانیه  2

 7 3/ 9215 2/ 4718 ثانیه  3/ 5

 9 3/ 3618 2/ 4623 ثانیه  5/ 1

 13 3/ 3511 2/ 4621 ثانیه  6/ 6

 15 3/ 3510 2/ 4620 ثانیه  8/ 3

 17 3/ 3510 2/ 4620 ثانیه  10

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



نشریه مهندسی عمران امیرکبیر، دوره 55، شماره 11، سال 1403، صفحه 229 تا 252

240

 
   مقایسه نتایج عددی و تحلیلی برای تغییرشکل جانبی قاب -4شکل 

Fig. 4- Comparison of numerical and analytical results for the lateral deflection of the frame 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 4. مقایسه نتایج عددی و تحلیلی برای تغییرشکل جانبی قاب

Fig. 4. Comparison of numerical and analytical results for the lateral deflection of the frame

 
 مقایسه نتایج عددی و تحلیلی برای خیز قائم  -5شکل 

Fig. 5- Comparison of numerical and analytical results for the vertical deflection 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 5. مقایسه نتایج عددی و تحلیلی برای خیز قائم

Fig. 5. Comparison of numerical and analytical results for the vertical deflection
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دارد. بیشینه تغییرشکل دینامیکی جانبی و قائم بدست آمده از روش تحلیلی 
تغییرشکل  بیشینه  در‌‌حالی‌‌که  است  میلی‌‌متر   0/5541 و   2/991 ترتیب  به 
دینامیکی جانبی و خیز قائم بدست آمده از روش عددی به ترتیب 2/982 و 
0/5535 میلی‌‌متر است. به عبارت دیگر خطای روش عددی نسبت به تحلیل 
برای خیز دینامیکی جانبی و قائم به ترتیب 0/3 و 0/1 درصد است. خطای 
روش عددی تفاضلات مربعی نسبت به روش تحلیلی بسیار ناچیز بوده و قابل 

قبول می باشد که این نشان از صحت نتایج این پروژه دارد.

 اثر ولتاژ لایه پیزوالکتریک -4 -4
تغییرشکل  روی  پیزوالکتریک  لایه  به  شده  اعمال  خارجی  ولتاژ  تاثیر 
دینامیکی افقی و خیز قائم بر حسب زمان زلزله به‌‌ترتیب در شکل‌‌های )6( و 
)7( نشان داده شده است. همانطور که مشاهده می‌‌شود ولتاژ خارجی اثر قابل 
توجهی روی جابجایی دینامیکی سیستم دارد بطوریکه با اعمال ولتاژ خارجی 
منفی به لایه پیزوالکتریک، تغییرشکل دینامیکی کمتر خواهد شد و بالعکس. 
به منظور مطالعه کمی، بیشینه تغییرشکل دینامیکی جانبی برای ولتاژ منفی 
و مثبت به ترتیب 2/98 و 4/33 میلی‌‌متر و بیشینه خیز دینامیکی قائم برای 
ولتاژ منفی و مثبث به ترتیب 0/58 و 0/81 میلی‌‌متر است. به عبارت دیگر، 

تغییرشکل دینامیکی جانبی و خیز  پیزوالکتریک  اعمال ولتاژ منفی به لایه 
قائم را به ترتیب 31/17 و 28/39 درصد کاهش می‌‌دهد. دلیل این موضوع 
این است که اعمال ولتاژ خارجی منفی باعث ایجاد نیروی فشاری و ولتاژ 
ولتاژ  بنابراین  در سازه می شود.  نیروی کششی  ایجاد  مثبت سبب  خارجی 
خارجی می‌‌تواند به عنوان یک عامل کنترل کننده برای تغییرشکل دینامیکی 

سازه نقش مهمی داشته باشد. 

 اثر کنترل‌‌کننده بر تغییرشکل جانبی و خیز قائم قاب -5 -4
تغییرشکل دینامیکی افقی و خیز قائم بر حسب زمان زلزله به‌‌ترتیب در 
داده  نشان  کنترل-کننده  بدون  و  با  حالت‌‌های  برای   )9( و   )8( شکل‌‌های 
شده است. شایان ذکر است که چون در تحلیل دینامیکی سازه خطای حالت 
بهبود  باعث  تنها  نه  انتگرالی  )ثوابت(  بهره‌‌های  وجود  ندارد،  وجود  ماندگار 
پاسخ دینامیکی سیستم نمی‌‌شود بلکه پاسخ را کندتر خواهد کرد. لذا در این 
مقاله از کنترل‌‌کننده تناسبی-مشتقی استفاده شده است. بدین منظور مقادیر 
dG ( و ضریب مشتق  بهینه پارامترهای کنترل‌‌کننده شامل ضریب تناسب )

( به‌‌ترتیب برابر با 3/824 و 5/812 به دست آمدند. vG (

 
 تغییرشکل دینامیکی جانبی قاب بتنی تحت زلزلهاثر ولتاژ خارجی روی  -6شکل 

Fig. 6- Effect of external voltage on lateral dynamic deflection of concrete frame under earthquake 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 6. اثر ولتاژ خارجی روی تغییرشکل دینامیکی جانبی قاب بتنی تحت زلزله

Fig. 6. Effect of external voltage on lateral dynamic deflection of concrete frame under earthquake
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 اثر ولتاژ خارجی روی تغییرشکل دینامیکی قائم قاب بتنی تحت زلزله -7شکل 

Fig. 7- Effect of external voltage on vertical dynamic deflection of concrete frame under earthquake 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 7. اثر ولتاژ خارجی روی تغییرشکل دینامیکی قائم قاب بتنی تحت زلزله

Fig. 7. Effect of external voltage on vertical dynamic deflection of concrete frame under earthquake

 
 اثر کنترلر روی تغییرشکل دینامیکی جانبی قاب بتنی تحت زلزله -8شکل 

Fig. 8- Effect of controller on the lateral dynamic deflection of concrete frame under earthquake 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 8. اثر کنترلر روی تغییرشکل دینامیکی جانبی قاب بتنی تحت زلزله

Fig. 8.Effect of controller on the lateral dynamic deflection of concrete frame under earthquake
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سازه  میرایی  زمان  کننده،  کنترل  از  استفاده  بدون  شکل‌‌ها،  این  در 
از یک کنترل کننده استفاده شود،  اگر  بسیار طولانی خواهد بود. همچنین 
دامنه نوسان پاسخ دینامیکی به شدت کاهش یافته و زمان میرایی سیستم 
کوتاه‌‌تر خواهد شد. دلیل این امر ایجاد یک میرایی فعال در سازه به واسطه 
تغییرشکل  ماکزیمم  کمی،  مطالعه  منظور  به  می‌‌باشد.  کنترل‌‌کننده  وجود 
دینامیکی جانبی و قائم برای حالت با کنترل‌‌کننده  به ترتیب 0/0009698 و 
0/0002187 متر و برای حالت بدون کنترل کننده  به ترتیب 0/003346 متر 
و 0/0006281 متر است. به عبارت دیگر استفاده از کنترل کننده منجر به 
کاهش 72 و 65/18 درصدی تغییرشکل دینامیکی جانبی و خیز قائم می‌‌شود. 

ثر محل قرار گیری لایه پیزوالکتریک بر تغییرشکل دینامیکی جانبی -4 -6 
و خیز قائم قاب

تاثیر محل قرارگیری لایه پیزوالکتریک واقع بر تیر و یا ستون‌‌های قاب 
بتنی روی تغییرشکل دینامیکی جانبی و قائم بر حسب زمان زلزله به‌‌ترتیب در 
شکل‌‌های )10( و )11( نشان داده شده است. چهار حالت در نظر گرفته شده: 

• حالت اول: تیر دارای لایه پیزوالکتریک بوده و ستون های بدون 	
لایه پیزوالکتریک است.

• حالت دوم: تیر بدون لایه پیزوالکتریک بوده و ستون‌‌های دارای 	
لایه پیزوالکتریک است.

• حالت سوم: تیر و ستون‌‌ها درای لایه پیزوالکتریک است.	
• حالت چهارم: تیر و ستون‌‌ها بدون لایه پیزوالکتریک است.	

همانطور که مشاهده می شود، تغییرشکل دینامیکی جانبی سازه در حالت 
اول  از حالت  دارند( کمتر  پیزوالکتریک  فقط ستون‌‌ها لایه  )حالتی که  دوم 
)حالتی که فقط تیر لایه پیزوالکتریک دارد( است در حالی که خیز دینامیکی 
قائم سازه در حالت اول کمتر از حالت دوم است. به عبارت دیگر وجود لایه 
پیزوالکتریک روی تیر اثر بیشتری روی خیز قائم دارد در حالی که وجود لایه 
پیزوالکتریک روی ستون‌‌ها، اثر بیشتری روی تغییرشکل جانبی سازه دارد. 
همچنین در حالت سوم، خیز دینامیکی جانبی و قائم از سایر حالت‌‌ها کمتر 
می باشد. از لحاظ فیزیکی این نتیجه منطقی به نظر می رسد چراکه ستون 
تیر نقش مهمی در  دارند و  تغییرشکل جانبی سازه  بیشتری روی  ها نقش 
تغییر شکل قائم قاب بتنی دارد. به علاوه، اگر لایه پیزوالکتریک روی تیر و 
ستون نباشد )حالت چهارم(، تغییرشکل دینامیکی جانبی و خیز قائم از تمامی 

حالت‌‌ها بیشتر می‌‌شود. 

 
 

 
 اثر کنترلر روی خیز دینامیکی قائم قاب بتنی تحت زلزله -9شکل 

Fig. 9- Effect of controller on the vertical dynamic deflection of concrete frame under earthquake 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 9. اثر کنترلر روی خیز دینامیکی قائم قاب بتنی تحت زلزله

Fig. 9. ffect of controller on the vertical dynamic deflection of concrete frame under earthquake
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 قاب بتنی تحت زلزله  جانبی دینامیکی  تغییرشکللایه پیزوالکتریک روی وجود اثر  -10شکل 

Fig. 10- Effect of piezoelectric layer on lateral dynamic deflection of concrete frame under earthquake 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 10. اثر وجود لایه پیزوالکتریک روی تغییرشکل دینامیکی جانبی قاب بتنی تحت زلزله

Fig. 10. Effect of piezoelectric layer on lateral dynamic deflection of concrete frame under earthquake

 
 بتنی تحت زلزله  قابلایه پیزوالکتریک روی خیز دینامیکی قائم   وجود اثر -11شکل 

Fig. 11- Effect of piezoelectric layer on vertical dynamic deflection of concrete frame under 
earthquake 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 11. اثر وجود لایه پیزوالکتریک روی خیز دینامیکی قائم قاب بتنی تحت زلزله

Fig. 11. Effect of piezoelectric layer on vertical dynamic deflection of concrete frame under earthquake
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 اثر شرایط مرزی روی تغییرشکل دینامیکی جانبی قاب بتنی دارای لایه پیزوالکتریک تحت زلزله  -12شکل 

Fig. 12- Effect of boundary conditions on lateral dynamic deflection of concrete frame with 
piezoelectric layer under earthquake 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 12. اثر شرایط مرزی روی تغییرشکل دینامیکی جانبی قاب بتنی دارای لایه پیزوالکتریک تحت زلزله

Fig. 12. Effect of boundary conditions on lateral dynamic deflection of concrete frame with piezoelectric layer 
under earthquake

بر تغییرشکل دینامیکی جانبی و قائم قاب دارای -4 -7  اثر شرایط مرزی 
لایه پیزوالکتریک

تغییرشکل  روی  ترتیب  به  مرزی  شرایط  اثر   )13( و   )12( شکل‌‌های 
دینامیکی افقی و قائم بر حسب زمان را نشان می دهند. با توجه به شکل 
 ،)CC( گیردار-گیردار  مرزی  شرایط  گرفتن  درنظر  با  که  است  مشخص 
تغییرشکل دینامیکی سیستم کاهش می یابد چراکه سفتی و بالتبع سختی 
مرزی  شرط  با  قاب  دینامیکی  تغییرشکل  همچنین  شود.  می  بیشتر  سازه 
چراکه  است  کمتر   )SS( ساده-ساده  مرزی  شرط  از   )CS( گیردار-ساده 
سفتی سازه با شرط مرزی گیردار- ساده بیشتر از قاب با شرط مرزی ساده- 
ساده است. به بیان دیگر، شرایط مرزی گیردار در دو طرف قاب بتنی دارای 
لایه پیزوالکتریک، تغییرشکل دینامیکی جانبی و قائم را به ترتیب 25/5 و 

14/12 درصد نسبت به شرایط مرزی دو سرمفصل کاهش می‌‌دهد. 

اثر همزمان ولتاژ اعمالی به لایه پیزوالکتریک، محل قرار  -8 -4  بررسی 
گیری لایه پیزوالکتریک و شرایط مرزی بر تغییرشکل دینامیکی جانبی قاب 

بتنی
در این قسمت به بررسی اثر همزمان محل قرار گیری لایه پیزوالکتریک 
روی تیر، ستون‌‌ها و یا هر دو، شرایط مرزی انتهای دو سر قاب و تغییرات 
ولتاژ اعمالی بر تغییرشکل دینامیکی جانبی قاب پرداخته شده است ) جدول 

)2((. جدول مورد نظر برای طول تیر برابر 4 متر و همچنین طول ستون‌‌ها 
استفاده  به  مربوط   1 حالت  دراینجا،  همچنین  است.  شده  داده  متر   4 برابر 
همزمان از لایه پیزو روی تیر و ستون، حالت 2 مربوط به وجود لایه پیزو 
روی ستون‌‌ و عدم وجود لایه پیزو روی تیر و حالت 3 مربوط به وجود لایه 
که  همانطور  می‌‌باشد.  ستون  روی  پیزو  لایه  وجود  عدم  و  تیر  روی  پیزو 
از مثبت به منفی، در تمامی  با تغییرات ولتاژ  در جدول )2( مشخص است 
قاب،  انتهای  مرزی  شرایط  تمامی  برای  و  پیزو  لایه  قرارگیری  حالت  سه 
تغییرشکل دینامیکی کاهش می‌‌‌‌یابد. همچنین تغییر شکل دینامیکی جانبی 
به ترتیب در حالت وجود لایه پیزو روی تیر و ستون کمترین و در حالت وجود 
لایه پیزو تنها روی تیر بیشترین می‌‌باشد. همچنین اثر تغییرات شرایط مرزی 
از دو سرگیردار به دو سرمفصل بر تغییرشکل دینامیکی جانبی در حالت 2 
یعنی وجود لایه پیزو روی ستون و عدم وجود لایه پیزو روی تیر بیشتر از 
دو حالت دیگر می‌‌باشد. به طوریکه تغییرشکل دینامیکی جانبی در حالت 2 
برای تمامی ولتاژهای در نظر گرفته شده در حالت شرایط تکیه‌‌گاهی دو سر 
مفصل نسبت به دو سر گیردار به طور میانگین حدود 19/4 درصد بیشتر بوده 
درحالیکه این مقدار برای حالت 1 یعنی استفاده همزمان از لایه پیزو روی تیر 
و ستون برابر 14/9 درصد و برای حالت 3 یعنی وجود لایه پیزو روی تیر و 

عدم وجود لایه پیزو روی ستون برابر 11/9 درصد بیشتر می‌‌باشند.
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بر  -9 -4 پیزوالکتریک  ولتاژ و ضخامت لایه  مقدار  اثر  همزمان  بررسی   
تغییرشکل دینامیکی جانبی و خیز قائم قاب تحت اثر زلزله

اثر همزمان مقدار ولتاژ  اعمالی و ضخامت لایه پیزوالکتریک بر تغییرشکل 
دینامیکی جانبی و خیز قائم قاب به ترتیب در شکل‌‌های )14( و )15( نشان 
تغییرشکل  مقدار  است  دو شکل مشخص  از  که  همانطور  است.  شده  داده 
دینامیکی قاب تحت اثر زلزله در حالت وجود لایه پیزوالکتریک با هر نوع 
می‌‌باشد.  مثبت  ولتاژ  اعمال  از  کمتر  منفی  ولتاژ  اعمال  حالت  در  ضخامتی 
همچنین مقدار تغییرشکل دینامیکی جانبی بیش از تغییرشکل دینامیکی قائم 
تیر قاب می‌‌باشد. نکته بسیار مهم دیگری که در اینجا مشخص می‌‌شود این 
است که برای حالت اعمال ولتاژ مثبت، تاثیر ضخامت لایه پیزو حاکم نبوده 
و با افزایش ضخامت لایه پیزو، تغییرشکل دینامیکی کاهش می‌‌یابد، اما در 
ولتاژهای منفی، تاثیر مقدار ضخامت لایه پیزو بیشتر نمایان شده به‌‌طوریکه 
در ضخامت‌‌های کم لایه پیزو تا یک حد خاص، وجود لایه پیزو اثر معکوس 
داشته و سبب افزایش تغییرشکل دینامیکی شده اما بعد از یک مقدار خاص 

دینامیکی  تغییرشکل  برای  سانتی‌‌متر   2 حدود  )دراینجا  پیزو  لایه  ضخامت 
جانبی و 2/5 سانتی‌‌متر برای تغییرشکل دینامیکی قائم ( با افزایش ضخامت، 

تغییرشکل دینامیکی به شدت کاهش می‌‌یابد. 

 نتیجه‌‌‌‌گیری -5
در این مقاله به تحلیل و کنترل دینامیکی قاب بتنی یک دهانه پوشش 
داده شده با لایه پیزوالکتریک روی تیر و ستون‌‌ها تحت بار لرزه‌‌ای پرداخته 
شد. به منظور کنترل قاب بتنی، از یک کنترل کننده تناسبی- مشتقی استفاده 
شد بدین صورت که یک لایه پیزوالکتریک در نقش محرک و دیگری در 
نقش سنسور درنظر گرفته شد. برای استخراج معادلات حاکم بر قاب بتنی 
دارای لایه پیزوالکتریک، ابتدا قاب به کمک تئوری هایپربولیک برشی مرتبه 
بالا و روش انرژی به صورت ریاضی مدل‌‌سازی شد و در نهایت جهت کوپل 
کردن معادلات بدست آمده برای تیر و ستون، از شرایط مرزی پیوستگی در 
نقاط اتصال تیر به ستون ها به یکدیگر استفاده شد. به منظور حل عددی 

 
 

 

 
 اثر شرایط مرزی روی خیز دینامیکی قائم قاب بتنی دارای لایه پیزوالکتریک تحت زلزله  -13شکل  

Fig. 13- Effect of boundary conditions on vertical dynamic deflection of concrete frame with 
piezoelectric layer under earthquake 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 13. اثر شرایط مرزی روی خیز دینامیکی قائم قاب بتنی دارای لایه پیزوالکتریک تحت زلزله

Fig. 13. Effect of boundary conditions on vertical dynamic deflection of concrete frame with piezoelectric 
layer under earthquake
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 همزمان مقدار ولتاژ و ضخامت لایه پیزوالکتریک بر تغییرشکل دینامیکی جانبی قاب تحت اثر زلزلهاثر  -14شکل 

Fig. 14- The simultaneous effect of the voltage value and the thickness of the piezoelectric layer on the 
lateral dynamic deflection of the frame under earthquake 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 14. اثر همزمان مقدار ولتاژ و ضخامت لایه پیزوالکتریک بر تغییرشکل دینامیکی جانبی قاب تحت اثر زلزله

Fig. 14. The simultaneous effect of the voltage value and the thickness of the piezoelectric layer on the lateral 
dynamic deflection of the frame under earthquake

جدول 2.بررسی اثر همزمان مقدار ولتاژ، شرایط مرزی و محل قرار گیری لایه پیزوالکتریک بر تغییرشکل دینامیکی جانبی قاب بتنی تحت زلزله 

Table 2. The simultaneous effect of voltage value, boundary conditions and the location of the piezoelectric 
layer on the lateral dynamic deflection of the concrete frame under earthquake

 

بتنی   همزمان مقدار ولتاژ، شرایط مرزی و محل قرار گیری لایه پیزوالکتریک بر تغییرشکل دینامیکی جانبی قاب بررسی اثر  -2جدول 
 تحت زلزله 

Table 2- The simultaneous effect of voltage value, boundary conditions and the location of the 
piezoelectric layer on the lateral dynamic deflection of the concrete frame under earthquake 

 
Voltage  Case 1  Case 2  Case 3 

  CC CS SS  CC CS SS  CC CS SS 
+15  551 /3 774 /3 012 /4  125 /4 521 /4 924 /4  998 /4 103 /5 451 /5 

+7  453 /3 611 /3 913 /3  077 /4 441 /4 809 /4  798 /4 982 /4 309 /5 

0  317 /3 510 /3 809 /3  901 /3 309 /4 712 /4  610 /4 890 /4 255 /5 

-7  221 /3 487 /3 722 /3  881 /3 233 /4 667 /4  561 /4 771 /4 156 /5 

-15  112 /3 329 /3 665 /3  712 /3 125 /4 512 /4  441 /4 671 /4 012 /5 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



نشریه مهندسی عمران امیرکبیر، دوره 55، شماره 11، سال 1403، صفحه 229 تا 252

248

معادلات کوپل شده دینامیکی، برای اولین بار روش عددی تفاضلات مربعی 
بالای  دقت  روش،  این  مزیت  شدند.  گرفته  بکار  نیومارک  روش  همراه  به 
از صحت‌‌سنجی  بعد  باشد.  آن می  در محاسبه  بالا  به همراه سرعت  نتایج 
پیزوالکتریک،  به لایه  اعمالی  ولتاژ  پارامترهای مختلفی همچون  اثر  نتایج، 
کنترل‌‌کننده از نوع پیزوالکتریک،  ضخامت لایه پیزوالکتریک و اثرات ترکیبی 
آنها بر تغییرشکل دینامیکی بررسی شد. در اینجا، مقادیر بهینه پارامترهای 
کنترل‌‌کننده شامل ضریب تناسب و ضریب مشتق به‌‌ترتیب برابر با 3/824 
 ،15 شبکه  نقاط  تعداد  برای  می‌‌دهد  نشان  نتایج  آمدند.  به‌‌دست   5/812 و 
تغییرشکل دینامیکی بدست آمده از روش تفاضلات مربعی همگرا می‌‌شود. 
دامنه  استفاده شود،  پیزوالکتریک  نوع  از  از یک کنترل‌‌کننده  اگر  همچنین، 
تغییرشکل به شدت کاهش یافته و زمان میرایی سیستم کوتاه‌‌تر خواهد شد. 
ماکزیموم  و  جانبی  دینامیکی  تغییرشکل  ماکزیمم  کمی،  مطالعه  منظور  به 
ترتیب  به  کنترل‌‌کننده  با  برای حالت  با مشخصات مفروض  قاب  قائم  خیز 
0/0009698 و 0/0002187 متر و برای حالت بدون کنترل‌‌کننده به ترتیب 
0/003346 متر و 0/0006281 است. به عبارت دیگر استفاده از کنترل‌‌کننده 
به ترتیب منجر به کاهش 72 و 65/18 درصدی تغییرشکل دینامیکی جانبی 
و قائم می‌‌شود. همچنین مشاهده شد، که تغییرشکل دینامیکی جانبی سازه 
است که  از حالتی  دارند کمتر  پیزوالکتریک  فقط ستون‌‌ها لایه  درحالتی‌‌که 

فقط تیر لایه پیزوالکتریک دارد درحالی‌‌که این موضوع برای خیز دینامیکی 
پیزوالکتریک روی  به عبارت دیگر وجود لایه  بالعکس می‌‌باشد.  قائم ساز‌‌ه 
لایه  وجود  که  حالی  در  دارد  قائم  دینامیکی  خیز  روی  بیشتری  اثر  تیر 
جانبی  دینامیکی  تغییرشکل  روی  بیشتری  اثر  ستون‌‌ها،  روی  پیزوالکتریک 
سازه دارد. از  دیگر نتایج این تحقیق می‌‌توان به اثر قابل توجه ولتاژ خارجی 
بر روی جابجایی دینامیکی سیستم اشاره کرد بطوریکه با اعمال ولتاژ خارجی 
منفی به لایه پیزوالکتریک، جابجایی دینامیکی کمتر خواهد شد و بالعکس. 
و  منفی  ولتاژ  برای  جانبی  دینامیکی  خیز  بیشینه  کمی،  مطالعه  منظور  به 
مثبث به ترتیب 2/98 و 4/33 میلی‌‌متر و بیشینه خیز دینامیکی قائم برای 
ولتاژ منفی و مثبث به ترتیب 0/58 و 0/81 میلی‌‌متر است. به عبارت دیگر، 
اعمال ولتاژ منفی به لایه پیزوالکتریک تغییرشکل دینامیکی جانبی و قائم را 
به ترتیب 31/17 و 28/39 درصد کاهش می‌‌دهد. به علاوه، شرایط مرزی 
گیردار در دو طرف قاب بتنی دارای لایه پیزوالکتریک، خیز دینامیکی جانبی 
دو سر  به شرایط مرزی  نسبت  و 14/12 درصد  ترتیب 25/5  به  را  قائم  و 
مفصل کاهش می دهد. همچنین اثر تغییرات شرایط مرزی از دو سرگیردار 
به دو سرمفصل بر تغییرشکل دینامیکی جانبی در حالت وجود لایه پیزو روی 
ستون و عدم وجود لایه پیزو روی تیر بیشتر از دو حالت دیگر یعنی استفاده 
همزمان از لایه پیزو روی تیر و ستون و یا وجود لایه پیزو روی تیر و عدم 
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وجود لایه پیزو روی ستون می‌‌باشد. به طوریکه تغییرشکل دینامیکی جانبی 
شرایط  حالت  در  شده  گرفته  نظر  در  ولتاژهای  تمامی  برای  حالت  این  در 
تکیه‌‌گاهی دو سر مفصل نسبت به دو سر گیردار و طول تیر و ستون برابر 
این مقدار  بوده درحالیکه  بیشتر  میانگین حدود 19/4 درصد  به طور  4 متر 
برای حالت استفاده همزمان از لایه پیزو روی تیر و ستون برابر 14/9 درصد 
و برای حالت وجود لایه پیزو روی تیر و عدم وجود لایه پیزو روی ستون 
برابر 11/9 درصد بیشتر می‌‌باشند. از نتایج مهم دیگر این تحقیق این است 
که که برای حالت اعمال ولتاژ مثبت، تاثیر ضخامت لایه پیزو حاکم نبوده 
و با افزایش ضخامت لایه پیزو، تغییرشکل دینامیکی کاهش می‌‌یابد اما در 
ولتاژهای منفی، تاثیر مقدار ضخامت لایه پیزو بیشتر نمایان شده به‌‌طوریکه 
در ضخامت‌‌های کم لایه پیزو تا یک حد خاص، وجود لایه پیزو اثر معکوس 
داشته و سبب افزایش تغییرشکل دینامیکی شده اما بعد از یک مقدار خاص 
دینامیکی  تغییرشکل  برای  سانتی‌‌متر   2 حدود  )دراینجا  پیزو  لایه  ضخامت 
جانبی و 2/5 سانتی‌‌متر برای تغییرشکل دینامیکی قائم ( با افزایش ضخامت، 

تغییرشکل دینامیکی به شدت کاهش می‌‌یابد.
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