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تحلیل تئوریکی و عددی توده سنگ مچاله  شونده اطراف یک حفره کروی با در نظرگیری وجود 
ناحیه آسیب  دیده

میلاد ظاهری، مسعود رنجبرنیا*

دانشکده مهندسی عمران، دانشگاه تبریز، تبریز، ایران. 

خلاصه: در صورتی که با استفاده از انفجار و مته زنی فضای زیرزمینی حفاری شود، ناحیه آسیب دیده ای در اطراف آن پدید می آید که 
خصوصیات مکانیکی و خزشی آن می تواند به شدت با توده  سنگ اولیه متفاوت باشد. وجود چنین ناحیه ای در توده  سنگ های مچاله 
شونده می تواند منجر به افزایش جابه جایی ها با گذشت زمان شود. از این رو، در این مقاله، یک حل تحلیلی بسته برای تعیین رفتار دراز 
مدت حفره کروی که در اطراف آن، یک ناحیه آسیب دیده وجود دارد، ارائه می شود. بدین منظور فرض می شود که رفتار توده سنگ از 
مدل برگر تبعیت می کند. بعد از صحت سنجی مدل، با استفاده از مطالعه پارامتریک، تأثیر عوامل مختلفی همچون شعاع حفره کروی، 
ضخامت ناحیه آسیب دیده، مدول برشی و ضریب ویسکوزیته مورد بررسی قرار می گیرد. نتایج این تحقیق حاکی از آن است که اگر 
شعاع ناحیه آسیب دیده ثابت در نظر گرفته شود، با کاهش شعاع حفره از 7 به 4/57 متر، جابه جایی دیواره حفره بلافاصله و بعد از 
مدت 10 سال به ترتیب 1/42 و 1/57 برابر می گردد. در مقابل، در صورتی که مقدار شعاع حفره برابر 4/57 متر باشد، بلافاصله و بعد 
از گذشت 10 سال، جابه جایی دیواره حفره کروی که شعاع ناحیه آسیب دیده برابر 8 متر است، به ترتیب 50% و 70% بیشتر از حالتی 
است که این شعاع برابر 6 متر است. با فرض ثابت بودن شعاع حفره کروی و شعاع ناحیه آسیب دیده، اگر مقدار ویسکوزیته کلوین در 
ناحیه تغییر یافته و توده سنگ اولیه یک بیستم گردد، جابه جایی دیواره حفره کروی بعد از گذشت 1 سال به ترتیب 115% و %173 
افزایش می یابد. این در حالی است که اگر مقدار ویسکوزیته ماکسول این ناحیه 20 برابر گردد، بعد از گذشت 50 سال، این جابه جایی 

حدود 14 درصد کمتر می شود.
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مقدمه- 1
پایداری فضاهای زیرزمینی در توده سنگ های مچاله شونده یکی 
این  می باشد.  ژئوتکنیک  مهندسی  زمینه  در  برانگیز  بحث  مسائل  از 
سنگ ها عمدتاً دارای خصوصیات مکانیکی ضعیفی بوده و در اعماق 
به  وابسته  رفتار  دارای  سنگ ها  این  که  آنجایی  از  دارند.  قرار  زیاد 
زمان می باشند، مقاطع حفاری شده ممکن است پس از مدتی بسته 

و تخریب گردند.
و  تنش ها  توزیع  تعیین  برای  را  کلی  حل  یک  نی1  و  وانگ 
هیدرواستاتیک  شرایط  در  دایروی  تونل های  اطراف  در  جابه جایی ها 
و کرنش مسطح ارائه نمودند. روابط ارائه شده به نحوی است که در 
زمان  به  وابسته  مرزی  جابه جایی های(  یا  )و  تنش های  می توان  آن 
گرفت  نظر  در  را  حفاری(  از  )ناشی  زمان  با  تونل  شعاع  افزایش  و 

1  Wang and Nie

جابه جایی  تعیین  برای  را  بسته ای  همکاران2 حل  و  فر  فهیمی   .]1[
دیواره تونل )با شاتکریت و بدون شاتکریت( در طول زمان ارائه نمودند 
توده  رفتار  بدین منظور،  بی نهایت(.  )با در نظرگیری سرعت حفاری 
سنگ ویسکوالاستیک و مدل رفتاری آن مدل برگر3 انتخاب گردید 
به  قادر  که  کردند  ارائه  را  بسته ای  همکاران4 حل  و  نومیکوس   .]2[
رفتاری  با مدل  توده سنگی  توزیع تنش ها و کرنش ها در  پیش بینی 
تأثیر سرعت حفاری  بود ]3[. چو و همکاران5  برگر  ویسکوالاستیک 
و توقف حفاری را بر رفتار دراز مدت توده سنگ ها مورد بررسی قرار 

دادند ]5 و 4[.
در  دیده  آسیب  ناحیه  وجود  تأثیر  از  فوق،  تحقیق های  کلیه  در 
تأثیر  می تواند  آن  وجود  که  است  شده  نظر  صرف  تونل ها  اطراف 

2  Fahimifar et al.
3  Burgers model
4  Nomikos et al.
5  Chu et al.
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از  انفجار یکی  و  باشد. روش چال  پایداری داشته  شگرفی در میزان 
روش های متداول حفاری تونل ها می باشد. با وجود این که این روش 
امکان  این حال،  با  است،  توجهی کرده  قابل  پیشرفت  فنی  لحاظ  از 
تضعیف خصوصیات سنگ اطراف تونل به دلیل استفاده از این روش 
وجود دارد. گفتنی است، در شرایطی که الگوی چال های انفجار، مواد 
باشند، ناحیه  انفجارها به دقت طراحی و اجرا شده  منفجره و توالی 
بسیار کوچکی در اطراف تونل ها آسیب می بیند. در مقابل، عدم توجه 
به طرح انفجار و توالی انفجارها منجر به آسیب دیدن شدید توده سنگ 
اطراف تونل می شود )انفجار کنترل نشده( که شعاع این ناحیه می تواند 
به چندین متر نیز برسد. در چنین حالتی، خصوصیات مکانیکی و حتی 
نفوذپذیری این ناحیه )در صورت وجود آب زیرزمینی( می تواند بسیار 
متفاوت از توده سنگ اولیه باشد ]10-6[. این در حالی است که در 
روش حفاری مکانیزه که در آن از دستگاه هایی نظیر TBM استفاده 
می شود، از وجود این ناحیه می توان چشم پوشی کرد. تحقیقات انجام 
گرفته مؤید این مطلب است که وجود ناحیه آسیب دیده نقش مؤثری 
در افزایش همگرایی دیواره تونل های دایروی دارد و صرف نظر کردن 
در  ملاحظه ای  قابل  خطای  بروز  به  منجر  ناحیه ای  چنین  وجود  از 

پیش بینی میزان همگرایی تونل می گردد ]7-9[.
شوندگی  مچاله  درجه  مارینوس1،  و  هوک  طبقه بندی  با  مطابق 
توده  محوری  تک  فشاری  مقاومت  نسبت  به  وابسته  سنگ ها  توده 
سنگ به مقدار تنش برجا است ]11[. در صورتی که مقدار این پارامتر 
کم  سنگ  توده  شوندگی  مچاله  پتانسیل  باشد،   0/45 و   0/28 بین 
است. در مقابل، در توده سنگ هایی با پتانسیل مچاله شوندگی شدید، 
این مقدار کمتر از 0/14 است. این محققین پیشنهاد نمودند که در 
صورتی که فضای زیرزمینی با استفاده از انفجار کنترل نشده حفاری 
شده و همچنین، توده سنگ شرایط مچاله شوندگی را داشته باشد، 
بایستی مقدار پارامتر آشفتگی )D( برابر 1 در نظر گرفته شود ]14-

.]12
از سویی دیگر، همانند تونل های شهری و عمیق که بحث پایداری 
زیرزمینی  فضاهای  پایداری  بررسی   ،]15-37[ است  مهم  آن ها  در 
کروی شکل نیز حائز اهمیت می باشد. به عنوان مثال، در اثر انفجاراتی 
از آن  ایجاد می شوند که نمونه ای  در اعماق زمین، حفره های کروی 
در جزیره پولینزی فرانسه2 رخ داده است ]21[. در این حالت، تعیین 

1  Hoek and Marinos
2  French Polynesian

تغییر شکل های دراز مدت توده سنگ دارای اهمیت فراوانی می باشد. 
همچنین اگر حفاری تونل برای مدت طولانی رها شود، جابه جایی های 
جبهه حفاری رفته  رفته در سنگ های مچاله شونده افزایش می یابد 
کرد.  پیش بینی  را  آن ها  مدت  بلند  رفتار  بایستی  حتماً  نتیجه  در  و 
آن ها  می توان  تونل ها  حفاری  جبهه  مدل سازی  برای  حالت،  این  در 
را با کره هایی معادل کرد ]22[. گفتنی است، ظرفیت باربری نهایی 
شمع های واقع در خاک و سنگ را می توان با استفاده از تئوری انبساط 
حفره کروی3 تخمین زد. از این تئوری همچنین می توان برای بررسی 
استفاده  با  خاک  مختلف  خصوصیات  تخمین  و  فروچاله  پایداری 
آزمایش  و  مخروط4  نفوذ  آزمایش  نظیر  محل  در  آزمایش های  از 
پرسیومتری5 استفاده کرد ]40-38[. به علاوه، ایجاد حفره های کروی 
شکل در ساخت و سازهای زیرزمینی )نظیر سیلوها( رایج می باشند. 
در چنین سیلوهایی، می توان نفت و مواد خطرناک دیگری را نگهداری 

کرد ]41[.
جمع بندی مطالعات نشان می دهد که سهم تحقیقات گذشته برای 
بسیار  اطراف حفرات کروی  در  و جابه جایی ها  تنش ها  توزیع  تعیین 
تونل ها  به دیواره  راجع  این خصوص  از مطالعاتی است که در  کمتر 
بر  بیشتر  محققین  توجه  نیز،  بین  این  از  که  است  پذیرفته  صورت 
و  و 42  است ]43  بوده  دیواره حفره کروی معطوف  آنی  جابه جایی 
21[. از طرفی، در تحقیقاتی هم که در خصوص رفتار وابسته به زمان 
ناحیه  خزشی  خصوصیات  تأثیر  است،  شده  انجام  معمول  تونل های 
آسیب دیده اطراف تونل در نظر گرفته نشده است. از این رو در این 
مقاله، ابتدا یک حل بسته برای تعیین توزیع تنش ها و جابه جایی ها 
در توده سنگ اطراف حفره کروی ارائه می شود که در اطراف آن، هیچ 
حالتی  برای  راه حل  این  ندارد. سپس،  وجود  دیده ای  آسیب  ناحیه 
که در آن ناحیه آسیب دیده وجود دارد، تعمیم داده می شود. فرض 
به صورت  دو  هر  دیده  آسیب  و  اولیه  توده سنگ  رفتار  که  می شود 
ویسکوالاستیک بوده )با خصوصیات متفاوت( و از مدل برگر تبعیت 
می نمایند. در ابتدا، نتایج حاصل از روش پیشنهادی با نتایج حاصل 
مطالعه  نهایت،  در  می شود.  مقایسه  عددی  و  تحلیلی  روش های  از 
پارامتریکی انجام می شود و تأثیر عوامل مختلف بر نتایج حاصله مورد 

بررسی قرار می گیرد.

3  Spherical cavity expansion theory
4  CPT
5  PMT
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ذکر  مطالعه،  این  در  تحلیلی  مدل سازی  از  استفاده  در خصوص 
مزایای اصلی آن نسبت به مدل سازی عددی ضروری به نظر می رسد؛ 
راه حل  در  مسئله  کلیدي  و  مهم  پارامترهاي  نقش  که  ترتیب  بدین 
روش های  می توان  همین طور  می گردد.  تعیین  سهولت  به  تحلیلی 
انجام تحلیل در  اینکه، سرعت  عددی را صحت سنجی کرد و مهم تر 
امر  این  می باشد.  بالاتر  بسیار  عددی  روش  به  نسبت  تحلیلی  روش 
به  طراحی  پارامترهای  انتخاب  خطای  و  آزمون  که  می گردد  سبب 
سهولت و به سرعت توسط روش تحلیلی انجام گردد و در نهایت از 

روش عددی برای تحلیل دقیق مسئله استفاده کرد.

فرضیه ها و تعریف مسئله- 2
فرض هایی که در این تحقیق صورت گرفته عبارتند از:

شرایط کرنش های کوچک برقرار است؛	 
شکل حفره و ناحیه آسیب دیده هر دو به صورت کروی بوده 	 

altR می باشد؛ 0R و  و شعاع آن ها به ترتیب برابر 
به صورت 	  بوده و رفتار آن  ایزوتروپ  و  توده سنگ همگن 

ویسکوالاستیک )با در نظرگیری مدل برگر( است؛

( به صورت هیدرواستاتیک بوده و از 	  0P شرایط تنش اولیه )
تغییرات تنش با عمق چشم پوشی می شود؛

برابر 	  و  بوده  ثابت   ) ( )0r Rσ ( کره  دیواره  در  شعاعی  تنش 
α( می باشد؛ ضریبی از تنش اولیه )

از وجود آب زیرزمینی و تراوش آن به داخل فضای زیرزمینی 	 
صرف نظر می شود؛

شرایط تقارن محوری در مسئله حاکم است؛	 
جابه جایی های به سمت داخل حفره و تنش های فشاری با 	 

علامت مثبت نشان داده می شوند.
گفتنی است، مدل برگر ترکیبی از مدل های ماکسول1 و کلوین2 
است. در مدل کلوین، صرفاً امکان تعیین خزش اولیه )در این مرحله، 
نرخ جابه جایی ها با گذشت زمان به شدت کاهش می یابد( وجود دارد. 
این در حالی است که مدل ماکسول قادر به مدل سازی جابه جایی آنی 
و خزش ثانویه )در این مرحله، نرخ جابه جایی ها ثابت است( است. در 
KG به  MG و  شکل 1 مدل برگر نشان داده شده است که در آن، 

1  Maxwell model
2  Kelvin model

 الف(

 
 ب(

 
 در برابر زمان ده سنگتو جاییجابه، ب( برگر مدلالف( . 1 شکل

Figure 1. a) Burgers model, b) rock mass displacement versus time. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 1. الف( مدل برگر، ب( جابه جایی توده سنگ در برابر زمان

Fig. 1. a) Burgers model, b) rock mass displacement versus time.
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Kη به ترتیب  Mη و  ترتیب بیانگر مدول برشی ماکسول و کلوین و 
MG در  بیانگر ویسکوزیته ماکسول و کلوین می باشند. در واقع، تأثیر 
Kη تغییر  Mη و  مقدار جابه جایی آنی است. این در حالی است که 
 Kη را کنترل می کنند. بدین ترتیب که  به زمان  شکل های وابسته 
Mη به ترتیب بر روی خزش های اولیه و ثانویه تأثیرگذار هستند.  و 
شایان ذکر است که در مدل برگر، امکان بررسی خزش ثالثیه وجود 
به شدت  با گذشت زمان  نرخ جابه جایی ها  این مرحله،  ندارد که در 

افزایش می یابد.

ارائه مدل تحلیلی پیشنهادی-  
اطراف - 1- 3 در  جابه جایی ها  و  تنش ها  توزیع  تعیین  برای  کلی  ارائه حل 

یک حفره کروی
و  تنش ها  توزیع  تعیین  برای  را  جدیدی  روش  نی  و  وانگ 
مسطح  کرنش  شرایط  در  دایروی  تونل های  اطراف  در  جابه جایی ها 
ارائه دادند ]1[. در پژوهش مذکور، فرض گردید که رفتار توده سنگ 
کلوین  یا  و  ماکسول  مدل  آن  رفتاری  مدل  و  بوده  ویسکوالاستیک 
این  توسط  شده  ارائه  حل  راه  که  آنجایی  از  می باشد.  یافته  تعمیم 
محققان صرفاً می تواند برای تونل های دایروی به کار رود، در پژوهش 
حاضر، راه حل فوق به شرایطی که یک حفره کروی در توده سنگ 
ایجاد شده است، تعمیم داده شده است. به علاوه، فرض می شود که 
مدل رفتاری توده سنگ، مدل برگر بوده که تعمیم یافته هر دو مدل 
رفتاری ویسکوالاستیک فوق می باشد. در ضمن، پژوهش وانگ و نی 
لایه  یک  تنها  که  رود  کار  به  می تواند  برای شرایطی  )2010( صرفاً 
توده سنگ یکنواخت در اطراف تونل وجود دارد. از این رو، در تحقیق 
حاضر، شرایط توده سنگ چنان در نظر گرفته شده است که وجود 
ناحیه آسیب دیده اطراف حفره کروی نیز در روابط و نتایج حاصله در 

نظر گرفته شود.
شرایط  در  و   )ϕ و   θ  ، r ( کروی  مختصات  در  تعادل  معادله 

تقارن محوری به صورت زیر است ]44[:
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تنش  بیانگر  ترتیب  به   ( ),r tθσ و   ( ),r r tσ رابطه،  این  در 
r و زمان  θ )تنش مماسی( در فاصله  شعاعی و تنش در جهت محور 

t می باشند. در شرایط کرنش های کوچک و تقارن محوری، رابطه بین 

θε ( و مماسی ) rε ( و کرنش های شعاعی ) ru جابه جایی شعاعی )
( به شرح زیر است:
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شایان ذکر است، از آنجایی که شرایط تقارن محوری در مسئله 
ϕε )کرنش  ϕ( و  ϕσ )تنش در جهت محور  حاکم می باشد، مقدار 

θε برابر می باشند ]44[. θσ و  ϕ( به ترتیب با  در جهت محور 
زیر  صورت  به  می توان  را  کرنش  و  تنش  مؤلفه های  بین  رابطه 

نوشت:
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انحرافی،  تنش  مؤلفه های   
3

ij m
ij ijs

δ σ
σ= − که،  طوری  به 

 
3

ij m
ij ije

δ ε
ε= − ijσ مؤلفه های تنش کل،  mσ تنش متوسط، 

ijε مؤلفه های کرنش  mε کرنش متوسط،  مؤلفه های کرنش انحرافی، 
) به ترتیب  )K t ) و  )G t ijδ دلتای کرونکر1 می باشد. همچنین  و 
بیانگر مدول رهایش2 برشی و حجمی می باشد. نکته قابل ذکر اینکه، 

* بیانگر انتگرال کانولوشن3 است. علامت 
متوسط  و  انحرافی  تنش  مؤلفه های  در   2 رابطه  جایگذاری  با 

می توان روابط زیر را به دست آورد:
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1  Kronecker delta
2  Relaxation modulus
3  Convolution integral
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در نهایت می توان رابطه تعادل را به صورت زیر نوشت:
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در صورتی که از طرفین رابطه 5 لاپلاس گرفته شود، داریم:
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) می باشد. ),ru r t ) بیانگر لاپلاس  ),ru r t

با انجام عملیات ریاضی بر روی روابط 4- الف و 4- ب و استفاده 

کردن از جواب معادله 6 در نهایت می توان توزیع تنش های شعاعی و 

مماسی و جابه جایی را به ترتیب به صورت زیر نوشت:
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که در این روابط
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شرایط مرزی به گونه ای است که تنش های شعاعی در مرزهای 
 ( )outp t ) و  ) inp t ( به ترتیب برابر  outr ( و خارجی ) inr داخلی )
گفتنی  است.  دلتا  تابع  بیانگر   ( )tδ همچنین   .)2 )شکل  می باشد 
است، جزئیات به دست آوردن روابط فوق در پیوست الف آورده شده 

است.

توزیع تنش ها و جابه جایی ها در اطراف یک حفره کروی در شرایط - 2- 3
عدم وجود ناحیه آسیب دیده

) و  )0r Rσ در صورتی که تنش  شعاعی در شعاع داخلی کره برابر 
0P باشد، با استفاده از رابطه های  در فاصله بی نهایت از مرکز کره برابر 
7 و 8 می توان جابه جایی دیواره کره و توزیع تنش ها در توده سنگ را 

:) ( )
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= به سهولت به صورت زیر به دست آورد )
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زیروند ini بیانگر توده سنگ اولیه است. همچنین، از آنجایی که 
فاصله مرز خارجی از مرکز حفره کروی بی نهایت در نظر گرفته شده 

vc مطابق رابطه 9 برابر صفر می گردد. است، مقدار 

توزیع تنش ها و جابه جایی ها در اطراف یک حفره کروی در شرایط - 3- 3
وجود ناحیه آسیب دیده

از  دارد،  وجود  مختلف  ناحیه  دو  که  آنجایی  از  بخش،  این  در 
به   alt و   ini )زیروندهای  است  شده  استفاده  مختلفی  زیروندهای 
ترتیب بیانگر توده سنگ اولیه و آسیب دیده است(. مطابق شکل 3، 
altR و توده سنگ اصلی بین  0R و  ناحیه آسیب دیده بین شعاع های 
altR و بی نهایت وجود دارد. از این رو، بر اساس رابطه 9،  شعاع های 
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 خارجی و داخلی مرزهای. 2 شکل

Figure 2. Inner and outer boundaries. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 2. مرزهای داخلی و خارجی

Fig. 2.  Inner and outer boundaries.

 
 کروی یک حفره اطراف در دیده آسیب ناحیه. 3 شکل

Figure 3. The damaged zone around a spherical cavity. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 3. ناحیه آسیب دیده در اطراف یک حفره کروی

Fig. 3. The damaged zone around a spherical cavity.
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) می باشد. )
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= vc برابر  برای ناحیه آسیب دیده، مقدار 
altR بر اساس توزیع  بر اساس رابطه 8، مقدار جابه جایی در شعاع 
جابه جایی در نواحی توده سنگ اولیه و شکسته شده به ترتیب برابر 

است با:
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از  قبل  اولیه  تنش  از  ناشی  جابه جایی  مقدار  روابط،  این  در  که 
حفاری از مقدار جابه جایی کل کسر شده است. از آنجایی که مقدار 
 altR جابه جایی حاصل از روابط 12- الف و 12- ب بایستی در شعاع 
یکسان باشد، می توان بعد از ساده سازی هایی، رابطه زیر را به دست 
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با حل معادله انتگرالی 13 می توان تنش در مرز توده سنگ اولیه 

و آسیب دیده را به صورت زیر به دست آورد:
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جزئیات به دست آوردن رابطه 15 در پیوست ب آورده شده است.

از آنجایی که مقدار جابه جایی دیواره برابر
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دارند،  وجود   16 رابطه  در  که  انتگرال هایی  بایستی  می باشد، 
جداگانه محاسبه شوند. با استفاده از رابطه 10 داریم:

(17)
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که در این روابط
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i مقادیر 1 تا 3 را به خود می گیرد. که 
با جایگذاری روابط 15 و 17 الی 20 در رابطه 16 مقدار جابه جایی 
دیواره حفره کروی تعیین می گردد. گفتنی است، در صورتی که توده 
ناپذیر باشد )ضریب پواسون برابر 0/5(، در این صورت  سنگ تراکم 

1N صفر می گردد. altK برابر بی نهایت و مقدار ضریب 

روش4عددی-4 
برای مدل سازی عددی از نرم افزار FLAC3D استفاده می شود. از 

اصول زیر برای مدل سازی استفاده شده است:
از آنجایی که شرایط تنش به صورت هیدرواستاتیک بوده 	 

و شرایط تقارن در مسئله حاکم است، یک هشتم هندسه در نرم افزار 
مدل سازی شده است.

روی 	  بر  مدل  مرزهای  فاصله  و  اندازه مش ها  که  آن  برای 
صورت  پارامتریک  مطالعه  یک  باشند،  نداشته  تأثیری  حاصله  نتایج 
پذیرفته است. از این رو، فاصله مرزهای مدل از مرکز کره 20 برابر 
شعاع کره و اندازه مش ها در جهت شعاعی رفته رفته افزایش داده شده 

است )شکل 4(.
شده 	  تعریف  هندسه های  در  کره  هندسه  که  آنجایی  از 

 FISH نرم افزار وجود نداشت، برای ترسیم آن از زبان برنامه نویسی
بهره گرفته شده است.

در 	  جابه جایی  مقدار  که  است  نحوی  به  نیز  مرزی  شرایط 
است.  گرفته شده  نظر  در  برابر صفر  مرزی  بر صفحات  عمود  جهت 
با این حال، به مرز خارجی که سطح آن به صورت کره است، تنش 

هیدرواستاتیک اولیه اعمال شده است )رجوع به شکل 4(.
مدل 	  از  پیشنهادی،  تحلیلی  روش  در  که  آنجایی  از 

ویسکوالاستیک برگر استفاده شده است، در روش عددی نیز به توده 
سنگ های اولیه و آسیب دیده، این مدل رفتاری اختصاص داده شده 
اولیه و  توده سنگ  به  اختصاصی  بدیهی است که خصوصیات  است. 

آسیب دیده با یکدیگر متفاوت می باشند.
استاتیکی، مقادیر 	  تعادل رسیدن مدل در حالت  به  از  بعد 

سرعت و جابه جایی در کلیه گره های مدل به مقدار صفر مقداردهی 
اولیه شده است تا مقدار جابه جایی ناشی از تنش اولیه قبل از حفاری 
این  از  بعد  نهایی حذف شود.  جابه جایی  مقدار  در  زیرزمینی  فضای 
تغییر داده شده و در  استاتیکی، تنش دیواره کره  مرحله، در حالت 

نهایت، محاسبات خزش انجام می پذیرد.

نتایج4و4بحث-4 
مقایسه نتایج روش های عددی و تحلیلی- 1- 5

در این بخش، نتایج حاصل از روش تئوریک پیشنهادی با نتایج 
محدود  تفاضل  نرم افزار  همچنین  و  موجود  تحلیلی  روش  از  حاصل 

 
 3DFLAC افزارنرم در شده ایجاد هندسه. 4 شکل

software. 3Din FLAC Figure 4. The geometry of the model constructed 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

FLAC3D شکل  . هندسه ایجاد شده در نرم افزار

Fig. 4. The geometry of the model constructed in FLAC3D software.
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پیشنهادی  تحلیلی  FLAC3D مقایسه می شود. گفتنی است، روش 

در نرم افزار Matlab پیاده سازی شده است. خصوصیات توده سنگ، 
شرایط بارگذاری و ابعاد نواحی مختلف در جدول 1 آورده شده است.

با در نظرگیری مدل ویسکوالاستیک برگر، اتوسن1 جابه جایی های 
حاصله در توده سنگ اطراف یک حفره کروی را به دست آورد ]45[. 
این حال، در تحقیق مذکور، ناحیه آسیب دیده اطراف این حفره  با 
کروی در نظر گرفته نشد. در شکل 5، نتایج حاصل از روش مذکور با 
نتایج حاصل از روش تحلیلی پیشنهادی و نرم افزار FLAC3D مقایسه 
نتایج  بین  انطباق بسیار خوبی  شده است. می توان مشاهده کرد که 

حاصله از این روش ها وجود دارد.
و  تحلیلی  از روش های  نتایج حاصل  بین  مقایسه ای   6 در شکل 
عددی برای دو حالت با و بدون وجود ناحیه آسیب دیده آورده شده 
نتایج  بین  خوبی  بسیار  انطباق  است،  مشهود  که  طور  همان  است. 
از  بعد  که  این  ذکر  قابل  نکته  دارد.  وجود  روش  دو  این  از  حاصل 
گذشت 10 سال، جابه جایی دیواره حفره در حالتی که ناحیه آسیب 
دیده در اطراف آن وجود دارد، بیش از 3/6 برابر حالتی است که در 
آن، از وجود این ناحیه صرف نظر شده است. این در حالی است که این 

ضریب برای جابه جایی آنی دیواره بیش از 4/4 می باشد.

1  Ottosen

مطالعه پارامتریک- 2- 5
و  ویسکوزیته  همچون  مختلفی  پارامترهای  تأثیر  بخش،  این  در 
بالک، شعاع های حفره کروی  مدول برشی ماکسول و کلوین، مدول 
بر  وارده  تنش  و  اولیه  هیدرواستاتیک  تنش  دیده،  آسیب  ناحیه  و 
دیواره حفره کروی مورد بررسی قرار می گیرد. گفتنی است، مقادیر 

پارامترهای مختلف در حالت مبنا در جدول 1 آورده شده است.
اولین پارامتری که مورد بررسی قرار می گیرد، شعاع حفره کروی 
این حفره  ناحیه آسیب دیده ای در اطراف  است. در حالتی که هیچ 
الف می توان مشاهده کرد  رابطه 11-  بر اساس  باشد،  نداشته  وجود 
به صورت خطی  این کره  با شعاع  رابطه جابه جایی دیواره حفره  که 
می باشد )و مقدار کرنش ثابت است( و در نتیجه، با افزایش شعاع کره، 
ناحیه  پیدا می کنند. در مقابل، در حالتی که  افزایش  نیز  جابه جایی 
در  که شعاع حفره  این  بر  علاوه  باشد،  داشته  وجود  دیده ای  آسیب 
) نیز مستتر  )v altc صورت کسر رابطه 11- الف وجود دارد، در پارامتر 
است. برای بررسی تأثیر این پارامتر، مقدار شعاع حفره برابر 4/57، 6 
و 7 متر در نظر گرفته می شود )شعاع ناحیه آسیب دیده 8 متر فرض 
می شود(. در واقع، این حالت را می توان متناظر با حالتی در نظر گرفت 
که کیفیت حفاری افزایش یافته و در نتیجه، ضخامت ناحیه آسیب 

دیده کمتر شده است.
با توجه به شکل 7 می توان مشاهده کرد که در حفره ای که شعاع 

جدول 1. مقادیر پارامترهای مختلف ] [

Table 1. The values of parameters [4].
 [4] مختلف یپارامترها ریمقاد. 1جدول 

Table 1. The values of parameters [4]. 
 

 مقدار واحد پارامتر مقدار واحد پارامتر
0R m 75/4  K iniG MPa 537/344 

altR m 7  K ini MPa. year 577/577 
 − 0  M altG MPa 272/775**  

0P MPa 797/5  M alt MPa. year *
 0.05 M ini 

altK MPa 9577  K altG MPa 554/73**  
 M iniG MPa 359/3445  K alt MPa. year *

 0.05 K ini 
 M ini MPa. year 409/131173    

 * توسط نویسندگان فرض شده است.
 .[11] ** بر اساس روش هوک و همکاران محاسبه شده است
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 مختلف هایروش از حاصل نتایج بین مقایسه. 5 شکل

Figure 5. Comparison of results by different approaches. 
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شکل  . مقایسه بین نتایج حاصل از روش های مختلف

Fig. 5. Comparison of results by different approaches.

 

 
)خطوط ممتد و بریده بریده به ترتیب بیانگر نتایج حاصل از روش تحلیلی  تحلیلی و عددی هایروش از حاصل نتایج بین مقایسه. 6 شکل

 باشند(پیشنهادی و روش عددی می
Figure 6. Comparison of the results of numerical and analytical methods (the continuous and the dashed 

lines represent the results of the proposed analytical method and numerical method, respectively). 
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Fig. 6. Comparison of the results of numerical and analytical methods (the continuous and the dashed lines rep-
resent the results of the proposed analytical method and numerical method, respectively).
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آن برابر 4/57 متر می باشد، میزان جابه جایی دیواره بیشتر از حفره ای 
با شعاع 6 متر و آن نیز بیشتر از حفره ای با شعاع 7 متر است. همان 
طور که پیش تر نیز توضیح داده شد، به دلیل ضخامت ناحیه آسیب 
دیده بزرگ تر )و با خصوصیات ضعیف تر( در حفره ای با شعاع 4/57 
این شکل  دقیق تر  بررسی  با  پیدا می کند.  افزایش  متر، جابه جایی ها 
می توان مشاهده کرد که جابه جایی آنی در کره ای با شعاع 4/57 متر، 
با  با شعاع 6 متر می باشد که  برابر جابه جایی در کره ای   1/1 تقریباً 
گذشت زمان، این نسبت افزایش یافته ولی پس از گذشت حدود 6 
ماه )که این ضریب تقریباً برابر 1/43 می شود(، به تدریج این نسبت 
با  می رسد.   1/25 مقدار  به  سال   10 گذشت  از  بعد  و  یافته  کاهش 
چنین  می توان  نیز  متر   7 و  متر   6 شعاع های  با  حفره های  مقایسه 
نتیجه ای را استنباط کرد. با این حال، نسبت جابه جایی آنی و نسبت 
جابه جایی بعد از گذشت 10 سال به ترتیب برابر 1/3 و 1/26 به دست 
می آیند و بیشترین مقدار این نسبت هم برابر 1/49 می باشد که پس 

از گذشت حدود 90 روز حاصل می شود.

در ادامه، با ثابت نگه داشتن شعاع حفره )برابر 4/57 متر( تأثیر 
افزایش ضخامت ناحیه آسیب دیده مورد بررسی قرار می گیرد. برای 
این منظور، شعاع این ناحیه برابر 6، 7 و 8 متر در نظر گرفته می شود. 
ضعیف تر،  لایه  افزایش ضخامت  با  می رفت،  انتظار  که  طوری  همان 
میزان  مثال،  طور  به   .)8 )شکل  می یابند  افزایش  نیز  جابه جایی ها 
از گذشت 10 سال در حالتی که شعاع  جابه جایی دیواره حفره بعد 
این ناحیه 8 متر است، 70 درصد بیشتر از حالتی است که این شعاع 

برابر 6 متر است.
شده  تضعیف  ناحیه  که  حالتی  )برای  الف   -11 رابطه  بررسی  با 
وجود ندارد( و روابط 15 الی 20 )برای حالتی که ناحیه تضعیف شده 
صورت  به  دیواره  جابه جایی  که  کرد  مشاهده  می توان  دارد(،  وجود 
( افزایش پیدا می کند. 0P خطی با افزایش تنش هیدرواستاتیک اولیه )

مقدار  تغییر  با  کروی  حفره  دیواره  بر  وارد  شعاعی  تنش  تأثیر 
α مورد بررسی قرار گرفته است )شکل 9(. بدیهی است که  پارامتر 
α اختصاص داده شود، جابه جایی  هر چه مقدار کوچک تری به مقدار 
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 باشند(پیشنهادی و روش عددی می
Figure 7. The effect of the cavity radius on the displacement of the cavity (continuous and dashed lines 

represent the results of the proposed analytical method and numerical method, respectively)  
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شکل 7. تأثیر شعاع حفره کروی بر جابه جایی دیواره آن )خطوط ممتد و بریده بریده به ترتیب بیانگر نتایج حاصل از روش تحلیلی پیشنهادی و 
روش عددی می باشند(

Fig. 7. The effect of the cavity radius on the displacement of the cavity (continuous and dashed lines represent the 
results of the proposed analytical method and numerical method, respectively) 
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)خطوط ممتد و بریده بریده به ترتیب بیانگر نتایج حاصل از روش  کروی حفره دیواره جاییجابه بر دیده آسیب ناحیه شعاع تأثیر. 8 شکل

 باشند(تحلیلی پیشنهادی و روش عددی می
Figure 8. The effect of EDZ radius on the displacement of the cavity (continuous and dashed lines 

represent the results of the proposed analytical method and numerical method, respectively)  
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شکل 8. تأثیر شعاع ناحیه آسیب دیده بر جابه جایی دیواره حفره کروی )خطوط ممتد و بریده بریده به ترتیب بیانگر نتایج حاصل از روش تحلیلی 
پیشنهادی و روش عددی می باشند(

Fig. 8. The effect of EDZ radius on the displacement of the cavity (continuous and dashed lines represent the 
results of the proposed analytical method and numerical method, respectively) 
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Figure 9. The effect of radial stress acting on the inner boundary of the cavity on the displacement of the 

cavity (considering EDZ) (continuous and dashed lines represent the results of the proposed analytical 
method and numerical method, respectively)  
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Fig. 9. The effect of radial stress acting on the inner boundary of the cavity on the displacement of the cavity 
(considering EDZ) (continuous and dashed lines represent the results of the proposed analytical method and 

numerical method, respectively) 
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ارائه  روابط  بررسی  با  این که  قابل ذکر  نکته  افزایش می یابد.  دیواره 
شده می توان نشان داد که نسبت بین جابه جایی های دیواره برای دو 
α مستقل از زمان می باشد. این رابطه برای حالتی که  مقدار مختلف 
به  )رجوع  است  به وضوح مشهود  ندارد  دیده ای وجود  آسیب  ناحیه 
رابطه 11- الف(. به عنوان مثال، نسبت جابه جایی دیواره در حالتی 

α برابر 0/8 باشد. α برابر صفر است، 5 برابر حالتی است که  که 
پارامتر بعدی که مورد بررسی قرار می گیرد، مدول بالک است. از 
ناحیه آسیب دیده ای  آنجایی که مقدار تنش متوسط در حالتی که 
وجود ندارد، تغییری نمی کند، عملًا مقدار مدول بالک بر نتایج حاصله 
وجود  دیده ای  آسیب  ناحیه  که  حالتی  در  مقابل،  در  است.  بی تأثیر 
داشته باشد، در توده سنگ اولیه این پارامتر بی تأثیر است. با این حال، 
همان طوری که روابط 12 الی 20 نیز نشان می دهند، مقدار مدول 
بالک در ناحیه آسیب دیده دارای تأثیر می باشد. از این رو، برای این 
پارامتر، سه مقدار 643، 9788 مگاپاسکال و بی نهایت )سنگ تراکم 
برابر  پواسون  نسبت  بهتر،  عبارت  )به  است  گردیده  انتخاب  ناپذیر( 
0/15، 0/25 و 0/5 در نظر گرفته شده است(. همان طور که در شکل 
10 می توان مشاهده کرد، با افزایش مدول بالک، مقدار جابه جایی ها 

با  مثال،  طور  به  می کنند.  پیدا  کاهش  مدت(  دراز  چه  و  آنی  )چه 
افزایش مقدار این پارامتر از 643 مگاپاسکال به بی نهایت، تغییر شکل  

دراز مدت دیواره حدودا 15 درصد کمتر می گردد.
ویسکوزیته  بیانگر  ترتیب  به   4η و   3η  ، 2η  ، 1η پس،  این  از 
ماکسول و کلوین در توده سنگ اولیه و ویسکوزیته ماکسول و کلوین 
4G به ترتیب بیانگر مدول  3G و   ، 2G  ، 1G در ناحیه تغییر یافته و 
برشی ماکسول و کلوین در توده سنگ اولیه و مدول برشی ماکسول و 
کلوین در ناحیه تغییر یافته بوده و مقادیر آن ها برابر با مقادیری است 

که در جدول 1 آورده شده است.
 ) 1η در شکل 11 تأثیر تغییر ویسکوزیته ماکسول )با تغییر ضریب 
نشان داده شده است. همان طور که می توان مشاهده کرد، در شرایطی 
که تنها یک لایه سنگ وجود دارد، با کاهش مقدار این پارامتر، مقدار 
جابه جایی های دیواره با گذشت زمان به تدریج افزایش پیدا می کند. 
به عبارت بهتر، تنها خزش ثانویه از مقدار این پارامتر متأثر می گردد. 
به   1η مقدار  از  ماکسول  ویسکوزیته  مقدار  کاهش  با  مثال،  به طور 
از 3  بیش  از 50 سال  بعد  دیواره حفره کروی  10.05η جابه جایی 

در  می یابد.  افزایش  نسبت  این  زمان  بیشتر  گذشت  با  و  شده  برابر 

 

 
)خطوط ممتد و بریده بریده به ترتیب بیانگر نتایج حاصل از  کروی حفره دیواره جاییجابه بر دیده آسیب ناحیه بالک مدول تأثیر. 11 شکل

 باشند(روش تحلیلی پیشنهادی و روش عددی می
Figure 10. The effect of bulk modulus on the displacement of the cavity (continuous and dashed lines 

represent the results of the proposed analytical method and numerical method, respectively)  
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تحلیلی پیشنهادی و روش عددی می باشند(

Fig. 10. The effect of bulk modulus on the displacement of the cavity (continuous and dashed lines represent the 
results of the proposed analytical method and numerical method, respectively) 
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ناحیه آسیب دیده ای در اطراف فضای زیرزمینی وجود  شرایطی که 
تغییر  )با  ماکسول  برابر کردن مقدار ویسکوزیته  با 20  باشد،  داشته 
( بعد از گذشت 50 سال، جابه جایی حفره کروی حدودا  3η ضریب 

14 درصد کمتر می شود.
در شکل 11 تأثیر تغییر ویسکوزیته کلوین در توده سنگ اولیه 
و شکسته شده نشان داده شده است. با کاهش مقدار این پارامتر در 
حالتی که هیچ ناحیه آسیب دیده ای وجود نداشته باشد، صرفاً خزش 
اولیه متأثر می شود و جابه جایی نهایی بعد از گذشت 50 سال تقریباً 
یکسان می باشد. همان طور که از رابطه 11- الف نیز می توان استنباط 
کرد، در زمان مشخص )در محدوده خزش اولیه(، با کاهش مقدار این 
برای  پیدا می کند. چنین شرایطی  افزایش  مقدار جابه جایی  پارامتر، 
حالتی که ناحیه آسیب دیده در توده سنگ وجود دارد، نیز وجود دارد. 
به طور مثال، در صورتی که مقدار ویسکوزیته کلوین در ناحیه تغییر 

اولیه، یک بیستم گردد، جابه جایی دیواره حفره  یافته و توده سنگ 
افزایش  ترتیب 115 و 173 درصد  به  از گذشت 1 سال  بعد  کروی 
می یابد. بدیهی است، جابه جایی های فضای زیرزمینی بسیار وابسته به 
مقدار این پارامتر است. به طور کلی، تأثیر ویسکوزیته ماکسول بسیار 
بیشتر از ویسکوزیته کلوین است؛ زیرا ویسکوزیته ماکسول بیشتر بر 

تغییر شکل بلند مدت توده سنگ تأثیر می گذارد.
)در  اولیه  سنگ  توده  ماکسول  برشی  مدول  تأثیر   12 شکل  در 
که  طور  همان  است.  شده  داده  نشان  یکنواخت(  سنگ  توده  حالت 
می توان مشاهده کرد و البته از رابطه 11- الف نیز استنتاج کرد، این 
تأثیر می گذارد )در یک زمان  آنی دیواره  بر جابه جایی  پارامتر صرفاً 
یکسان، اختلاف بین جابه جایی ها برای دو مقدار مختلف این پارامتر 
از هم یکسان است(. در حالتی که ناحیه آسیب دیده نیز وجود داشته 
باشد، با وجود تأثیر مدول برشی ناحیه آسیب دیده، این تأثیر چندان 
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 باشند(روش تحلیلی پیشنهادی و روش عددی می
Figure 11. The effect of Kelvin and Maxwell viscosities on the displacement of the cavity (continuous and 

dashed lines represent the results of the proposed analytical method and numerical method, respectively)  
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شکل 11. تأثیر ویسکوزیته کلوین و ماکسول بر جابه جایی دیواره حفره کروی )خطوط ممتد و بریده بریده به ترتیب بیانگر نتایج حاصل از روش 
تحلیلی پیشنهادی و روش عددی می باشند(

Fig. 11. The effect of Kelvin and Maxwell viscosities on the displacement of the cavity (continuous and dashed 
lines represent the results of the proposed analytical method and numerical method, respectively) 
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زیاد نیست و در یک زمان مشخص، تقریباً اختلاف مذکور ثابت است.
20.4G می توان  2G به  از  با تغییر مقادیر مدول برشی کلوین 
مشاهده کرد که مقدار تغییر شکل های دراز مدت حدود 110 درصد 
افزایش می یابد. گفتنی است، می توان نشان داد که در ناحیه خزش 
این  امتداد  با  می باشد.  ثابت  زمان  برابر  در  جابه جایی  شیب  ثانویه، 
شیب و قطع محور جابه جایی ها، عرض از مبدأ آن متناسب با مقدار 

 می باشد.
( ) ( )

1 1

M ini K iniG G
+

سنگ  توده  کلوین  برشی  مدول  بررسی،  مورد  پارامتر  آخرین 
شکسته شده می باشد. همان طور که می توان در این شکل ملاحظه 
این مورد هم صادق  برای  بالا توضیح داده شد  نمود، روندی که در 
است ولی شیب قسمت خزش ثانویه متفاوت می باشد )جابه جایی آنی 

بدون تأثیر می ماند(.

نتیجه4گیری-64
در این مطالعه به مدل سازی تحلیلی رفتار مچاله شوندگی توده 
دیده  آسیب  ناحیه  نظرگیری  در  با  کروی  حفره  یک  اطراف  سنگ 
و  تنش ها  توزیع  تعیین  برای  کلی  راه حل  یک  ابتدا  شد.  پرداخته 
در  که  گردید  ارائه  کروی  حفره  اطراف  سنگ  توده  در  جابه جایی ها 
ندارد.  از حفاری وجود  ناشی  دیده ای  آسیب  ناحیه  آن، هیچ  اطراف 
سپس، راه حل ارائه شده برای حالتی که در توده سنگ، ناحیه آسیب 
دیده ای نیز وجود دارد، تعمیم داده شد. فرض گردید که رفتار توده 
سنگ اولیه و ناحیه آسیب دیده به صورت ویسکوالاستیک بوده و از 
مدل برگر تبعیت می کنند. در ادامه، مقایسه ای بین نتایج حاصل از 
روش پیشنهادی و نتایج حاصل از روش های تحلیلی و عددی انجام 
پارامترهای  تأثیر  تا  شد  انجام  پارامتریکی  مطالعه  سپس،  گردید. 

 
)خطوط ممتد و بریده بریده به ترتیب بیانگر نتایج حاصل  کروی حفره دیواره جاییجابه بر ماکسول و کلوین برشی مدول تأثیر. 12 شکل

 باشند(از روش تحلیلی پیشنهادی و روش عددی می
Figure 12. The effect of Kelvin and Maxwell shear moduli on the displacement of the cavity (continuous 

and dashed lines represent the results of the proposed analytical method and numerical method, 
respectively)  
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تحلیلی پیشنهادی و روش عددی می باشند(

Fig. 12. The effect of Kelvin and Maxwell shear moduli on the displacement of the cavity (continuous and dashed 
lines represent the results of the proposed analytical method and numerical method, respectively) 
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مختلف بررسی گردد. اهم نتایج به شرح زیر است:
• تأثیر 	 اولیه  هیدرواستاتیک  تنش  و  کروی  حفره  شعاع 

مستقیمی بر جابه جایی دیواره فضای زیرزمینی دارند؛
• سایر 	 که  صورتی  در  دیده،  آسیب  ناحیه  وجود  بدون  و  با 

پارامترها ثابت باشند، نسبت بین جابه جایی های دیواره برای دو مقدار 
مختلف تنش شعاعی وارد بر دیواره کره، مستقل از زمان طی شده از 

حفاری فضای زیرزمینی می باشد؛
• )در 	 متر   6 به  متر   4/57 از  کروی  حفره  شعاع  افزایش  با 

حالتی که شعاع ناحیه آسیب دیده برابر 8 متر می باشد(، جابه جایی 
و   %8 ترتیب  به  سال   10 مدت  از  بعد  آن  جابه جایی  و  دیواره  آنی 
پارامترهای دیگر نظیر  به مقدار  پیدا می کند که بسته  20% کاهش 
خصوصیات توده سنگ این مقدار می تواند متفاوت باشد. این در حالی 
است که اگر شعاع حفره برابر 4/57 متر در نظر گرفته شود، با افزایش 
)افزایش 33 درصدی(،  از 6 متر به 8 متر  ناحیه آسیب دیده  شعاع 

جابه جایی های فوق به ترتیب 48% و 70% افزایش پیدا می کنند؛
• در شرایطی که تنها یک لایه سنگ وجود دارد، با کاهش 	

مقدار،  این   0/05 به  آن  اولیه  مقدار  از  ماکسول  ویسکوزیته  مقدار 
جابه جایی دیواره حفره کروی بعد از 50 سال بیش از 3 برابر شده و 
با گذشت زمان این نسبت افزایش می یابد. در حالتی که ناحیه آسیب 
مقدار  که  صورتی  در  آید،  وجود  به  کروی  حفره  اطراف  در  دیده ای 
ویسکوزیته ماکسول این ناحیه 20 برابر گردد، بعد از گذشت 50 سال، 

جابه جایی حفره کروی حدود 14 درصد کمتر می شود؛
• تغییر ویسکوزیته کلوین در ناحیه تغییر یافته و توده سنگ 	

اولیه صرفاً بر روی خزش اولیه تأثیر می گذارد. به طور مثال، در صورتی 
که مقدار ویسکوزیته کلوین در ناحیه تغییر یافته و توده سنگ اولیه، 
یک بیستم گردد، جابه جایی دیواره حفره کروی بعد از گذشت 1 سال 

به ترتیب 115 و 173 درصد افزایش می یابد؛
• کاهش 60 درصدی مدول برشی کلوین در توده سنگ اولیه 	

منجر به افزایش تغییر شکل های دراز مدت تا 110% می گردد؛
• به طور کلی، تأثیر ویسکوزیته های ماکسول و کلوین و مدول 	

برشی کلوین در میزان جابه جایی دیواره نسبت به مدول بالک ناحیه 
آسیب دیده و مدول برشی ماکسول بسیار بیشتر است.

فهرست علائم - 7
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 ها در اطراف یک حفره کرویها و کرنش: تعیین توزیع تنشالفپیوست 
 یک حفره کروی آورده شده است.ها در اطراف ها و کرنشدر این پیوست، جزئیات تعیین توزیع تنش

 توان نوشت:ها میها و تنشها، کرنشجاییجابهبا استفاده از معادله تعادل و رابطه بین 
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