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ABSTRACT: Flexural buckling is one of the buckling limit states in columns, which have at least one 
symmetric axis. Due to the lack of analytical solution for the differential equation of deformation of a 
non-prismatic column, its flexural buckling load has been determined by numerical methods, resulting 
in approximate solutions. This research aims at the analytical evaluation of non-sway in-plane flexural 
buckling of gabled frames. The equilibrium and differential equations were simultaneously used in 
the elastic flexural energy, consequently the characteristic equation is achieved. The effective length 
coefficient can be determined only with having two geometrical parameters of a gabled frame, using 
the relevant graph. Accurate results and simple use of the drawn graphs are among the benefits of the 
introduced method. 
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1- Introduction
Stability analysis of tapered columns is difficult and 

researchers often use numerical and approximate methods 
to solve this problem. The old documented solutions for 
determining the critical load of tapered columns go back 
to early 19th century by Timoshenko [1], Morley [2] and 
Dinnik [3]. In all of these solutions, the tapered columns were 
approximated by stepped columns resulting in approximate 
solutions. The critical load calculation of tapered columns by 
Bessel’s functions was first studied by Gere and Carter [4]. 
Iremonger solved the differential equation of deformation of 
a tapered column for arbitrary boundary conditions by finite 
difference method [5]. Karabalis and Beskos used Finite 
elements to obtain numerical solutions [6]. Comprehensive 
review of stability of the tapered columns has been separately 
done by Ermopoulos and Banerjee [7, 8]. Williams and 
Aston [9] studied several columns with variable web and 
flanges under concentrated loads. Non-prismatic columns 
were analyzed for buckling based on vibration modes, 
energy approaches and the Principle of Stationary Potential 
Energy by Rahai and Kazemi [10]. Bradford and Valipour 
[11] introduced shape functions for beams with elastic bases 
using the Principle of Virtual Work. Assuming the column 
displacement function as an exponential function of the 
summation of a power series, Darbandi et al [12] studied 

the tapered columns buckling by a perturbation method. 
Buckling and vibration of tapered members were studied by 
Taha and Essan using differential quadrature method [13]. 
In this method, the values of the first and higher derivatives 
of the answer function in a point are assumed to be equal 
to the summation of the weighted values of that function in 
other sample points. Ruocco et al. developed the Hencky 
bar-chain model for the buckling analysis of non-uniform 
columns [14]. In this model, a column is divided into some 
rigid columns; each two adjacent rigid columns are connected 
into each other with a rotational spring. The buckling load 
is determined by the equality of determinant of the stiffness 
matrix to zero. Nikolic´ and Šalinic performed the buckling 
analysis of columns with continuously varying cross-sections 
[15]. They used a rigid multi-body approach, which was 
similar to Hencky bar-chain model, but there were rotational 
and lateral translational springs between each two adjacent 
rigid columns.

2- Methodology
The structures shown in Figs. 1 and 2 have a concentrated 

force (P) applied vertically downwards to the top of each 
column. By assuming linear-elastic behavior in bending for 
a segment of the two buckled columns in Fig. 3, their lateral 
displacement functions, v, can be expressed by the following 
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differential equations (the equations numbers of frame (II) 
are indicated with “prime” indication):
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 Where E and Ic are the elasticity modulus of the members 
and the inertia moment of the bending axis of the column, 
respectively. Other parameters are shown in Fig.1. About 
the external work in the buckling and its equality with the 
summation of the elastic energy the next equation can be 
written:   
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Where h∆  and Uc are the displacement of the column 
tip, the total elastic energy of the columns and the beam, 
respectively (Ub is the total elastic energy of the beams). The 
total elastic energy of the columns can be written as:
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By integration by parts and considering the boundary 
values, Uc can be determined:
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Figure 1. The loadings, buckling mode configuration and the free body diagrams of studied gabled frames (Frame (I&II)) Fig. 1. The loadings, buckling mode configuration and the free body diagrams of studied gabled frames (Frame (I&II))

Figure 2. A pined-pined tapered column with its end sections (left)- relevant graph (right)  Fig. 2. A pined-pined tapered column with its end sections (left)- relevant graph (right) 
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On the other hand ∫=
l

ext dxvPW
0
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bcext UUW +=  , it can be resulted that θVlUb =  and   for 

structures (I) and (II), θ)( 0 VlMUb +=  respectively. Then 
by some mathematical calculations next two equations can 
be written: 

"vEIVxPvM cc −=−=       (1) 

"0 vEIMVxPvM cc −=−−=                                    (1') 

bc

l

hext UUvPPW +=







= 

0

2'
2
12)(2                (2) 

( ) ( )dx
EI

vEIVxPvdx
EI

MMU
l

c

c
l

c

cc
c 

−−
=


=

00

"             (3) 

( ) ( )dx
EI

vEIMVxPvdx
EI

MMU
l

c

c
l

c

cc
c 

−−−
=


=

0

0

0

"              (3') 

( ) dxvVxPvU
l

c  −−=
0

"  

VldxvPU
l

c −= 
0

2'                                        (4) 

( ) dxvMVxPvU
l

c  −−−=
0

0 "  

( ) +−=
l

c MVldxvPU
0

0
2'                          (4') 

 
 =−+=
s

b
b Vldx

EI
xFVVlU

0

2sin)(                          (5) 

  ( ) +=
−++

=
s

b
b VlMdx

EI
xFVVlMU

0
0

2
0 sin)(              (5')       

)6(                                         
VV

vPf l −==
')(Structure (I):    

Structure (II): ( )
VV

vPg l 
−==

'
1

, ( )
V
MPg 0

2 =    (6')             

After solving Eqs. (1) and (2) it can be realized that the 
rotation of the tip of the columns (θ ) and Mo (base bending 
moment in Fig. 1) is dividable by “V“, besides . lv '−=θ  
Therefore:
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The final equations are the characteristic equations:
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3- Results and Discussion
Having the characteristic equations drawing the required 

graphs will be possible. The graphs are drawn for effective 

length coefficient. By the equation  2
0

2 )/( lKEIPcr γπ=
, and solving the characteristic equations, intended graphs 
could be drawn.

 
3.1-Example

The effective length coefficient of a pined-pined column 
is requested. Its two end sections are shown in Figure 1.   

3.2-Solution 
By using the graph of Figure 1 can easily solve the 

problem. The hinged base at the bigger end (column top 
section) is similar to a very long oblique beam ( ∞→s ) in 
Figure 1. By extrapolating the top curve: 66.0=γK

4- Conclusion
In this article the effective length coefficient of tapered 

columns in gabled frames is calculated. The introduced 
method is analytic and the use of the drawn graphs is very 
simple. 
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کمانش خمشی سوله های یک دهانه بدون حرکت جانبی با تعیین و حل معادله مشخصه
عباس حق اللهی1*، علی اصغر صفوی2

1- دانشکده مهندسی عمران، دانشگاه تربیت دبیر شهید رجایی، تهران، ایران
2- دانشکده فنی و مهندسی، دانشگاه گلستان، علی آباد کتول، گلستان، ایران

خلاصه: کمانش خمشی یکی از حالات حدی کمانش در ستون‌هایی است که دست‌‌کم یک محور تقارن دارند. به خاطر فقدان حل 
دقیق معادله دیفرانسیل تغییر شکل در ستون‌‌های غیرمنشوری، تعیین بار بحرانی آن‌ها با روش‌‌های عددی و تقریبی صورت می‌‌گرفت 
که منجر به جواب‌‌های تقریبی می‌‌شد. هدف این تحقیق بررسی تحلیلی کمانش خمشی درون‌‌صفحه و مقید در برابر حرکت جانبی 
برای سازه‌‌های صنعتی یک ‌‌دهانه‌‌ است که به قاب‌‌های شیب‌‌دار )سوله‌‌ها( موسوم هستند و از اعضای با جان شیب‌‌دار ساخته شده‌‌اند. 
در سازه‌‌های مدنظر تکیه‌‌گاه‌‌های پای ستون‌‌ها، تماما مفصلی یا گیردار است و فرض اویلر- برنولی برای رفتار اعضا در نظر گرفته 
شده ‌‌است. ابتدا معادله دیفرانسیل ستون تغییر شکل یافته و دیاگرام آزادهای مناسب مد نظر قرار گرفت، سپس از معادلات تعادل و 
دیفرانسیل به ‌‌طور همزمان در انرژی ارتجاعی خمشی استفاده گردید. با برابری کار خارجی و انرژی ارتجاعی خمشی، معادله مشخصه 
کمانش )برای تعیین بار بحرانی( حاصل و شرایط رسم نمودار فراهم شد. نمودارهای طراحی برای تعیین ضریب طول موثر )محور قائم 
دستگاه مختصات( بر حسب نسبت طول تیر مورب به ارتفاع ستون )محور افقی( رسم شدند. با افزایش فزاینده‌‌ی مقادیر روی محور 
افقی دستگاه مختصات، سختی خمشی تیرها بسیار کم و سختی اتصال آن‌‌ها به سر سِتون‌‌ها مشابه اتصال مفصلی می‌‌شود. نهایتا 
چند مثال با روش پیشنهادی و روش‌‌های تقریبی حل و مقایسه شد. در روش پیشنهادی تنها با داشتن دو پارامتر هندسی ساده از قاب 
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مقدمه-1 
اویلر برای به دست آوردن بار بحرانی یک ستون دو سر مفصل با مقطع 
ثابت از معادله دیفرانسیل حاکم بر تغییر شکل جانبی ستون استفاده نمود. 
اما  است،  تحلیلی  و  دقیق  جواب  دارای  منشوری  اعضای  برای  معادله  این 
به دست  می‌‌کند  تغییر  در طول  آن  مقطع  اینرسی  ممان  که  برای عضوی 
آوردن حل دقیق آن بسیار مشکل یا غیرممکن است. در این حالت می‌‌توان 
برای محاسبه‌‌ی  از روش‌‌های ‌‌ثبت شده  استفاده کرد.  تقریبی  از روش‌‌های 
بار بحرانی کمانش ارتجاعی ستون‌‌های با مقطع متغیر می‌‌توان راه‌‌حل‌‌های 
تيموشنکو ]1[، مورلی ]2[ و دينيک ]3[ را یاد کرد. همه اين راه‌‌حل‌‌ها تقريبي 
بوده و ستون با کمک ستون‌‌های پله‌‌ای متوالی تقريب ‌‌زده می‌‌شد. نخستین 
بار، با کمک توابع بسل حلی برای محاسبه‌‌ی بار بحرانی کمانش ارتجاعی 
راه‌‌حل‌‌های  از  گرديد.  ارائه   ]4[ گر  و  کارتر  توسط  غیرمنشوری  ستون‌‌های 

اخير با روش تفاضلات محدود، کار ايرمونگر ]5[ و از روش اجزای محدود 
مطالعه‌‌ کاراباليس و بسِکاس ]6[ را مي‌‌توان نام برد. براون ]7[ با تحليل تغيير 
شکل‌های بال‌های تير I-شکل غيرمنشوری در پيچش، معادله ديفرانسيل 
معادله‌‌ی  او  آورد.  دست  به  غيريکنواخت  پيچش  در  را  مقطع  شکل  تغيير 
با  غيرمنشوری  تير  خمشی-پيچشی  کمانش  بررسی  در  را  آمده  به ‌‌دست 
تکيه‌‌گاه‌‌های ساده مورد استفاده قرار داد. ارموپولس و آنتونی کاونادیس ]8[ 
روشی را برای پيدا کردن ماتريس سختی خمشی معادل عضو با مقطع متغير 
تغيير  تابع  برای  را  معادل  منشوری  عضو  شکل  تغيير  تابع  و  نمودند  ارائه 
شکل يک عضو غيرمنشوری، در نظر گرفتند. ارموپولس ]9[ در مطالعه‌‌ای به 
پايداری قاب‌‌های با مقاطع متغير پرداخت و پايداری اعضای با مقطع متغير 
را -که تحت بارهای متمرکز در طول هستند- بررسی کرد. در آن تحقيق 
با فرمول‌‌بندی معادلات کمانش، بار بحرانی آن‌ها محاسبه گرديد و نتايج به 
‌‌صورت نمودارهايی ارائه شد. ويليامز و بنرجی ]10[ تحقيقي را انجام دادند که 
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دامنه‌‌ی وسيعي از اشکال هندسی مقطع ستون‌‌های غیرمنشوری با تغييرات 
يا  و  )بال‌‌ها  اجزای تشکيل دهنده‌‌ی مقطع  از  برخی  يا  تمام  ابعاد در  خطی 
جان( را شامل می‌‌شد که مي‌‌تواند دارای بارهای محوری متمرکز يا گسترده 
I-شکل  تير ستون‌‌های  پايداری  يانگ ]11[  يؤِن‌‌بين  باشند.  در طول عضو 
غيرمنشوری را مورد بررسی قرار داد. در آن مطالعه رفتار قاب‌‌های صفحه‌‌ای 
بدون مهاربند -که از تير و ستون‌‌های با مقطع متغير ساخته شده است- مورد 
بررسی قرار گرفت. در آن مقاله با ساختن ماتريس سختی عضو مقطع متغير 
شش درجه آزاد که عمق آن به ‌‌صورت خطی تغيير مي‌کند، اثر تغيير مقطع در 
طول عضو روی سختی جانبی، مقاومت و ارتعاش آن مورد بحث قرار گرفته 
‌‌است. برادفورد ]12[ در مقاله‌‌ای پس از به‌‌ دست آوردن معادلات تعادل يک 
فرمول‌‌بندی  با  آن  را روی  پيچشی  لنگر  تاثير  متغير،  با مقطع  I-شکل  تير 
روش اجزای محدود بررسی کرد. ايشان از روش کار مجازی و فرمول‌‌بندی 
لاگرانژين به هنگام شده استفاده کرد. ويليامز و گری استن ]13[ با استفاده 
از روش اجزاي محدود كمانش پيچشي-خمشي تير I-شکل غيرمنشوري را 
مورد بررسي قرار دادند. آن‌ها در تحقيق خود اثر پيچش و خمش را به ‌‌صورت 
همزمان مطالعه كردند. حسين جوبران القحطاني ]14[ بر اساس روش‌‌هاي 
انرژي رفتار تير ستون‌‌هاي مقطع متغير را در خمش و كمانش مورد مطالعه 
قرار داد. وي از آناليز كمانش ناگهاني 1 در مطالعه پايداري سازه‌‌ها استفاده 
نمود و نتیجه گرفت که ستون‌‌هاي با مقطع متغير ممكن است بار بحراني 
 ]15[ و شو  لی  باشند.  داشته‌‌  منشوري هم‌‌وزن خود  از ستون‌‌هاي  بيشتري 
کمانش جانبی تیرهای I-شکل با مقطع متغیر را بررسی کردند. ایشان رابطه 
نیرو- تغییر شکل را برای انواع تغییر شکل‌‌های تیر محاسبه کردند و برای 
محاسبه انرژی پتانسیل کل در فرایند کمانش جانبی تیر از روش‌‌های حساب 
تغییرات بهره گرفتند. یاو ]16[ به پایداری تیرهای I-شکل با مقطع متغیر 
به  را  به مقطع  اعمالی  لنگر پیچشی  پرداخت. وی  لنگرهای پیچشی  تحت 
صورت ترکیب پیچش سنت-ونانت و پیچش تابیدگی در نظر گرفت و تیر 
را به صورت سه تیر مجاور در نظر گرفت که مقطع آن‌ها اجزای مقطع تیر 
اصلی )جان و دو بال( است. وی نشان داد که ناپایداری بال‌‌ها ناشی از پیچش 
تابیدگی می‌تواند منجر به کاهش مقاومت پیچشی مقطع شود. عسگریان و 
و  دلخواه  مقطع  با  تیرهای  جانبی-پیچشی  کمانش  مسئله   ]17[ همکاران 
متغیر در طول را بررسی کردند. ایشان از روش تقریبی متکی بر سری‌‌های 
توانی بهره گرفتند و انرژی پتانسیل کل را با توجه به انرژی ارتجاعی و کار 
بارهای خارجی محاسبه کردند. سلطانی و همکاران ]18[ در مقاله‌‌ای تحلیل 

1  snap-through analysis

ناپایداری ارتجاعی کمانش خمشی- پیچشی و ارتعاش آزاد تیرهای با مقطع 
متغیر را با روش سری‌‌های توانی انجام دادند. سلطانی و همکاران ]19[ در 
تحقیقی مشابه پژوهش پیشین بر اساس روش سری‌‌های توانی و اصل کار 
مجازی، ماتریس‌‌های جرم و سختی را برای تحلیل ارتعاش آزاد و کمانش 
خمشی- پیچشی در تیر با مقطع متغیر و شکل دلخواه ساختند. توابع شکل 
از توابع  نیاز را با کمک مشتق‌‌گیری از سری‌‌های توانی -که تقریبی  مورد 
جابجایی بود- به دست آوردند. کواک ]20[ کمانش جانبی- پیچشی تیرهای 
تغییر شکل  دیفرانسیل  معادله  بررسی کرد. وی  را  متغیر  با مقطع  I-شکل 

کار  به  متغیر  مقطع  با  تیر  برای  اصلاحاتی  انجام  را  منشوری  مقطع  با  تیر 
تغییر شکل مقطع در حین کمانش جانبی- پیچشی  با بررسی هندسه  برد. 
تیر روش‌‌های رایلی-ریتز و باقی‌مانده‌های وزن‌دار در حل معادله دیفرانسیل 
تحلیل   ]21[ کاظمی  و  رهایی  کرد.  حل  را  نظر  مورد  مسئله  شکل،  تغییر 
کمانشی ستون‌‌های غیرمنشوری را بر اساس مودهای ارتعاشی و روش‌‌های 
با به کار بستن شکل‌‌های مودی  انرژی انجام دادند. ایشان در این مطالعه 
ارتعاش و اصل ایستا کردن انرژی پتانسیل کل، بار بحرانی کمانش ستون 
با  را به دست آوردند. برادفورد و ولی پور ]22[ در پژوهشی تابع شکل تیر 
مقطع متغیر و تکیه‌گاه‌های ارتجاعی را معرفی کردند. ایشان در این تحقیق از 
اصل کار مجازی استفاده کردند و معادلات را بر اساس فرض اویلر- برنولی، 
رفتار ارتجاعی برای مصالح و عدم رخداد کمانش موضعی به دست آوردند. 
کانستانتاکوپولوس و همکاران ]23[ پایداری یک تیر ستون تنها را با انواع 
اشکال تغییر مقطع در طول عضو بررسی کردند. از جمله اشکال تغییر مقطع 
در طول عضو می‌توان به صورت پله‌ای، شیب‌دار به یک سمت و افزایش 
عمق عضو از طرفین به سمت میانه طول تیر اشاره کرد. علاوه بر نیروی 
فشاری اعمالی، اثر لنگرها، نیروهای محوری متمرکز و تغییر شکل‌‌های اولیه 
را در تحلیل مسئله بررسی کردند. دربندی و همکاران ]24[ با روش تئوری 
اختلالات به کمانش ستون‌‌های با مقطع متغیر پرداختند. در آن تحقیق به 
حل معادله دیفرانسیل حاکم بر کمانش خمشی ستون با رفتار اویلر- برنولی 
به روش مذکور پرداخته شد. تابع تغییر شکل به صورت یک تابع نمایی از 
حاصل جمع یک سری توانی فرض شد. حدیدی و همکاران ]25[ به تحلیل 
غیرخطی مرتبه دوم تیرهای با مقطع متغیر پرداختند. ایشان در فرایند حل 
و  کردند  استفاده  توانی  سری‌‌های  روش  از  شکل  تغییر  دیفرانسیل  معادله 
حضور بارهای متمرکز در طول تیر را نیز در نظر گرفتند. ویی و همکاران 
بار متمرکز  ]26[ کمانش خمشی ستون‌‌های غیرمنشوری را که در معرض 
بر  حاکم  دیفرانسیل  معادله  و  کردند  بررسی  گسترده هستند،  بار  و  انتهایی 
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صورت  به  را  گوناگون  انتهایی  شرایط  با  ستون  کمانش  حین  شکل  تغییر 
معادله انتگرال در آورده، کم‌‌ترین مقدار ویژه متناظر با معادله انتگرال را به 
دست آوردند. پایداری و ارتعاش آزاد ستون‌‌های با مقطع متغیر که در انتها 
و  طاها  توسط  دیفرانسیلی  تربیع  روش  با  هستند  الاستیک  فنرهای  دارای 
دیفرانسیل  معادله  آوردن  به دست  از  پس  ایشان  گردید.  انجام   ]27[ اسِان 
حاکم بر ارتعاش و کمانش ستون، از روش تربیع دیفرانسیلی در حل تقریبی 
معادله دیفرانسیل استفاده کردند. شوشتری و خواجوی ]28[ روشی را برای 
یافتن توابع شکل و ماتریس سختی تیرهای غیرمنشوری معرفی کردند. در 
توابع  و  گردید  جدا  کرنش‌‌ها  تابع  از  جسم صلب  حرکت‌‌های  پژوهش  این 
آمد.  دست  به  تیر  المان  گرهی  شکل‌‌های  تغییر  برحسب  کرنش  درونیابی 
روکو و همکاران ]29[ روش مدل میله هنکی را برای تحلیل کمانش خمشی 
ستون‌‌های غیرمنشوری به کار بستند. در این مدل، ستون مورد نظر به چندین 
تکه ستون صلب تقسیم می‌‌شود که هر دو ستون صلب مجاور با یک فنر 
دورانی به هم متصل شده‌اند. سختی دورانی هر فنر بر مبنای ممان اینرسی 
مقطع ستون در آن محل محاسبه می‌‌شود. بار بحرانی مود اول کمانش ستون 
دترمینان  آن  در  که  است  برابر  معادله‌‌ای  ریشه  با کوچک‌‌ترین  تقریبا  اولیه 
تعداد  به  بستگی  جواب  دقت  است.  برابر  صفر  مقدار  با  ضرایب  ماتریس 
تکه‌های صلب دارد. نیکولیک و سالینیک ]30[ به تعیین بار بحرانی کمانش 
خمشی ستون‌‌های غیرمنشوری با روشی مشابه مدل میله هنکی، موسوم به 
روش میله‌‌های صلب چندگانه 1 پرداختند. در این روش بین هر دو تکه ستون 
صلب مجاور دو فنر )دورانی و انتقالی( در نظر گرفته شده است. سختی هر 
فنر دورانی و انتقالی به ترتیب، متناظر با سختی خمشی و سختی برشی تکه 

ستون در محل مورد نظر است. 
آنچه تاکنون اشاره شد، تحقيقات انجام شده روی ستون‌‌های ماهيچه‌‌ای 
منفرد بود. تعدادی از تحقيقات انجام شده روی رفتار و پايداری ستون‌‌های 
غیرمنشوریِ تشکيل دهنده‌‌ی قاب‌ها، در ادامه آمده‌‌ است: راه‌‌حل تقريبي لي و 
همكاران ]31[ كه با استفاده از روش ريلی-ريتز و با الهام از روش سري‌های 
تواني و حساب تغييرات انجام شده که نتيجه‌‌ی آن يک سری نمودار با علائم 
اين روش  در  است.  بوده‌‌  لورنس  و  ژوليان  نمودارهای  پارامترهای مشابه  و 
قاب مورد نظر با اعضاي مقطع متغير به كي قاب ساده‌‌ي چهارگوش -كه 
داراي دو ستون )در طرفين( و دو تير )در بالا و پايين( است- تبديل مي‌‌شود. 
راه‌‌حل تقريبي پيشنهادی فريدون ايراني ]32[ با يک سری فرضيات و حل 
معادله‌‌ی ديفرانسيل تقريبي کمانش قاب با اعمال شرايط تعادل و پيوستگی 

1  Multiple rigid rods  

بار  در گره‌‌های آن انجام شد. کاراباليس و همکاران ]33[ برای محاسبه‌‌ی 
بحرانی قاب‌های صفحه‌‌ای دارای مقطع متغير روشی ارائه کردند. اين روش 
با به دست آمدن ماتريس سختی کل سازه بر اساس جواب معادله ديفرانسيل 
و  صفاری  آمد.  دست  به  قاب  ستون‌های  بحرانی  بار  ستون،  شکل  تغيير 
همکاران ]34[ با در نظر گرفتن سهمی درجه‌‌ی دو برای تغييرات تابع ممان 
را  مسئله  متقارن،  دهانه‌‌ی  يِک  قاب شيب‌‌دار  در يک  تير  و  اينرسی ستون 
بررسی کرده و حاصل تلاش آن‌ها نمودارهای بدون بعد ضریب طول موثر 
بوده است. در مدل هندسی آن‌‌ها، تيرها و ستون‌‌ها از اعضای I– شکل با 
مقطع متغير ساخته شده‌اند. مومنی و تاجی زادگان ]35[، ریاحی و همکاران 
]36[ در مقالات جداگانه و مشابه، با کمک روابط شیب افت در حضور نیروی 
لی  مقاله  در  که  روابطی  از  استفاده  و  متغیر  مقطع  با  عضو  برای  محوری 
نمودارهای ضریب طول موثر سوله‌های تک  آمده است،  و همکاران ]31[ 
دهانه را برای حالات کمانش با حرکت جانبی آزاد و مقید ترسیم کردند. در 
هر دو مقاله اخیر از سهم ممان اینرسی جان در ممان اینرسی مقطع صرف 
نظر شده است. رضایی پژند و همکاران ]37[ در مقاله‌‌ای پایداری قاب‌‌های 
پرتال )با ستون‌‌های مقطع متغیر و با اتصالات نیمه‌‌گیردار به تیر( را بررسی 
کردند و حالات حرکت جانبی آزاد و مقید را برای قاب در نظر گرفتند. مقطع 
ستون‌‌های I- شکل را در بال‌‌ها فرض و از وجود جان در محاسبات و تابع 
ممان اینرسی صرف نظر کردند. تابع ممان اینرسی مقطع ستون را با یک 
)x( تقریب زده و در معادله  از متغیر طول   n تک ‌‌جمله‌‌ای جبری درجه‌‌ی 

دیفرانسیل تغییر شکل استفاده شد. 
همچنان که مشاهده می‌‌شود در تمامی مطالعات مطرح شده چه برای 
ستون‌‌های منفرد و چه ستون‌‌های تشکیل ‌‌دهنده قاب‌‌ها، تعیین بار بحرانی 
ستون‌‌های با مقطع متغیر با روش‌‌های عددی و تقریبی انجام شده ‌‌است و 
این مسئله به ‌‌خاطر در دسترس نبودن حل تحلیلی معادلات دیفرانسیل تغییر 
شکل در ستون‌‌های مزبور بوده است. اکنون با کمک نرم‌‌افزارهای ریاضی 
می‌‌توان معادلات مزبور را به‌‌ صورت تحلیلی حل کرد و از نتیجه‌‌ی آن در 

معادلات تعیین بار بحرانی )یا ضریب طول موثر( استفاده کرد.
    در مقاله حاضر حالت کمانش سوله‌‌ها با ستون‌های مقید در برابر حرکت 
جانبی با روشی تحلیلی و بهره جستن از حل تحلیلی معادله دیفرانسیل حاکم 
بر مسئله کمانش و حصول معادله مشخصه آن بررسی شده است. از حالات 
آن  قاب  این ستون‌‌ها، -ستون‌‌های سوله‌‌ای که داخل  برای  اجرایی ممکن 
انبارها( و سوله‌‌هایی که  انتهایی  دیوارچینی صورت گرفته ‌‌است )سوله‌‌های 
برای جلوگیری از حرکت جانبی درون ‌‌صفحه‌‌ی قاب )مثلا جابجایی ناشی 
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از اثر ضربه جرثقیل( در داخل یا از بیرون مهاربندی شده ‌‌است-  نام برد. در 
حالت اخیر، عدم حضور مهاربندی مزبور منجر به مود کمانشی آزاد در برابر 
حرکت جانبی و ظرفیت بسیار پایین‌‌تری برای ستون‌‌ها خواهد بود. در این 
ابتدا ضریب طول موثر  مقاله برای محاسبه‌‌ی بار کمانش خمشی ارتجاعی 
تعیین می‌‌شود. ضریب طول موثر بر اساس مشخصات هندسی سوله )نسبت 
طول تیر مورب به ارتفاع ستون، ضریب تغییرات عمق مقطع ستون و نسبت 
طول غیرمنشوری به طول کلی تیر مورب( و با استفاده از نمودارهای ترسیم 
شده تعیین می‌‌شود. سپس با کمک رابطه اویلر بار کمانش خمشی ارتجاعی 

بر حسب ضریب طول موثر تعیین می‌‌گردد.

مدل بارگذاری، وضعیت کمانش و تحلیل مسئله-2 
شکل سوله، وضعیت بارگذاری و شکل کمانش یافته آن در شکل 1 آمده 
 )II( و )I( است. سوله با تکیه‌‌گاه‌‌های مفصلی و گیردار به ترتیب با سازه‌های

نام‌گذاری شده است.
معادلات دیفرانسیل حاکم بر تغییر شکل جانبی ستون در حین کمانش 

)شکل 2( مطابق با معادلات )1( و )‘1( است.
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Fig. 2. Free diagram of a part of the buckled column from the structures (I) and (II) Figure 2. Free diagram of a 
part of the buckled column from the structures (I) and (II)
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لنگر  تابع  به ‌‌ترتیب، معرف   Ic و   Mo  ،V  ،E  ،v  ،Mc روابط  اين  در 
نیروی  ستون،  مصالح  الاستیسیته  ضریب  جانبی،  جابجایی  تابع  خمشی، 
برشی، لنگر پاي ستون و تابع ممان اینرسی مقطع ستون هستند. برای کار 
خارجي انجام شده در لحظه‌‌ی کمانش و برابری آن با مجموع انرژی خمشی 
∆h افت ناگهانی محل‌‌های اثر بار  در مجموعه‌‌ی ستون‌‌ها و تيرها داريم )

P در اثر کمانش است(: 
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 با جايگذاری هر یک از مقادیر معادل با Mc، به ‌‌جای یک توان از آن 

در رابطه‌‌ی انرژی، معادلات زیر حاصل می‌‌شود:
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 . نیروها در نقاط مرزی تیر و ستون.3شکل 

Figure 3. Forces at the boundary points between the beam and column 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 3. نيروها در نقاط مرزی تير و ستون.

Fig. 3. Forces at the boundary points between the beam and column

 
 . دیاگرام آزاد قسمتی از تیر، جدا شده از مجاورت اتصال آن به ستون4شکل 

Figure 4. Free diagram of a part of a beam, separated from the vicinity of its connection to the column 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 4. دياگرام آزاد قسمتی از تير، جدا شده از مجاورت اتصال آن به ستون

Fig. 4. Free diagram of a part of a beam, separated from the vicinity of its connection to the column
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 )1‘ و   1 )معادلات  ستون  تغيير شکل  ديفرانسيل  معادله‌‌ی  به  توجه  با 
در سوله‌‌های )I( و )II(، پس از اعمال شرایط مرزی صفر، تابع جواب )تابع 
 x=l در  آن  مشتق  که  می‌‌شود  حاصل  به ‌‌گونه‌‌ای  ستون(  جانبی  جابجایی 
0M بر V قابل ‌‌قسمت است. یعنی چرخش سر سِتون  یعنیv’l  و همچنین
 ) 'lvθ = −  عبارتي برحسب نيروی محوری است )
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θ V یعنی  بخش بر

و می‌‌توان نامگذاری‌‌های معادلات )17( و )‘17( را در نظر گرفت:
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 ( است.IIیا  Iمشخصه(، همان بار بحرانی مود اول کمانش سازه متناظر )
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های مفصلی و گیردار  گاههای با تکیه( برای دو حالت سوله 5های سوله مقید در برابر حرکت جانبی )شکل  ضریب طول موثر ستون      

ساخته شده است. سایر اطلاعات در    MPa  510×2به طور جداگانه خواسته شده است. مصالح سوله از فولاد و با ضریب الاستیسیته  
 آمده است. 1جدول 

 
 روش پیشنهادی -1-1-3

=−=−=در این سييوله         1
300
6001

o

TOP

d
d1  و=1  نسييبت طول ناحیه غیرمنشييوری تیر به کل طول آن مسيياوی با واحد(

توان ضيریب طول موثر را تعیین مفصيلی و گیردار می هایگاهتکیههای با  به ترتیب برای سيوله 7و  6اسيت(، بنابراین با توجه به اشيکال 
 کرد: 

===
300
360

0d
dr crown 1 /2         ===

6
7.6

l
sn   1/116 

 556/0 =K                                                                                              (:    Iمفصلی )سازه   هایگاهتکیهسوله با 
 412/=K0                                                                                          (:         IIگیردار )سازه   هایگاهتکیهسوله با 

                                          )19(

9 
 

 و  V  ( برحسيييب15'( و )15هيا را بيا کميک معيادلات )( مقيادیر معيادل آن16'( و )16در معيادلات ) F+V  و  F  بيه جيای پيارامترهيای   
+VloM   2ترتیب بر  تقسيیم کردن طرفین معادلات حاصيل شيده، بهگذاشيته، سيپس با  V و V)Vl+ oM(   و انتقال جملات به یک طرف

توان نوشت:تساوی می

0)(1210)(
1

0

22

5

4

05

4

00

2

5

4

=+



















+−=+









−

 Pfdx
I
x

I
Idx

II
Idx

IE
lPfdx

I

x
I
I

E
l s

b

s

b

s

b

s

b
          )18(

0)(121])([0)(
1

])([
1

0

22

5

4

05

4

0

2
1

0

2

5

4

2 =+



















+−

+
=+









−

+
 Pgdx

I
x

I
Idx

II
Idx

IE
lPgPgdx

I

x
I
I

E
lPg s

b

s

b

s

b

s

b

18)                                                                                                                                                           '( 

=با در نظر گرفتن 
s

b

dx
I

I
0

3
 :گردند، معادلات مشخصه به صورت زیر ساده می1

0)()(
5

2
4

3 =−+
I
II

E
lPf                                                                                                                                                           )19( 

( ) ( )  0)(
5

2
4

3
2

1 =−
+

+
I
II

E
lPgPg                                                                                                                                           )19'( 

1)(،Pf)(ی اخیردر دو رابطه  Pg 2)(  و Pg ی این دو معادله )معادله  ترین ریشهتوابعی برحسب بار بحرانی ستون است. کوچک
 ( است.IIیا  Iمشخصه(، همان بار بحرانی مود اول کمانش سازه متناظر )

 

 های عددی  مثال -3
 1مثال -1-3
های مفصلی و گیردار  گاههای با تکیه( برای دو حالت سوله 5های سوله مقید در برابر حرکت جانبی )شکل  ضریب طول موثر ستون      

ساخته شده است. سایر اطلاعات در    MPa  510×2به طور جداگانه خواسته شده است. مصالح سوله از فولاد و با ضریب الاستیسیته  
 آمده است. 1جدول 

 
 روش پیشنهادی -1-1-3

=−=−=در این سييوله         1
300
6001

o

TOP

d
d1  و=1  نسييبت طول ناحیه غیرمنشييوری تیر به کل طول آن مسيياوی با واحد(

توان ضيریب طول موثر را تعیین مفصيلی و گیردار می هایگاهتکیههای با  به ترتیب برای سيوله 7و  6اسيت(، بنابراین با توجه به اشيکال 
 کرد: 

===
300
360

0d
dr crown 1 /2         ===

6
7.6

l
sn   1/116 

 556/0 =K                                                                                              (:    Iمفصلی )سازه   هایگاهتکیهسوله با 
 412/=K0                                                                                          (:         IIگیردار )سازه   هایگاهتکیهسوله با 

                                  )19‘(  



نشریه مهندسی عمران امیرکبیر، دوره 54، شماره 8، سال 1401، صفحه 3179 تا 3196

3186

بار  برحسب  توابعي   2 ( )g P و   1( )g P ، ( )f P اخیر رابطه‌‌ي  دو  در 
بحراني ستون است. کوچک‌‌ترين ريشه‌‌ی اين دو معادله )معادله مشخصه(، 

همان بار بحرانی مود اول کمانش سازه متناظر )I یا II( است.

مثال‌های عددی -3 
مثال 3-1 -1 

ضریب طول موثر ستون‌های سوله مقید در برابر حرکت جانبی )شکل 
5( برای دو حالت سوله‌های با تکیه‌‌گاه‌‌های مفصلی و گیردار به طور جداگانه 
 MPa الاستیسیته  با ضریب  و  فولاد  از  سوله  مصالح  است.  شده  خواسته 

105×2 ساخته شده است. سایر اطلاعات در جدول 1 آمده است.
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گیردار  و  مفصلی  تکیه‌گاه‌های  با  سوله‌های  برای  ترتیب  به   7 و   6 اشکال 

می‌توان ضریب طول موثر را تعیین کرد: 
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 و شماره مقاطع عرضی اعضای آن  1. طول اعضا و شکل بارگذاری سوله مثال 5شکل 

Figure 5. Length of the members, loading and numbered cross sections in example.1  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 5. طول اعضا و شکل بارگذاری سوله مثال 1 و شماره مقاطع عرضی اعضای آن

Fig. 5. Length of the members, loading and numbered cross sections in example.1

جدول 1. مشخصات هندسی مقاطع عرضی انتهایی ستون و تیر مثال 1

Table 1. Geometric characteristics of end cross sections of the column and the beam in Example. 1  
 1مشخصات هندسی مقاطع عرضی انتهایی ستون و تیر مثال . 1جدول 

Table 1. Geometric characteristics of end cross sections of the column and the beam in Example. 1 
   

شماره مقطع 
 d (mm) )4Ix (mm ستون

1 300 3600x104 
5 600 18000 x104 

 d (mm) )4Ix (mm شماره مقطع تیر
5 600 18000 x104 
9 360 5552 x104 
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Figure 6. Effective length coefficient of one-bay gabled frames with hinged bases for non-sway buckling ( 
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Fig. 7. Effective length coefficient of one-bay gabled frames with rigid bases for non-sway buckling (
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 [ 31و  38] حل مسئله با روش مراجع -2-1-3

ها مثل ستون شود. در آن قاب،  ی سوله )با توجه به تقارن آن( با یک قاب مستطیلی صلب با چهار عضو، معادل میدر این روش نیمه   
ترتیب برابر با سختی  که سختی خمشی تیر بالایی و پایینی به  طوری  به  های سوله است ولی تیرهای بالا و پایین منشوری هستندستون

خمشی تیر مورب در مجاورت اتصال به ستون و سختی خمشی اتصال پای ستون به پی است. در حالت مفصلی و گیردار بودن پای  
شود. حال باید سختی خمشی تیر بالایی در قاب  مشی تیر پایینی در قاب مستطیلی برابر با صفر و بی نهایت فرض میها، سختی خستون

کند. پس تیر مورب به صورت  برابر حرکت جانبی، هنگام کمانش، راس سوله دوران نمی  فرضی تعیین شود. در سوله متقارن و مقید در
به ستون متصل است. در این حالت در یک تیر   بزرگ( آن  )انتهای  انتهای دیگر  )انتهای کوچک( است که  انتهای گیردار  با  تیر  یک 

منشوری سختی خمشی برابر با  
l
EI4    0خواهد بود. در اشکال بعدی منظور از/ PexP    محوری در تیر مورب )در بارگذاری  نسبت نیروی

معرف کششی یا فشاری بودن نیروی    Cو    Tتر است. ضمنا حروف  خارجی اعمالی( به بار اویلر تیر منشوری دو سر مفصل با مقطع کوچک
می تیر  ضریب  محوری  مقدار    باشد.  با  تیر  برای  مثال  این  در  و  است  تیر  در  مقطع  عمق  تغییر  نسبت  است  66/0معرف  )   برابر 
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 حل مسئله با روش مراجع ]38 و 31[ -2 -1 -3
در این روش نیمه‌‌ی سوله )با توجه به تقارن آن( با یک قاب مستطیلی 
قاب، ستون‌‌ها مثل ستون‌‌های  آن  در  معادل می‌‌شود.  با چهار عضو،  صلب 
سوله است ولی تیرهای بالا و پایین منشوری هستند به ‌‌طوری که سختی 
خمشی تیر بالایی و پایینی به ‌‌ترتیب برابر با سختی خمشی تیر مورب در 
مجاورت اتصال به ستون و سختی خمشی اتصال پای ستون به پی است. در 
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مستطیلی برابر با صفر و بی نهایت فرض می‌‌شود. حال باید سختی خمشی 
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(. ضمنا بار ثقلی به سر ستون‌‌ها اعمال شده و نیروی  5
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.)Pb=0( محوری در تیر صفر است

 بار بحرانی ستون دو سر مفصل با مقطع ساخته شده از انتهای کوچک‌‌تر 
تیر:
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ها مثل ستون شود. در آن قاب،  ی سوله )با توجه به تقارن آن( با یک قاب مستطیلی صلب با چهار عضو، معادل میدر این روش نیمه   
ترتیب برابر با سختی  که سختی خمشی تیر بالایی و پایینی به  طوری  به  های سوله است ولی تیرهای بالا و پایین منشوری هستندستون

خمشی تیر مورب در مجاورت اتصال به ستون و سختی خمشی اتصال پای ستون به پی است. در حالت مفصلی و گیردار بودن پای  
شود. حال باید سختی خمشی تیر بالایی در قاب  مشی تیر پایینی در قاب مستطیلی برابر با صفر و بی نهایت فرض میها، سختی خستون

کند. پس تیر مورب به صورت  برابر حرکت جانبی، هنگام کمانش، راس سوله دوران نمی  فرضی تعیین شود. در سوله متقارن و مقید در
به ستون متصل است. در این حالت در یک تیر   بزرگ( آن  )انتهای  انتهای دیگر  )انتهای کوچک( است که  انتهای گیردار  با  تیر  یک 

منشوری سختی خمشی برابر با  
l
EI4    0خواهد بود. در اشکال بعدی منظور از/ PexP    محوری در تیر مورب )در بارگذاری  نسبت نیروی

معرف کششی یا فشاری بودن نیروی    Cو    Tتر است. ضمنا حروف  خارجی اعمالی( به بار اویلر تیر منشوری دو سر مفصل با مقطع کوچک
می تیر  ضریب  محوری  مقدار    باشد.  با  تیر  برای  مثال  این  در  و  است  تیر  در  مقطع  عمق  تغییر  نسبت  است  66/0معرف  )   برابر 
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dها اعمال شده و نیروی محوری در تیر صفر است(. ضمنا بار ثقلی به سر ستون (0=bP.)  

 تیر: تر بار بحرانی ستون دو سر مفصل با مقطع ساخته شده از انتهای کوچک
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مساوی با صفر است. پس سختی خمشی تیر مورب در مجاورت اتصال به ستون با توجه   ex9Pنسبت نیروی فشاری تیر به بار بحرانی      
 تیر و طول آن است(: تر ممان اینرسی انتهای کوچک s و 9Iشود )محاسبه می 8به عدم دوران راس سوله و شکل 

نسبت نیروی فشاری تیر به بار بحرانی Pex9 مساوی با صفر است. پس 
سختی خمشی تیر مورب در مجاورت اتصال به ستون با توجه به عدم دوران 
راس سوله و شکل 8 محاسبه می‌‌شود )I9 و s ممان اینرسی انتهای کوچک‌‌تر 

تیر و طول آن است(:

13 
 

s
EIKAA

942.2 =  

 شود:اکنون ممان اینرسی تیر بالایی در قاب معادل مستطیلی محاسبه می
 

4
9

9 421412455522.22.2442.2 mmeeII
b
EI

b
EIK T

T

T

T
AA ====





=  

       

 مقادیر. 8شکل         
l

EIK o
AA

  ( [31و  38] مراجع)   =1های سوله مقید با ضریب طول موثر ستون. 9شکل        ( [31و  38] )مراجع  /4

Figure 8. The values of 
l
EIK o

AA
4/  (Refs. [31] & [38]) 

Figure 9. Effective length coefficient of gabled frames with 1=  for non-sway buckling (Refs. [31] & [38]) 
 

 بنابراین:
33.0

4214126000
4360067000 =




==
e

e
Il
IbG
T

T
T

 

 
برای ستون به صورت      است. ضریبنهایت و صفر  های مفصلی و گیردار برابر با بیگاهبه ترتیب، برای تکیه  BG  ضمنا مقادیر ضریب      

11
1

5 =−=
d
d  قادیر متنوعهای مشود، اکنون با توجه به منحنیمحاسبه می  BG    ضریب طول موثر و بار بحرانی ستون    9از شکل

 شود:محاسبه می
 های مفصلی: گاهسوله با تکیه 

 ( ) ( )
kNNee

lK
EIPK cr 48351104835

600060.0
436005260.0 2

2

2
0

2

=



===



  

های گیردار: گاهسوله با تکیه

اکنون ممان اینرسی تیر بالایی در قاب معادل مستطیلی محاسبه می‌‌شود:

13 
 

s
EIKAA

942.2 =  

 شود:اکنون ممان اینرسی تیر بالایی در قاب معادل مستطیلی محاسبه می
 

4
9

9 421412455522.22.2442.2 mmeeII
b
EI

b
EIK T

T

T

T
AA ====





=  

       

 مقادیر. 8شکل         
l

EIK o
AA

  ( [31و  38] مراجع)   =1های سوله مقید با ضریب طول موثر ستون. 9شکل        ( [31و  38] )مراجع  /4

Figure 8. The values of 
l
EIK o

AA
4/  (Refs. [31] & [38]) 

Figure 9. Effective length coefficient of gabled frames with 1=  for non-sway buckling (Refs. [31] & [38]) 
 

 بنابراین:
33.0

4214126000
4360067000 =




==
e

e
Il
IbG
T

T
T

 

 
برای ستون به صورت      است. ضریبنهایت و صفر  های مفصلی و گیردار برابر با بیگاهبه ترتیب، برای تکیه  BG  ضمنا مقادیر ضریب      

11
1

5 =−=
d
d  قادیر متنوعهای مشود، اکنون با توجه به منحنیمحاسبه می  BG    ضریب طول موثر و بار بحرانی ستون    9از شکل

 شود:محاسبه می
 های مفصلی: گاهسوله با تکیه 

 ( ) ( )
kNNee

lK
EIPK cr 48351104835

600060.0
436005260.0 2

2

2
0

2

=



===



  

های گیردار: گاهسوله با تکیه

13 
 

s
EIKAA

942.2 =  

 شود:اکنون ممان اینرسی تیر بالایی در قاب معادل مستطیلی محاسبه می
 

4
9

9 421412455522.22.2442.2 mmeeII
b
EI

b
EIK T

T

T

T
AA ====





=  

       

 مقادیر. 8شکل         
l

EIK o
AA

  ( [31و  38] مراجع)   =1های سوله مقید با ضریب طول موثر ستون. 9شکل        ( [31و  38] )مراجع  /4

Figure 8. The values of 
l
EIK o

AA
4/  (Refs. [31] & [38]) 

Figure 9. Effective length coefficient of gabled frames with 1=  for non-sway buckling (Refs. [31] & [38]) 
 

 بنابراین:
33.0

4214126000
4360067000 =




==
e

e
Il
IbG
T

T
T

 

 
برای ستون به صورت      است. ضریبنهایت و صفر  های مفصلی و گیردار برابر با بیگاهبه ترتیب، برای تکیه  BG  ضمنا مقادیر ضریب      

11
1

5 =−=
d
d  قادیر متنوعهای مشود، اکنون با توجه به منحنیمحاسبه می  BG    ضریب طول موثر و بار بحرانی ستون    9از شکل

 شود:محاسبه می
 های مفصلی: گاهسوله با تکیه 

 ( ) ( )
kNNee

lK
EIPK cr 48351104835

600060.0
436005260.0 2

2

2
0

2

=



===



  

های گیردار: گاهسوله با تکیه

بنابراین:

13 
 

s
EIKAA

942.2 =  

 شود:اکنون ممان اینرسی تیر بالایی در قاب معادل مستطیلی محاسبه می
 

4
9

9 421412455522.22.2442.2 mmeeII
b
EI

b
EIK T

T

T

T
AA ====





=  

       

 مقادیر. 8شکل         
l

EIK o
AA

  ( [31و  38] مراجع)   =1های سوله مقید با ضریب طول موثر ستون. 9شکل        ( [31و  38] )مراجع  /4

Figure 8. The values of 
l
EIK o

AA
4/  (Refs. [31] & [38]) 

Figure 9. Effective length coefficient of gabled frames with 1=  for non-sway buckling (Refs. [31] & [38]) 
 

 بنابراین:
33.0

4214126000
4360067000 =




==
e

e
Il
IbG
T

T
T

 

 
برای ستون به صورت      است. ضریبنهایت و صفر  های مفصلی و گیردار برابر با بیگاهبه ترتیب، برای تکیه  BG  ضمنا مقادیر ضریب      

11
1

5 =−=
d
d  قادیر متنوعهای مشود، اکنون با توجه به منحنیمحاسبه می  BG    ضریب طول موثر و بار بحرانی ستون    9از شکل

 شود:محاسبه می
 های مفصلی: گاهسوله با تکیه 

 ( ) ( )
kNNee

lK
EIPK cr 48351104835

600060.0
436005260.0 2

2

2
0

2

=



===



  

های گیردار: گاهسوله با تکیه

و  مفصلی  تکیه‌‌گاه‌‌های  برای  ترتیب،  به   GB ضریب  مقادیر  ضمنا 
صورت  به  ستون  برای   γ ضریب  است.  صفر  و  بی‌‌نهایت  با  برابر  گیردار 
5 محاسبه می‌‌شود، اکنون با توجه به منحنی‌‌های مقادیر متنوع 

1

1 1d
d

γ = − =

GB از شکل 9 ضریب طول موثر و بار بحرانی ستون محاسبه می‌‌شود:

سوله با تکیه‌گاه‌‌های مفصلی:
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سوله با تکیه‌‌گاه‌های گیردار:
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 2مثال   - 2-3
های گاهدر نظر گرفته، تکیه 5شماره  شود. تیر را منشوری و مقطع آن را مشابه با مقطعتغییراتی، دوباره حل میانجام مثال قبلی با      

 .مانندها مفصلی هستند. سایر مشخصات هندسی بدون تغییر میپای ستون

 روش پیشنهادی -1-2-3
ست ا  )مثل این  =1توان در نظر گرفت  ضمنا چون تمام طول تیر منشوری است، می ،  od/crownd=r 2=600/300=در این مثال       

همچنان قابل استفاده   6خواهد بود و شکل  =1که تمام طول تیر را غیرمنشوری و با شیب ناچیز در تغییرات عمق فرض کرد(. ضمنا  
  توان ضریب طول موثر را به دست آورد:می  =r 1.8  در این نمودار رسم نشده، با برونیابی از منحنی   r=2 است. منحنی با

54.0=K
 

 [ 31و  38] حل مسئله با روش مراجع-2-2-3
 :TGمحاسبه 
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 :9و با کمک شکل   =BG با دانستن آنکه 
59.0=K

 
 [ 37ع ]حل مسئله با روش مرج-3-2-3

مدل شده است. ممان اینرسی   cK  های طرفین با فنرهای پیچشی به سختیستون در این مطالعه، سختی خمشی اتصالات بین تیر و        
حول محور خمش است. شایان ذکر  bI  نشان داده شده است. تیر، افقی و منشوری با ممان اینرسی   cI  مقطع پای ستون حول محور خمش با

آید، با فرض ثابت ماندن سختی خمشی نیروی محوری پدید نمیکه در سوله بارگذاری شده مثال فعلی، در تیرها    خاطر آن   است که به
شدگی   (. سختی متناظر با مهار 10توان از سازه معرفی شده این روش استفاده کرد )شکل  ها اهمیتی ندارد و میدار بودن آنتیرها، شیب 

. ممان اینرسی مقطع ورد نیاز محاسبه شوند مدل شده است. حال برای حل این مثال باید پارامترهای م   bK  جانبی قاب با فنری به سختی 
 :( cI) محور خمش پای ستون حول 

443600 mmeIc =  

 است و نتیجتا: =bKبرای حالت مقید در برابر حرکت جانبی 

== 2
3

r
EI

hKK
c

b
b

 

==  ابتدای تیر، گیردار است، بنابراین از سوی دیگر اتصال بین سر ستون و  

b

bc
C EI

lKK   خواهد بود. عمق مقطع سرِ ستون دو برابر عمق

 شوند:به سادگی محاسبه می  10در شکل   h و r  در پای ستون است، پس مقادیر 
mmlh c 000122 ==             5.0/ == har   
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 2مثال   - 2-3
های گاهدر نظر گرفته، تکیه 5شماره  شود. تیر را منشوری و مقطع آن را مشابه با مقطعتغییراتی، دوباره حل میانجام مثال قبلی با      

 .مانندها مفصلی هستند. سایر مشخصات هندسی بدون تغییر میپای ستون

 روش پیشنهادی -1-2-3
ست ا  )مثل این  =1توان در نظر گرفت  ضمنا چون تمام طول تیر منشوری است، می ،  od/crownd=r 2=600/300=در این مثال       

همچنان قابل استفاده   6خواهد بود و شکل  =1که تمام طول تیر را غیرمنشوری و با شیب ناچیز در تغییرات عمق فرض کرد(. ضمنا  
  توان ضریب طول موثر را به دست آورد:می  =r 1.8  در این نمودار رسم نشده، با برونیابی از منحنی   r=2 است. منحنی با

54.0=K
 

 [ 31و  38] حل مسئله با روش مراجع-2-2-3
 :TGمحاسبه 
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 :9و با کمک شکل   =BG با دانستن آنکه 
59.0=K

 
 [ 37ع ]حل مسئله با روش مرج-3-2-3

مدل شده است. ممان اینرسی   cK  های طرفین با فنرهای پیچشی به سختیستون در این مطالعه، سختی خمشی اتصالات بین تیر و        
حول محور خمش است. شایان ذکر  bI  نشان داده شده است. تیر، افقی و منشوری با ممان اینرسی   cI  مقطع پای ستون حول محور خمش با

آید، با فرض ثابت ماندن سختی خمشی نیروی محوری پدید نمیکه در سوله بارگذاری شده مثال فعلی، در تیرها    خاطر آن   است که به
شدگی   (. سختی متناظر با مهار 10توان از سازه معرفی شده این روش استفاده کرد )شکل  ها اهمیتی ندارد و میدار بودن آنتیرها، شیب 

. ممان اینرسی مقطع ورد نیاز محاسبه شوند مدل شده است. حال برای حل این مثال باید پارامترهای م   bK  جانبی قاب با فنری به سختی 
 :( cI) محور خمش پای ستون حول 

443600 mmeIc =  

 است و نتیجتا: =bKبرای حالت مقید در برابر حرکت جانبی 

== 2
3

r
EI

hKK
c

b
b

 

==  ابتدای تیر، گیردار است، بنابراین از سوی دیگر اتصال بین سر ستون و  

b

bc
C EI

lKK   خواهد بود. عمق مقطع سرِ ستون دو برابر عمق

 شوند:به سادگی محاسبه می  10در شکل   h و r  در پای ستون است، پس مقادیر 
mmlh c 000122 ==             5.0/ == har   

 گردد:تعیین می v اکنون پارامتر 
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 مثال 2 -2 -3
مثال قبلی با انجام تغییراتی، دوباره حل می‌‌شود. تیر را منشوری و مقطع 
ستون‌‌ها  پای  تکیه‌گاه‌‌های  گرفته،  نظر  در   5 شماره  مقطع  با  مشابه  را  آن 

مفصلی هستند. سایر مشخصات هندسی بدون تغییر می‌‌مانند.



نشریه مهندسی عمران امیرکبیر، دوره 54، شماره 8، سال 1401، صفحه 3179 تا 3196

3189

روش پیشنهادی-3 -2 -1 
در این مثالr=dcrown/do=600/300=2 ، ضمنا چون تمام طول تیر 
1β )مثل این است که تمام طول  = منشوری است، می‌‌توان در نظر گرفت 
 1γ = تیر را غیرمنشوری و با شیب ناچیز در تغییرات عمق فرض کرد(. ضمنا 
خواهد بود و شکل 6 همچنان قابل استفاده است. منحنی با r=2 در این نمودار 
رسم نشده، با برونیابی از منحنی r =1.8 می‌‌توان ضریب طول موثر را به دست 

آورد: 
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 2مثال   - 2-3
های گاهدر نظر گرفته، تکیه 5شماره  شود. تیر را منشوری و مقطع آن را مشابه با مقطعتغییراتی، دوباره حل میانجام مثال قبلی با      

 .مانندها مفصلی هستند. سایر مشخصات هندسی بدون تغییر میپای ستون

 روش پیشنهادی -1-2-3
ست ا  )مثل این  =1توان در نظر گرفت  ضمنا چون تمام طول تیر منشوری است، می ،  od/crownd=r 2=600/300=در این مثال       

همچنان قابل استفاده   6خواهد بود و شکل  =1که تمام طول تیر را غیرمنشوری و با شیب ناچیز در تغییرات عمق فرض کرد(. ضمنا  
  توان ضریب طول موثر را به دست آورد:می  =r 1.8  در این نمودار رسم نشده، با برونیابی از منحنی   r=2 است. منحنی با

54.0=K
 

 [ 31و  38] حل مسئله با روش مراجع-2-2-3
 :TGمحاسبه 
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 :9و با کمک شکل   =BG با دانستن آنکه 
59.0=K

 
 [ 37ع ]حل مسئله با روش مرج-3-2-3

مدل شده است. ممان اینرسی   cK  های طرفین با فنرهای پیچشی به سختیستون در این مطالعه، سختی خمشی اتصالات بین تیر و        
حول محور خمش است. شایان ذکر  bI  نشان داده شده است. تیر، افقی و منشوری با ممان اینرسی   cI  مقطع پای ستون حول محور خمش با

آید، با فرض ثابت ماندن سختی خمشی نیروی محوری پدید نمیکه در سوله بارگذاری شده مثال فعلی، در تیرها    خاطر آن   است که به
شدگی   (. سختی متناظر با مهار 10توان از سازه معرفی شده این روش استفاده کرد )شکل  ها اهمیتی ندارد و میدار بودن آنتیرها، شیب 

. ممان اینرسی مقطع ورد نیاز محاسبه شوند مدل شده است. حال برای حل این مثال باید پارامترهای م   bK  جانبی قاب با فنری به سختی 
 :( cI) محور خمش پای ستون حول 

443600 mmeIc =  

 است و نتیجتا: =bKبرای حالت مقید در برابر حرکت جانبی 

== 2
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hKK
c
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b

 

==  ابتدای تیر، گیردار است، بنابراین از سوی دیگر اتصال بین سر ستون و  

b

bc
C EI

lKK   خواهد بود. عمق مقطع سرِ ستون دو برابر عمق

 شوند:به سادگی محاسبه می  10در شکل   h و r  در پای ستون است، پس مقادیر 
mmlh c 000122 ==             5.0/ == har   

 گردد:تعیین می v اکنون پارامتر 
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حل مسئله با روش مراجع ]38 و 31[-3 -2 -2 
:GT محاسبه
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 2مثال   - 2-3
های گاهدر نظر گرفته، تکیه 5شماره  شود. تیر را منشوری و مقطع آن را مشابه با مقطعتغییراتی، دوباره حل میانجام مثال قبلی با      

 .مانندها مفصلی هستند. سایر مشخصات هندسی بدون تغییر میپای ستون

 روش پیشنهادی -1-2-3
ست ا  )مثل این  =1توان در نظر گرفت  ضمنا چون تمام طول تیر منشوری است، می ،  od/crownd=r 2=600/300=در این مثال       

همچنان قابل استفاده   6خواهد بود و شکل  =1که تمام طول تیر را غیرمنشوری و با شیب ناچیز در تغییرات عمق فرض کرد(. ضمنا  
  توان ضریب طول موثر را به دست آورد:می  =r 1.8  در این نمودار رسم نشده، با برونیابی از منحنی   r=2 است. منحنی با

54.0=K
 

 [ 31و  38] حل مسئله با روش مراجع-2-2-3
 :TGمحاسبه 
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 :9و با کمک شکل   =BG با دانستن آنکه 
59.0=K

 
 [ 37ع ]حل مسئله با روش مرج-3-2-3

مدل شده است. ممان اینرسی   cK  های طرفین با فنرهای پیچشی به سختیستون در این مطالعه، سختی خمشی اتصالات بین تیر و        
حول محور خمش است. شایان ذکر  bI  نشان داده شده است. تیر، افقی و منشوری با ممان اینرسی   cI  مقطع پای ستون حول محور خمش با

آید، با فرض ثابت ماندن سختی خمشی نیروی محوری پدید نمیکه در سوله بارگذاری شده مثال فعلی، در تیرها    خاطر آن   است که به
شدگی   (. سختی متناظر با مهار 10توان از سازه معرفی شده این روش استفاده کرد )شکل  ها اهمیتی ندارد و میدار بودن آنتیرها، شیب 

. ممان اینرسی مقطع ورد نیاز محاسبه شوند مدل شده است. حال برای حل این مثال باید پارامترهای م   bK  جانبی قاب با فنری به سختی 
 :( cI) محور خمش پای ستون حول 

443600 mmeIc =  

 است و نتیجتا: =bKبرای حالت مقید در برابر حرکت جانبی 

== 2
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c

b
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==  ابتدای تیر، گیردار است، بنابراین از سوی دیگر اتصال بین سر ستون و  

b

bc
C EI

lKK   خواهد بود. عمق مقطع سرِ ستون دو برابر عمق

 شوند:به سادگی محاسبه می  10در شکل   h و r  در پای ستون است، پس مقادیر 
mmlh c 000122 ==             5.0/ == har   

 گردد:تعیین می v اکنون پارامتر 
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∞ و با کمک شکل 9: =GB با دانستن آنکه
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 2مثال   - 2-3
های گاهدر نظر گرفته، تکیه 5شماره  شود. تیر را منشوری و مقطع آن را مشابه با مقطعتغییراتی، دوباره حل میانجام مثال قبلی با      

 .مانندها مفصلی هستند. سایر مشخصات هندسی بدون تغییر میپای ستون

 روش پیشنهادی -1-2-3
ست ا  )مثل این  =1توان در نظر گرفت  ضمنا چون تمام طول تیر منشوری است، می ،  od/crownd=r 2=600/300=در این مثال       

همچنان قابل استفاده   6خواهد بود و شکل  =1که تمام طول تیر را غیرمنشوری و با شیب ناچیز در تغییرات عمق فرض کرد(. ضمنا  
  توان ضریب طول موثر را به دست آورد:می  =r 1.8  در این نمودار رسم نشده، با برونیابی از منحنی   r=2 است. منحنی با

54.0=K
 

 [ 31و  38] حل مسئله با روش مراجع-2-2-3
 :TGمحاسبه 
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 :9و با کمک شکل   =BG با دانستن آنکه 
59.0=K

 
 [ 37ع ]حل مسئله با روش مرج-3-2-3

مدل شده است. ممان اینرسی   cK  های طرفین با فنرهای پیچشی به سختیستون در این مطالعه، سختی خمشی اتصالات بین تیر و        
حول محور خمش است. شایان ذکر  bI  نشان داده شده است. تیر، افقی و منشوری با ممان اینرسی   cI  مقطع پای ستون حول محور خمش با

آید، با فرض ثابت ماندن سختی خمشی نیروی محوری پدید نمیکه در سوله بارگذاری شده مثال فعلی، در تیرها    خاطر آن   است که به
شدگی   (. سختی متناظر با مهار 10توان از سازه معرفی شده این روش استفاده کرد )شکل  ها اهمیتی ندارد و میدار بودن آنتیرها، شیب 

. ممان اینرسی مقطع ورد نیاز محاسبه شوند مدل شده است. حال برای حل این مثال باید پارامترهای م   bK  جانبی قاب با فنری به سختی 
 :( cI) محور خمش پای ستون حول 

443600 mmeIc =  

 است و نتیجتا: =bKبرای حالت مقید در برابر حرکت جانبی 

== 2
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hKK
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==  ابتدای تیر، گیردار است، بنابراین از سوی دیگر اتصال بین سر ستون و  

b

bc
C EI

lKK   خواهد بود. عمق مقطع سرِ ستون دو برابر عمق

 شوند:به سادگی محاسبه می  10در شکل   h و r  در پای ستون است، پس مقادیر 
mmlh c 000122 ==             5.0/ == har   

 گردد:تعیین می v اکنون پارامتر 
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حل مسئله با روش مرجع ]37[-3 -2 -3 
در این مطالعه، سختی خمشی اتصالات بین تیر و ستون‌‌های طرفین با 
پای  مقطع  اینرسی  ممان  است.  مدل شده   Kc به سختی  پیچشی  فنرهای 
ستون حول محور خمش با Ic نشان داده شده است. تیر، افقی و منشوری با 
ممان اینرسی Ib حول محور خمش است. شایان ذکر است که به ‌‌خاطر آن 
که در سوله بارگذاری شده مثال فعلی، در تیرها نیروی محوری پدید نمی‌‌آید، 
با فرض ثابت ماندن سختی خمشی تیرها، شیب‌‌دار بودن آن‌‌ها اهمیتی ندارد و 
می‌‌توان از سازه معرفی شده این روش استفاده کرد )شکل 10(. سختی متناظر 
با مهار شدگی جانبی قاب با فنری به سختی Kb مدل شده است. حال برای 
حل این مثال باید پارامترهای مورد نیاز محاسبه شوند. ممان اینرسی مقطع پای 

:)Ic( ستون حول محور خمش

14 
 

 ( ) ( )
kNNee

lK
EIPK cr 6750161056701

600043.0
436005243.0 2

2

2
0

2

=



===



  

 
 

 2مثال   - 2-3
های گاهدر نظر گرفته، تکیه 5شماره  شود. تیر را منشوری و مقطع آن را مشابه با مقطعتغییراتی، دوباره حل میانجام مثال قبلی با      

 .مانندها مفصلی هستند. سایر مشخصات هندسی بدون تغییر میپای ستون

 روش پیشنهادی -1-2-3
ست ا  )مثل این  =1توان در نظر گرفت  ضمنا چون تمام طول تیر منشوری است، می ،  od/crownd=r 2=600/300=در این مثال       

همچنان قابل استفاده   6خواهد بود و شکل  =1که تمام طول تیر را غیرمنشوری و با شیب ناچیز در تغییرات عمق فرض کرد(. ضمنا  
  توان ضریب طول موثر را به دست آورد:می  =r 1.8  در این نمودار رسم نشده، با برونیابی از منحنی   r=2 است. منحنی با

54.0=K
 

 [ 31و  38] حل مسئله با روش مراجع-2-2-3
 :TGمحاسبه 
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 :9و با کمک شکل   =BG با دانستن آنکه 
59.0=K

 
 [ 37ع ]حل مسئله با روش مرج-3-2-3

مدل شده است. ممان اینرسی   cK  های طرفین با فنرهای پیچشی به سختیستون در این مطالعه، سختی خمشی اتصالات بین تیر و        
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نظر شده است.  محاسبات صرف
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همچنان که مشاهده می شود، پاسخ‌های به دست آمده از سه روش به 
یکدیگر نزدیک است، البته مقادیر ضریب طول موثر محاسبه شده از دو روش 
انتهایی به یکدیگر نزدیک‌‌تر هستند و این احتمالا به خاطر آن است که در دو 

روش اخیر به طور تقریبی از وجود جان در محاسبات صرف نظر شده است.
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Figure 11. The chart of buckling length coefficient of web-tapered columns [37] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

شکل 11. نمودار ضریب طول کمانشی برای ستون‌های با جان متغیر ]37[

Fig. 11. The chart of buckling length coefficient of web-tapered columns [37]
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17 
 

66.0=K  

 [31و   38]   روش مراجعحل با -2-3-3

 شود:ضریب طول موثر تعیین می  =B=GTG و دانستن  9با کمک شکل  
69.0=K  

 [ 37ع ]حل مسئله با روش مرج -3-3-3
 :10در شکل   →bl با فرض

==
hI
lIv

b

bc
 

 : 11شکل  در   →v با توجه به
03.1=k   

 ممان اینرسی مقطع عرضی ستون در وسط طول آن برابر است با:
 

42323 425018315)15215(2/13001012/12/112/1 mmedAhtI mfmwm =+=+=  

 بار بحرانی کمانش ارتجاعی ستون:

( ) ( )
kNNee

kl
EIP
c

m
cr 2232161622221

400003.1
42501852

2

2

2

2

=



==


 
 ممان اینرسی مقطع ستون در پای آن: 

 
42323 41208215)15215(2/12001012/12/112/1 mmedAhtI ofowo =+=+=  

 
 اکنون ضریب طول موثر ستون قابل محاسبه است:

 

( ) ( ) =



== N
K

ee
lK

EIP o
cr 61622221

4000
4120852

2

2

2

2



 69.0=K  

 [ 39] روش مرجع-4-3-3
ان اینرسی مقاطع دو از انتهای کوچک ستون قرار دارد. مم  xشود، که به فاصله  در این مرجع از مفهوم ستون با مقطع معادل استفاده می 

 تهای ستون:ان
42323 47920481215)15215(

2
120010

12
1

2
1

12
1 mmdAhtI ofowsmall =+=+=

42323
arg 146046331415)15215(

2
140010

12
1

2
1

12
1 mmdAhtI TOPfTOPwel =+=+=

 
 فاصله مقطع ستون معادل از انتهای کوچک:

mm
I
Ilx

el

small 5.1804)
146046331
47920481(40005.0)(5.0 0732.00732.0

arg

===

17 
 

66.0=K  

 [31و   38]   روش مراجعحل با -2-3-3

 شود:ضریب طول موثر تعیین می  =B=GTG و دانستن  9با کمک شکل  
69.0=K  

 [ 37ع ]حل مسئله با روش مرج -3-3-3
 :10در شکل   →bl با فرض

==
hI
lIv

b

bc
 

 : 11شکل  در   →v با توجه به
03.1=k   

 ممان اینرسی مقطع عرضی ستون در وسط طول آن برابر است با:
 

42323 425018315)15215(2/13001012/12/112/1 mmedAhtI mfmwm =+=+=  

 بار بحرانی کمانش ارتجاعی ستون:

( ) ( )
kNNee

kl
EIP
c

m
cr 2232161622221

400003.1
42501852

2

2

2

2

=



==


 
 ممان اینرسی مقطع ستون در پای آن: 

 
42323 41208215)15215(2/12001012/12/112/1 mmedAhtI ofowo =+=+=  

 
 اکنون ضریب طول موثر ستون قابل محاسبه است:

 

( ) ( ) =



== N
K

ee
lK

EIP o
cr 61622221

4000
4120852

2

2

2

2



 69.0=K  

 [ 39] روش مرجع-4-3-3
ان اینرسی مقاطع دو از انتهای کوچک ستون قرار دارد. مم  xشود، که به فاصله  در این مرجع از مفهوم ستون با مقطع معادل استفاده می 

 تهای ستون:ان
42323 47920481215)15215(

2
120010

12
1

2
1

12
1 mmdAhtI ofowsmall =+=+=

42323
arg 146046331415)15215(

2
140010

12
1

2
1

12
1 mmdAhtI TOPfTOPwel =+=+=

 
 فاصله مقطع ستون معادل از انتهای کوچک:

mm
I
Ilx

el

small 5.1804)
146046331
47920481(40005.0)(5.0 0732.00732.0

arg

===



نشریه مهندسی عمران امیرکبیر، دوره 54، شماره 8، سال 1401، صفحه 3179 تا 3196

3192

 
 3. مشخصات هندسی ستون دو سر مفصل مثال 12شکل 

Figure 12. Geometric characteristics of the hinged-hinged column in Example. 3 

 
 
 
 
 
 

شکل 12. مشخصات هندسی ستون دو سر مفصل مثال 3

Fig. 12. Geometric characteristics of the hinged-hinged column in Example. 3
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تر است. نتایج روش سوم در رسیدن به جواب طولانی محاسبات  های مختلف به یکدیگر نزدیک است و های به دست آمده از روش جواب      
 گردآوری شده است. 2در جدول های گوناگون با روش سه مثال حل 

 
 .( K) مقادیر محاسبه شده برای ضریب طول موثر . 2جدول 

)KTable 2. Obtained values for effective length coefficients ( 
 [37]  مرجع [39]  مرجع [31و  38]  مراجع روش پیشنهادی 

 1مثال 
 مفصلی(  هایگاهتکیه )  556/0
 گیردار(  هایگاهتکیه )  412/0

 های مفصلی( گاه)تکیه 60/0
 * * های گیردار( گاه)تکیه 43/0

 60/0 * 59/0 54/0 2مثال 
 69/0 69/0 69/0 66/0 3مثال 

 .*: این مثال با روش این مرجع قابل حل نیست 

 گیرینتیجه-4
های مقید در برابر های سوله در این مقاله محاسبه بار بحرانی کمانش خمشی ارتجاعی بر اساس تعیین معادله مشخصه کمانش ستون       

کار بدین صورت انجام شد که با کمک معادله دیفرانسیل تغییر شکل حرکت جانبی و با روش انرژی و معادلات ریاضی ارائه شده است. روش  
شود. با استفاده از برابری کار خارجی با انرژی خمشی، نهایتا معادله مشخصه های ریاضی، معادله انرژی ارتجاعی خمشی بازنویسی میو روش

اول کمانش است. برای کاربردی کردن نتایج، نمودارهای ترین ریشه معادله مشخصه همان بار بحرانی مود  مسئله کمانش نوشته شد. کوچک 
در روش پیشنهادی تنها با داشتن دو پارامتر هندسی ساده   هایی حل شد. سنجی نتایج، مثال ضریب طول موثر ترسیم شد. نهایتا برای صحت 

های ای حل شده ضریب طول موثر با روش هتوان ضریب طول موثر را تعیین کرد. در مثال دار و سپس با کمک منحنی مربوط می از قاب شیب
های حل شده نتایج زیر با توجه به مثال   است.   دست آمده   تر به تر و با فرآیندی طولانی دیگران نسبت به روش پیشنهادی با مقادیر بیش 

 : شودحاصل می
تر و ها کوتاه پیشنهادی از سایر روش دهد، ضمنا حل مثال با روش  روش مطرح شده با دقت مطلوبی ضریب طول موثر را به دست می - 1

 شود.  تر انجام میساده 
 شود، به زاویه شیب تیرها وابسته نیست.ضریب طول موثر )و بار بحرانی( در حالتی که بار به صورت متمرکز در سر ستون وارد می  - 2
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 اکنون ضریب طول موثر محاسبه می شود:
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تر است. نتایج روش سوم در رسیدن به جواب طولانی محاسبات  های مختلف به یکدیگر نزدیک است و های به دست آمده از روش جواب      
 گردآوری شده است. 2در جدول های گوناگون با روش سه مثال حل 

 
 .( K) مقادیر محاسبه شده برای ضریب طول موثر . 2جدول 

)KTable 2. Obtained values for effective length coefficients ( 
 [37]  مرجع [39]  مرجع [31و  38]  مراجع روش پیشنهادی 

 1مثال 
 مفصلی(  هایگاهتکیه )  556/0
 گیردار(  هایگاهتکیه )  412/0

 های مفصلی( گاه)تکیه 60/0
 * * های گیردار( گاه)تکیه 43/0

 60/0 * 59/0 54/0 2مثال 
 69/0 69/0 69/0 66/0 3مثال 

 .*: این مثال با روش این مرجع قابل حل نیست 

 گیرینتیجه-4
های مقید در برابر های سوله در این مقاله محاسبه بار بحرانی کمانش خمشی ارتجاعی بر اساس تعیین معادله مشخصه کمانش ستون       

کار بدین صورت انجام شد که با کمک معادله دیفرانسیل تغییر شکل حرکت جانبی و با روش انرژی و معادلات ریاضی ارائه شده است. روش  
شود. با استفاده از برابری کار خارجی با انرژی خمشی، نهایتا معادله مشخصه های ریاضی، معادله انرژی ارتجاعی خمشی بازنویسی میو روش

اول کمانش است. برای کاربردی کردن نتایج، نمودارهای ترین ریشه معادله مشخصه همان بار بحرانی مود  مسئله کمانش نوشته شد. کوچک 
در روش پیشنهادی تنها با داشتن دو پارامتر هندسی ساده   هایی حل شد. سنجی نتایج، مثال ضریب طول موثر ترسیم شد. نهایتا برای صحت 

های ای حل شده ضریب طول موثر با روش هتوان ضریب طول موثر را تعیین کرد. در مثال دار و سپس با کمک منحنی مربوط می از قاب شیب
های حل شده نتایج زیر با توجه به مثال   است.   دست آمده   تر به تر و با فرآیندی طولانی دیگران نسبت به روش پیشنهادی با مقادیر بیش 

 : شودحاصل می
تر و ها کوتاه پیشنهادی از سایر روش دهد، ضمنا حل مثال با روش  روش مطرح شده با دقت مطلوبی ضریب طول موثر را به دست می - 1

 شود.  تر انجام میساده 
 شود، به زاویه شیب تیرها وابسته نیست.ضریب طول موثر )و بار بحرانی( در حالتی که بار به صورت متمرکز در سر ستون وارد می  - 2

بار بحرانی کمانش خمشی:
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تر است. نتایج روش سوم در رسیدن به جواب طولانی محاسبات  های مختلف به یکدیگر نزدیک است و های به دست آمده از روش جواب      
 گردآوری شده است. 2در جدول های گوناگون با روش سه مثال حل 

 
 .( K) مقادیر محاسبه شده برای ضریب طول موثر . 2جدول 

)KTable 2. Obtained values for effective length coefficients ( 
 [37]  مرجع [39]  مرجع [31و  38]  مراجع روش پیشنهادی 

 1مثال 
 مفصلی(  هایگاهتکیه )  556/0
 گیردار(  هایگاهتکیه )  412/0

 های مفصلی( گاه)تکیه 60/0
 * * های گیردار( گاه)تکیه 43/0

 60/0 * 59/0 54/0 2مثال 
 69/0 69/0 69/0 66/0 3مثال 

 .*: این مثال با روش این مرجع قابل حل نیست 

 گیرینتیجه-4
های مقید در برابر های سوله در این مقاله محاسبه بار بحرانی کمانش خمشی ارتجاعی بر اساس تعیین معادله مشخصه کمانش ستون       

کار بدین صورت انجام شد که با کمک معادله دیفرانسیل تغییر شکل حرکت جانبی و با روش انرژی و معادلات ریاضی ارائه شده است. روش  
شود. با استفاده از برابری کار خارجی با انرژی خمشی، نهایتا معادله مشخصه های ریاضی، معادله انرژی ارتجاعی خمشی بازنویسی میو روش

اول کمانش است. برای کاربردی کردن نتایج، نمودارهای ترین ریشه معادله مشخصه همان بار بحرانی مود  مسئله کمانش نوشته شد. کوچک 
در روش پیشنهادی تنها با داشتن دو پارامتر هندسی ساده   هایی حل شد. سنجی نتایج، مثال ضریب طول موثر ترسیم شد. نهایتا برای صحت 

های ای حل شده ضریب طول موثر با روش هتوان ضریب طول موثر را تعیین کرد. در مثال دار و سپس با کمک منحنی مربوط می از قاب شیب
های حل شده نتایج زیر با توجه به مثال   است.   دست آمده   تر به تر و با فرآیندی طولانی دیگران نسبت به روش پیشنهادی با مقادیر بیش 

 : شودحاصل می
تر و ها کوتاه پیشنهادی از سایر روش دهد، ضمنا حل مثال با روش  روش مطرح شده با دقت مطلوبی ضریب طول موثر را به دست می - 1

 شود.  تر انجام میساده 
 شود، به زاویه شیب تیرها وابسته نیست.ضریب طول موثر )و بار بحرانی( در حالتی که بار به صورت متمرکز در سر ستون وارد می  - 2



نشریه مهندسی عمران امیرکبیر، دوره 54، شماره 8، سال 1401، صفحه 3179 تا 3196

3193

اکنون ضریب طول موثر محاسبه می شود:
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تر است. نتایج روش سوم در رسیدن به جواب طولانی محاسبات  های مختلف به یکدیگر نزدیک است و های به دست آمده از روش جواب      
 گردآوری شده است. 2در جدول های گوناگون با روش سه مثال حل 

 
 .( K) مقادیر محاسبه شده برای ضریب طول موثر . 2جدول 

)KTable 2. Obtained values for effective length coefficients ( 
 [37]  مرجع [39]  مرجع [31و  38]  مراجع روش پیشنهادی 

 1مثال 
 مفصلی(  هایگاهتکیه )  556/0
 گیردار(  هایگاهتکیه )  412/0

 های مفصلی( گاه)تکیه 60/0
 * * های گیردار( گاه)تکیه 43/0

 60/0 * 59/0 54/0 2مثال 
 69/0 69/0 69/0 66/0 3مثال 

 .*: این مثال با روش این مرجع قابل حل نیست 

 گیرینتیجه-4
های مقید در برابر های سوله در این مقاله محاسبه بار بحرانی کمانش خمشی ارتجاعی بر اساس تعیین معادله مشخصه کمانش ستون       

کار بدین صورت انجام شد که با کمک معادله دیفرانسیل تغییر شکل حرکت جانبی و با روش انرژی و معادلات ریاضی ارائه شده است. روش  
شود. با استفاده از برابری کار خارجی با انرژی خمشی، نهایتا معادله مشخصه های ریاضی، معادله انرژی ارتجاعی خمشی بازنویسی میو روش

اول کمانش است. برای کاربردی کردن نتایج، نمودارهای ترین ریشه معادله مشخصه همان بار بحرانی مود  مسئله کمانش نوشته شد. کوچک 
در روش پیشنهادی تنها با داشتن دو پارامتر هندسی ساده   هایی حل شد. سنجی نتایج، مثال ضریب طول موثر ترسیم شد. نهایتا برای صحت 

های ای حل شده ضریب طول موثر با روش هتوان ضریب طول موثر را تعیین کرد. در مثال دار و سپس با کمک منحنی مربوط می از قاب شیب
های حل شده نتایج زیر با توجه به مثال   است.   دست آمده   تر به تر و با فرآیندی طولانی دیگران نسبت به روش پیشنهادی با مقادیر بیش 

 : شودحاصل می
تر و ها کوتاه پیشنهادی از سایر روش دهد، ضمنا حل مثال با روش  روش مطرح شده با دقت مطلوبی ضریب طول موثر را به دست می - 1

 شود.  تر انجام میساده 
 شود، به زاویه شیب تیرها وابسته نیست.ضریب طول موثر )و بار بحرانی( در حالتی که بار به صورت متمرکز در سر ستون وارد می  - 2

جواب‌های به دست آمده از روش‌های مختلف به یکدیگر نزدیک است و 
محاسبات روش سوم در رسیدن به جواب طولانی‌‌تر است. نتایج حل سه مثال 

با روش‌‌های گوناگون در جدول 2 گردآوری شده است.

-نتیجه‌گیری -4
در این مقاله محاسبه بار بحرانی کمانش خمشی ارتجاعی بر اساس تعیین 
معادله مشخصه کمانش ستون‌های سوله‌های مقید در برابر حرکت جانبی و با 
روش انرژی و معادلات ریاضی ارائه شده است. روش کار بدین صورت انجام 
تغییر شکل و روش‌‌های ریاضی، معادله  با کمک معادله دیفرانسیل  شد که 
انرژی ارتجاعی خمشی بازنویسی می‌‌شود. با استفاده از برابری کار خارجی با 
انرژی خمشی، نهایتا معادله مشخصه مسئله کمانش نوشته شد. کوچک‌‌ترین 
ریشه معادله مشخصه همان بار بحرانی مود اول کمانش است. برای کاربردی 
کردن نتایج، نمودارهای ضریب طول موثر ترسیم شد. نهایتا برای صحت‌سنجی 
نتایج، مثال‌‌هایی حل شد. در روش پیشنهادی تنها با داشتن دو پارامتر هندسی 
ساده از قاب شیب‌‌دار و سپس با کمک منحنی مربوط می‌‌توان ضریب طول 
روش‌‌های  با  موثر  مثال‌‌های حل شده ضریب طول  در  کرد.  تعیین  را  موثر 
دیگران نسبت به روش پیشنهادی با مقادیر بیش‌‌تر و با فرآیندی طولانی‌‌تر 
به‌‌ دست آمده ‌‌است. با توجه به مثال‌‌های حل شده نتایج زیر حاصل می‌‌شود: 

دست  به  را  موثر  طول  ضریب  مطلوبی  دقت  با  شده  مطرح  1-روش 
می‌دهد، ضمنا حل مثال با روش پیشنهادی از سایر روش‌‌ها کوتاه‌‌تر و ساده‌‌تر 

انجام می‌‌شود.  
2- ضريب طول موثر )و بار بحرانی( در حالتی که بار به صورت متمرکز در 

سر ستون وارد می‌شود، به زاويه شيب تیرها وابسته نيست.
روش  بین  موثر  طول  ضریب  برای  آمده  به ‌‌دست  مقادیر  اختلاف   -3

پیشنهادی و روش دیگران کم‌‌تر از 0/05 است )اختلاف نسبی کم‌‌تر از %8(.
4- حالتی که طول تیر مورب خیلی کوتاه و به سمت صفر میل می‌‌کند، 
است،  گیردار  آن  بالایی  تکیه‌‌گاه  که  تنها  به شکل یک ستون  ستون سوله 
نزدیک می‌‌شود. مقادیر ضریب طول موثر ستون‌‌های تنها که تکیه‌‌گاه بالایی 
آن گیردار است، -با کمک نمودارهای موجود و با در نظر گرفتن )n=0( روی 
محور افقی نمودارهایی که با روش پیشنهادی ترسیم می‌‌شود- قابل تعیین 

است.     
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تر است. نتایج روش سوم در رسیدن به جواب طولانی محاسبات  های مختلف به یکدیگر نزدیک است و های به دست آمده از روش جواب      
 گردآوری شده است. 2در جدول های گوناگون با روش سه مثال حل 

 
 .( K) مقادیر محاسبه شده برای ضریب طول موثر . 2جدول 

)KTable 2. Obtained values for effective length coefficients ( 
 [37]  مرجع [39]  مرجع [31و  38]  مراجع روش پیشنهادی 

 1مثال 
 مفصلی(  هایگاهتکیه )  556/0
 گیردار(  هایگاهتکیه )  412/0

 های مفصلی( گاه)تکیه 60/0
 * * های گیردار( گاه)تکیه 43/0

 60/0 * 59/0 54/0 2مثال 
 69/0 69/0 69/0 66/0 3مثال 

 .*: این مثال با روش این مرجع قابل حل نیست 

 گیرینتیجه-4
های مقید در برابر های سوله در این مقاله محاسبه بار بحرانی کمانش خمشی ارتجاعی بر اساس تعیین معادله مشخصه کمانش ستون       

کار بدین صورت انجام شد که با کمک معادله دیفرانسیل تغییر شکل حرکت جانبی و با روش انرژی و معادلات ریاضی ارائه شده است. روش  
شود. با استفاده از برابری کار خارجی با انرژی خمشی، نهایتا معادله مشخصه های ریاضی، معادله انرژی ارتجاعی خمشی بازنویسی میو روش

اول کمانش است. برای کاربردی کردن نتایج، نمودارهای ترین ریشه معادله مشخصه همان بار بحرانی مود  مسئله کمانش نوشته شد. کوچک 
در روش پیشنهادی تنها با داشتن دو پارامتر هندسی ساده   هایی حل شد. سنجی نتایج، مثال ضریب طول موثر ترسیم شد. نهایتا برای صحت 

های ای حل شده ضریب طول موثر با روش هتوان ضریب طول موثر را تعیین کرد. در مثال دار و سپس با کمک منحنی مربوط می از قاب شیب
های حل شده نتایج زیر با توجه به مثال   است.   دست آمده   تر به تر و با فرآیندی طولانی دیگران نسبت به روش پیشنهادی با مقادیر بیش 

 : شودحاصل می
تر و ها کوتاه پیشنهادی از سایر روش دهد، ضمنا حل مثال با روش  روش مطرح شده با دقت مطلوبی ضریب طول موثر را به دست می - 1

 شود.  تر انجام میساده 
 شود، به زاویه شیب تیرها وابسته نیست.ضریب طول موثر )و بار بحرانی( در حالتی که بار به صورت متمرکز در سر ستون وارد می  - 2

جدول 2. مقادیر محاسبه شده برای ضریب طول موثر 

Table 2. Obtained values for effective length coefficients 
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