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ABSTRACT: Peridynamic theory, with a new formulation in the equations of motion, replaces the 
partial differential equations with integral equations. Due to this capability, it is possible to model crack 
initiation in any direction without the need to consider crack-growth criteria. One of the main problems 
in peridynamic theory is its high computational efforts due to its dynamic nature. If the critical time step 
of the numerical integration is greater than the loading time step, it will increase the cost of calculations. 
In this paper, using wavelet transform, peridynamic problems under irregular and random impact loads 
are analyzed. The aim of this study is to increase the computational speed for these problems. The 
method presented in this paper is investigated on two material models, namely Prototype brittle material 
and micro-plastic material. In this regard, structures with linear and nonlinear behavior have been 
analyzed considering the effects of discontinuities (such as cracks) and without considering the effects 
of discontinuities. The selected structures include two beams. Each beam is subjected to two types of 
irregular impact loading. The beams are analyzed once with the main impact (wave) function and once 
with the approximate impact (waves) functions obtained using wavelet transform. Based on the results 
of linear and nonlinear analyses of this study, it can be judged that the presented method reduces the 
computational cost by 87% in peridynamic models with linear behavior. It also bring a 94% reduction in 
computational costs in peridynamic models with nonlinear behavior.
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1- Introduction
Many problems in the mechanics of solids involve 

discontinuities in the geometry of the body or in the 
displacement field. Cracking and predicting crack growth 
is one of the discontinuities that challenge the solution of 
solids mechanics problems. Issues related to cracking and 
crack growth are of great importance because the presence of 
cracks in an object creates special conditions at the tip of the 
crack that cause infinite stresses. This was first investigated 
and proven by Griffith [1]. This led to the introduction of the 
theory of linear elastic fracture mechanics. In this theory, it 
is necessary to create a prefabricated primary crack in the 
body. Also, in this theory, crack onset and crack growth 
are examined separately and separate criteria should be 
used to determine the direction of the crack. Therefore, this 
method has many complications in the study of cracks. To 
overcome these problems, a method called peridynamic has 
been proposed. In 2000, Silling [2] proposed a method that 
could accurately analyze cracked structures. The basis of 
the proposed method is based on displacement and integral 
equations. Therefore, this method is still stable despite the 

discontinuities that occur in the analysis environment. The 
method proposed in 2005 was further developed by Silling 
and Askari [3]. In the proposed method, the forces between 
the particles are at a certain distance from each other. This 
distance is called the band. In this method, the onset of 
cracking and its growth and failure in different places are 
predicted with very good accuracy. 

Despite all the attractive features of peridynamic models, 
they are often computationally more expensive than classical 
finite element analysis methods. In this paper, for the first 
time, wavelet transform is used to reduce calculations in 
peridynamic problems under discrete loads.

2- Verification 
In this paper, the compressive strength test of a 15×15×15 

cm3 cubic sample of concrete is used. The concrete strength 
is 73 MPa. The modulus of elasticity and the Poisson ratio 
are 36 GPa and 0.3, respectively [4, 5]. The results of 
peridynamic analysis have been validated with experimental 
results in reference [4]. The results are also compared with 
the Popovics model [6].
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Based on Figure 1, it can be seen that the peridynamic 
method has a good performance for simulating concrete 
specimens under pressure.

Also, in this paper, the shape of the broken specimen 
obtained from peridynamic theory is compared with the 
shape of the type of broken cubic specimens. In this regard, 
in Figure 2, the broken cubic samples in the laboratory [7] are 
compared with the cubic sample obtained from the theory of 
peridynamic.

3- Wavelet transform in peridynamic
In this section, the effects of reducing the number of 

discrete wave points on peridynamic analysis results are 
investigated. For this purpose, the studied structures are 
subjected to two impact loads.

In this part, a reinforced concrete cantilever beam with 
longitudinal rebars with a length of 1 meter is selected. Figure 
3 shows the contour related to the crack line and the amount 
of particle damage in the peridynamic method. According to 
Figure 3, it can be seen that using approximate waves does 
not cause much error in the crack line. 
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Figure 1. Validity of a compression test. a) Validation with reference experimental results [4]. b) Validation with 

Popovics model 
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Figure 2. Comparison of the shape of broken specimens in the laboratory with a specimen obtained from 

peridynamic theory. a) Obtained sample from peridynamic b) Broken samples in the laboratory [7] 
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Figure 3. Crack line and peridynamic particle damage. a and b) Calculations using the main wave and c and d) 

Calculations using the approximate wave after four steps of approximation for two impact loads  

 

 

 

 

 

Fig. 3. Crack line and peridynamic particle damage. 
a and b) Calculations using the main wave and c and 

d) Calculations using the approximate wave after four 
steps of approximation for two impact loads 
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This means that if the wave after four steps of 
approximation is used instead of the main wave, the crack 
line and particle damage are very similar to the case when the 
main wave is used.

4- Conclusion
It should be noted that due to the generally unpredictable 

events that occur during the nonlinearity of the structure, 
different approximate waves with different steps of 
approximation show errors that are acceptable or not. Based 
on the results of case studies used in this paper, it can be said 
that in all structures, the approximate wave at the third step 
of approximation with a reduction of 87% of the computation 
time can be a reliable approximate wave.
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افزایش سرعت محاسبات در تحلیل مدل های پری‌داینامیک خطی و غیرخطی تحت بارهای 
ضربه‌ای

نوراله مجیدی، حسین تاجمیر ریاحی*، سید مهدی زندی

دانشکده‌ی مهندسی عمران و حمل و نقل، دانشگاه اصفهان، اصفهان، ایران 

خلاصه: تئوری پری‌داینامیک با فرمول‌بندی جدید در معادلات حرکت، روابط انتگرالی را جایگزین مشتقات مکانی می‌کند. با 
توجه به این قابلیت، شروع ترک در هر جهت بدون نیاز به افزودن معیارهای رشد ترک امکان‌پذیر می‌شود. یکی از اساسی‌ترین 
مشکلات در تئوری پری‌داینامیک، حجم بالای محاسبات به دلیل ماهیت دینامیکی آن است. برای حل این مشکل، در این مقاله با 
استفاده از تبدیل موجک، مسائل پری‌داینامیک تحت بارهای نامنظم یا تصادفی تحلیل شده است. هدف از این کار افزایش سرعت 
  Prototype brittle material محاسبات به بیش از 80 درصد است. روش ارائه شده در این مقاله بر روی دو مدل ماده یعنی
و - Microplastic material بررسی شده است. در این راستا به تحلیل سازه‌ها با رفتار خطی و غیرخطی با در نظر 
گرفتن اثرات ناپیوستگی )مانند ترک( و بدون در نظر گرفتن اثرات ناپیوستگی پرداخته شده است. سازه‌های انتخاب شده شامل تیرهای 
یک سر گیردار و دو سر ساده می‌شوند. هر تیر تحت دو بار ضربه‌ای نامنظم قرار می‌گیرد. تیرهای مورد نظر یک مرتبه با تابع اصلی 
موج ضربه تحلیل می‌شوند و یک بار هم با موج‌های تقریبی به دست آمده از روش موجک تحلیل می‌شوند. نتایج به دست آمده از 
نمونه‌های تحقیق حاضر نشان می‌دهد که روش موجک در سازه‌های پری‌داینامیک با رفتار خطی کاهش هزینه‌ی 87 درصدی و در 
سازه‌های پری‌داینامیک با رفتار غیرخطی کاهش زمان محاسبات 94 درصدی ایجاد می‌کند. این در حالی است که خطای این روش 
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مقدمه-1 
بسیاری از مسائل مکانیک جامدات شامل ناپیوستگی‌‌هایی در هندسه‌‌ی 
از  یکی  ترک  رشد  پیش‌‌بینی  و  ترک  هستند.  جابجایی  میدان  در  یا  جسم 
چالش  ایجاد  جامدات  مکانیک  مسائل  حل  در  که  است  ناپیوستگی‌‌هایی 
می‌‌کند. مسائل مربوط به ترک و رشد ترک در مکانیک جامدات از اهمیت 
بالایی برخوردار است. دلیل اهمیت این موضوع در بررسی مکانیک مواد این 
است که وجود ترک در یک جسم موجب ایجاد شرایط ویژه‌‌ای در نوک ترک 
می‌‌شود که موجب ایجاد تنش‌‌های بی‌نهایت می‌‌گردد. این مسئله برای اولین 
بار توسط گریفث ]1[ بررسی و اثبات شد. این موضوع منجر به ارائه‌‌ی تئوری 
مکانیک شکست الاستیک خطی شد. در این تئوری لازم است در جسم یک 
ترک اولیه‌‌ی پیش‌ساخته ایجاد شود. همچنین در این تئوری، شروع ترک و 
رشد ترک به‌ صورت جداگانه بررسی می‌‌شود و برای تشخیص جهت ترک 
نیز باید معیارهایی جداگانه استفاده شود. لذا این روش دارای پیچیدگی‌‌های 

زیادی در بررسی ترک است. برای غلبه بر این معضلات، روشی تحت عنوان 
پری‌داینامیک ارائه ‌شده است. در سال 2000 سیلینگ ]2[ روشی مطرح کرد 
با دقت مناسبی تحلیل کند. اساس  که قادر است سازه‌‌های دارای ترک را 
روش ارائه ‌شده بر اساس جابجایی و معادلات انتگرالی است. لذا این روش 
با وجود ناپیوستگی‌هایی که در محیط تحلیل ایجاد می‌‌شود، همچنان پایدار 
به‌   ]3[ عسگری  و  سیلینگ  توسط   2005 سال  در  ارائه ‌شده  روش  است. 
صورت کامل‌‌تری توسعه داده شد. در روش ارائه ‌شده نیرو‌‌های بین ذرات در 
فاصله‌‌ی معینی از یکدیگر قرار دارند. به این فاصله باند گفته می‌‌شود. در این 
روش شروع ترک و رشد آن و شکست در نقاط مختلف با دقت بسیار مناسبی 

پیش‌‌بینی می‌‌شود. 
با وجود همه‌‌ی ویژگی‌‌های جذاب مدل‌‌های پری‌داینامیک، آن‌‌ها اغلب 
پر  محدود  اجزا  کلاسیک  تحلیل  روش‌‌های  به  نسبت  محاسباتی  نظر  از 
هزینه‌‌تر هستند ]4[. علاوه بر این به دلیل این‌ که مدل‌‌های پری‌داینامیک 
به‌ صورت غیرمحلی هستند، برای بررسی دقیق رشد ترک و مسیر ترک نیاز 
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برای کاهش محاسبات  بسیار مناسب است ]5-10[.  به یک گسسته‌سازی 
در  از مطالعات  برخی  است.  انجام ‌گرفته  پری‌داینامیک مطالعاتی  مدل‌‌های 
گسسته‌سازی  به  نیاز  که  است  اجزا  در  تطبیقی  شبکه‌‌ی  پالایش  زمینه‌‌ی 
دقیق دارد ]12 و 11[. ایده ارائه ‌شده در این تحقیقات فقط برای گوشه‌‌ها و 
قطعات ترک ‌خورده کاربرد دارد. همچنین در برخی از تحقیقات انجام‌ شده 
بین  پردازش  موازی‌سازی  از  عددی  روش‌‌های  در  محاسبات  کاهش  برای 
هسته‌‌های CPU استفاده ‌شده است ]12-16[. پاره‌‌ای دیگر از پژوهش‌‌ها 
 .]17 و   18[ است   GPU و   CPU در  پردازش  موازی‌سازی  زمینه‌ی  در 
قرار  گسسته  ارتعاشات  تحت  نظر  مورد  سازه‌‌ی  صورتی ‌که  در  همچنین 
در مدل‌‌های  افزایش حجم محاسبات  بار موجب  نقاط گسسته‌‌  تعداد  گیرد، 

پری‌داینامیک می‌شود. 
در این مقاله برای اولین بار از تبدیل موجک برای کاهش محاسبات در 
مسائل پری‌داینامیک تحت بارهای گسسته استفاده‌ شده است. پیش ‌از این 
در تحلیل‌‌های دینامیکی تاریخچه زمانی خطی و غیرخطی از این روش برای 
کاهش محاسبات استفاده‌ شده است ]19-22[. سلاجقه و حیدری از تبدیل 
موجکی و تبدیل فوریه برای کاهش زمان محاسبات تحلیل تاریخچه زمانی 
خطی سازه‌‌ها استفاده نمودند ]23[. آن‌‌ها در پژوهشی دیگر ]24[ از تبدیل 
موجک گسسته برای تحلیل دینامیکی خطی سازه‌‌ها استفاده نمودند و عملکرد 
مناسب آن را در کاهش زمان محاسبات نشان دادند. حیدری و سلاجقه ]25[ 
دینامیکی  تحلیل  محاسبات  کاهش حجم  برای  موجک  از شبکه‌‌ی عصبی 
سازه‌‌ها در مسائل بهینه‌‌سازی نیز استفاده نمودند. در پژوهشی دیگر حیدری و 
همکاران ]26[ از تبدیل موجک گسسته برای کاهش زمان محاسبات تحلیل 
همکاران  و  حیدری  همچنین  نمودند.  استفاده  برشی  ساختمان‌‌های  خطی 
ضریب  اساس  بر  را  آزادی  درجه  یک  سازه‌‌ی  غیرخطی  پاسخ  طیف   ]27[
µ( برای تعدادی رکورد زلزله بررسی نمودند. مطالعات آن‌‌ها  شکل‌‌پذیری )
نشان داد که فیلتر موجکی تا سه مرحله دارای عملکرد خوبی در کاهش زمان 
بهینه‌‌سازی  برای  تبدیل موجک  از   ]28[ و همکاران  کاوه  است.  محاسبات 
همکاران  و  دادخواه  کردند.  استفاده  خطی  تحلیل  در  محاسبات  کاهش  و 
تحلیل  در  محاسبات  زمان  توانستند  موجک  تبدیل  از  استفاده  با  نیز   ]22[
دینامیکی فزاینده را بیش از 87 درصد کاهش دهند. مطالعات گذشته و برخی 
دیگر از مطالعات نشان می‌دهد تبدیل موجک با کاهش زمان محاسبات و 
تحمیل خطای کم به نتایج می‌تواند در مسائل دینامیکی مورد استفاده قرار 
بگیرد ]30، 29، 27-22[. با توجه به ماهیت دینامیکی معادلات در مدل‌‌های 
پری‌‌داینامیک پیش‌‌بینی می‌‌شود استفاده از تبدیل موجک برای کاهش نقاط 

به  را  محاسبات  می‌‌تواند حجم  سازه  بر  وارد  بارهای گسسته‌‌ی  در  گسسته 
میزان قابل‌توجهی کاهش دهد.

در این مقاله به بررسی عملکرد روش ارائه‌ شده بر روی دو مدل ماده 
 Micro-plastic و   Prototype brittle material یعنی 
material پرداخته می‌‌شود. بر این اساس ابتدا برنامه‌هایی که در نرم‌افزار 

MATLAB بر اساس روش پری‌داینامیک نوشته‌ شده است با مدل‌‌های 

ارائه‌ شده در مقالات مختلف صحت‌سنجی می‌‌شود. سپس یک تیر با رفتار 
خطی و دو تیر بتن مسلح با رفتار غیرخطی تحت دو بار ضربه‌‌ی متفاوت قرار 
خواهند گرفت. تیر‌‌های مورد نظر یک ‌بار با تابع موج اصلی و یک‌‌ بار با تابع 
موج تقریبی به‌ دست ‌آمده از روش موجک تحلیل می‌‌شوند و میزان کاهش 

محاسبات و خطای ایجاد شده در نتایج مورد بررسی قرار می‌گیرد.

 تئوری پری‌داینامیک باندی1 -2
در این قسمت به بررسی مختصر تئوری پری‌داینامیک باندی پرداخته 
می‌‌شود ]2[. تئوری پری‌داینامیک در واقع روشی مبتنی بر قانون دوم نیوتن 
است که جایگزینی برای روابط مربوط به مکانیک محیط‌‌های پیوسته با در 
پاسخ  این روش  در  ناپیوستگی‌‌هایی مثل ترک ‌خوردگی است.  نظر گرفتن 
بین‌  نیرو‌‌های  گرفتن  نظر  در  و  حرکت  معادلات  حل  با  ذره  هر  دینامیکی 
ذره‌ای حاصل می‌‌شود. در واقع پری‌داینامیک، فرمول‌‌بندی مجدد معادلات 
است.  مکانی  انتگرال  معادلات  از  استفاده  با  جامدات  مکانیک  در  حرکت 
پری‌داینامیک باندی روشی غیرمحلی و متفاوت با روش‌‌های غیرمحلی دیگر 
ارتباط  در  یکدیگر  با  پاسخ  توابع  توسط  مختلف  نقاط  روش  این  در  است. 
هستند. این روش در واقع نسخه‌‌ای از دینامیک مولکولی است که به کمک 
آن ‌یکی از مشکلات مهم در مهندسی که پیش‌‌بینی خط ترک است برطرف 
می‌‌گردد. روابط اولیه‌‌ی پری‌‌داینامیک توسط سلینگ در سال 2000 ارائه شد. 
( با  x R∈ بر مبنای روابط ارائه‌ شده فرض می‌‌شود که هر نقطه در فضا )
نقاط همسایه‌‌ی خود به ‌واسطه‌ی نیروی بین گره‌‌ای در تعامل است. مطابق 
δ، شعاع همسایگی برای هر نقطه مشخص می‌‌شود.  شکل 1 با استفاده از
به عبارت دیگر می‌‌توان گفت با کاهش شعاع همسایگی اثر نقاط بر روی‌ هم 
از معادلات  پیوسته‌‌ی کلاسیک حالت خاصی  کم می‌‌شود. مکانیک محیط 
پری‌داینامیک با شعاع صفر است ]32 و 31[. در تئوری پری‌داینامیک تنش 
و کرنش از نیروهای بین‌‌گره‌‌ای وارد بر حجم ذره برای هر نقطه‌ی مادی به 

دست می‌‌آیند ]33[.
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 شعاع همسایگی برای هر نقطه . 1شکل 

Figure 1. Neighborhood radius for each point 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 1. شعاع همسایگی برای هر نقطه

Fig. 1. Neighborhood radius for each point

همان‌طور که گفته شد در تئوری پری‌‌داینامیک هر ذره با ذرات همسا‌‌یه‌‌ی 
خود دارای تعامل نیرویی است. مطابق رابطه‌‌ی 1، این نیرو تابعی از زمان و 

جابجایی است.
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در رابطه‌‌ی x ،1 و x’ نقاط همسایه و u بردار جابجایی نقطه‌‌ی مورد نظر 
است. بر اساس این تئوری شتاب برای یک‌ ذره از رابطه‌‌ی 2 به دست می‌‌آید:

)2(

 مورد 
و   شماره معادله

 محل قرارگیری 
 MathTypeمعادله تایپ شده در 

1 1 ( , ', ( , (, ( ', (, (, ' : 'f f x x u x t u x t t x R x x =  −  

2 2 ( ( ( , ( ( , ', ( , (, ( ', (, ( ' ( , (
H

x u x t f x x u x t u x t t dV b x t = + 

3 

 

3 

 

( , (f t c s   
 
+

=   
+

 

22

2

( (
2

s
  



+ −
=

 

22

2

( (
2

s
  



+ −
=


 

4 4 

4

3

3

12

9

48
5

E

Ec
t

E
t



 

 




= 


 

4

18kc


=
 

5 5 01 ( ', ( ,0 '
( , (

0
s t s t t

t


 
  

= 
 

6 6 

0

0
0

0

5
6
4
9
5
12

G
E

Gs
E
G
E











= 



 

�

در این رابطه، H یک همسایگی برای u ،x بردار جابجایی، b میدان 
چگالی نیروی حجمی و t زمان است. برای به دست آوردن نیروی بین گره‌‌ای 

در این روش از رابطه‌‌ی 3 استفاده می‌‌شود:
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η به ترتیب موقعیت نسبی دو ذره و  ξ و  در این رابطه پارامترهای 
به  برای  مقاله  این  را نشان می‌‌دهند )شکل 2(. در  جابجایی نسبی دو ذره 
دست آوردن کش ‌آمدگی باند برای بتن از رابطه‌‌ی 4-الف که توسط میرندا و 

 
 همسایهی موقعیت و جابجایی نسبی دو ذره. 2شکل 

Figure 2. Position and relative displacement of two neighboring particles 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 2. موقعیت و جابجایی نسبی دو ذره ی همسایه

Fig. 2. Position and relative displacement of two neigh-
boring particles

همکاران ]34[ ارائه‌ شده است، استفاده می‌‌شود. همچنین برای مصالح دیگر 
نیز از رابطه‌‌ی 4-ب که توسط سلینگ ]2[ ارائه‌ شده است، استفاده می‌‌شود:
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از    ذره   ک ی  برای  شتاباین تئوری    بر اساساست.    نظر   مورد ی  نقطهجابجایی    بردار   uنقاط همسایه و    ’xو    x،  1ی  در رابطه
 آید:به دست می 2ی رابطه
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 شود:استفاده می 3ی ای در این روش از رابطه نیروی بین گره
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در این . (2)شکل  دهندبه ترتیب موقعیت نسبی دو ذره و جابجایی نسبی دو ذره را نشان می و  در این رابطه پارامترهای  
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Figure 2. Position and relative displacement of two neighboring particles 

 
-از رابطه یبعد سهو  یبعد دوهای ای حالتبر cی سختی مربوط به هر باند است. مقدار دهنده نشان c، پارامتر 3ی در رابطه 

مدول یانگ و شعاع همسایگی   ضخامت،  یدهنده  به ترتیب نشان   و   t،Eآید. در این رابطه پارامترهای به دست می  الف-5ی  
باید توجه شود که روش  هستند دارای حداکثر   یبعد  سهو    یبعد  دوحالت    درکه    شود  برای موادی استفادهتواند  می  شده  هارائ. 

باند در مدل [34]  و همکاران  ی میرندادر مقاله  باشند.  0/ 33و    25/0ضریب پواسون   سازی مصالح بتن مسلح از  برای سختی هر 
در   است.  شده  هاستفادمربوط به مصالح بتن مسلح از این رابطه    یهامثالاست. در این مقاله نیز برای    شده  هاستفادب  -5ی  رابطه
 بیانگر مدول بالک است. k  ب، پارامتر-5ی رابطه

�

 در رابطه‌‌ی 3، پارامتر c نشان ‌‌دهنده‌‌ی سختی مربوط به هر باند است. 
مقدار c برای حالت‌‌های دو بعدی و سه ‌بعدی از رابطه‌‌ی 5-الف به دست 
دهنده‌‌ی  نشان‌‌  ترتیب  به   δ و   E ،t پارامترهای رابطه  این  در  می‌‌آید. 
ضخامت، مدول یانگ و شعاع همسایگی هستند. باید توجه شود که روش 
بعدی و سه‌  دو  در حالت  استفاده شود که  موادی  برای  ارائه‌ شده می‌‌تواند 
بعدی دارای حداکثر ضریب پواسون 0/25 و 0/33 باشند. در مقاله‌‌ی میرندا 
از  بتن مسلح  باند در مدل‌‌سازی مصالح  برای سختی هر  و همکاران ]34[ 
رابطه‌‌ی 5-ب استفاده‌ شده است. در این مقاله نیز برای مثال‌های مربوط به 
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مصالح بتن مسلح از این رابطه استفاده‌ شده است. در رابطه‌‌ی 5-ب، پارامتر 
k بیانگر مدول بالک است.
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توان گفت پیوند  می  این پارامتربا توجه به  وقعیت و جابجایی نسبی دو ذره است.  وابسته به م   پارامتر   3  ی همچنین در رابطه

باند   6ی  رابطه  مطابقآید.  به دست می  6ی  مقدار آن از رابطه  و  است  شدهن  شکستهیا    شکسته شدهبین دو ذره   برای حالتی که 
 است. 1این پارامتر  نشکسته باشد مقدار ندشکسته باشد مقدار این پارامتر برابر صفر و برای حالتی که با
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برای  است  ذکر  به  شدن  بررسی  لازم  پارامتر    جدا  ذره  از  باند  پارامترتعریف می  0sیک  این  مقدار  تر  شود.  مصالح  برای    ددر 

رابطه  نیهمچن  آید.به دست می  7ی  از رابطه  یبعد  سهو    یبعد  دوهای  حالت از  برای مصالح بتن مسلح  پارامتر    به ب  -7ی  این 
ی  ی میزان انتشار آزادانهپارامتری وابسته به خصوصیت ماده است که نشان دهنده  0Gهمچنین در این رابطه    است.  آمده  دست

پارامتر در مطالعات مکانیک شکست  انرژی در ماده می این  است.  بر واحد سطح  انرژی  برحسب  پارامتر  این  عنوان  باشد. واحد  به 
 شود.خصوصیتی کاربردی شناخته می
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با توجه به  . در این  [35]  شوداستفاده می   8ی  آوردن میزان آسیب در هر نقطه از سازه رابطههمچنین برای به دست   رابطه 

به چه    نظر   مورد ی  توان نتیجه گرفت درصد آسیب نقطهمی  متصل به ذرهباندهای    کل   شده به تعداد  های شکستهنسبت تعداد باند
)مقدار  کند.ی زیر انتگرال بر روی کل باندهای متصل شده بر روی یک گره عمل میدر این رابطه میزان بوده است. , (x t  عددی

 ی آسیب در هر گره برای گام زمانی مورد نظر است. دهنده و یک است و نشان  0بین 
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µ وابسته به موقعیت و جابجایی نسبی دو  همچنین در رابطه‌‌ی 3 پارامتر 
ذره شکسته  دو  بین  پیوند  پارامتر می‌‌توان گفت  این  به  توجه  با  است.  ذره 
شده یا شکسته نشده است و مقدار آن از رابطه‌‌ی 6 به دست می‌‌آید. مطابق 
رابطه‌‌ی 6 برای حالتی که باند شکسته باشد مقدار این پارامتر برابر صفر و 

برای حالتی که باند نشکسته باشد مقدار این پارامتر 1 است.
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از روشی تحت  این مقاله برای به دست آوردن جابجایی و سرعت  در 
عنوان Velocity-Verlet استفاده‌ شده است ]36[. این روش به صورت 
گسسته و گام به گام جابجایی و سرعت را به دست می‌‌آورد. مطابق رابطه‌‌ی 
جابجایی  و  سرعت  شتاب،  بیانگر  ترتیب  به   u و   u  ،u پارامترهای   ،9
 n پارامتر  همچنین  می‌‌آیند.  دست  به  گام  به  گام  صورت  به  که  هستند 

شمارنده‌‌ی این روش است.
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این مقاله به صورت  بتن مسلح در  این که رفتار سازه‌‌های  به  با توجه 
 Micro-plastic رفتاری  مدل  از  لذا  است،  شده  مدل‌‌سازی  غیرخطی 
material ]37[ برای در نظر گرفتن اثرات غیرخطی مصالح استفاده شده 

است. در این حالت نیروی بین گره‌‌ای از رابطه‌‌ی زیر محاسبه می‌‌شود.

)10(

به        توجه  سازهبا  رفتار  که  ماین  بتن  مدلسهای  غیرخطی  صورت  به  مقاله  این  در  رفتاری لح  مدل  از  لذا  است،  شده  سازی 
Micro-plastic material [37]  .ای از  در این حالت نیروی بین گرهبرای در نظر گرفتن اثرات غیرخطی مصالح استفاده شده است

 شود.ی زیر محاسبه میرابطه
 
(10) ˆ( ( ((

0
c s s t

f
  − 

= 
 

 و همچنین:
 
(11) 

ˆ0,
0

Ys s s s
s s

 − 
= = 

 
 

)ˆی بالا  که در رابطه      (s t  آمدگی پلاستیک و    کشYs   با تسلیم است. مقدار نیروی تسلیم نیز از    کش آمدگی بحرانی معادل 
در نظر گرفته شده   01/0و    00053/0به ترتیب    فولادو    بتنهای بتن مسلح برای  سازه  Ysمقدار    شود.محاسبه می   10ی  رابطه
 cبه یک ثابت  داینامیک تنها  توان نتیجه گرفت این مدل رفتاری مبتنی بر پریاساس مدل معرفی شده در بالا می  . بر[34]  است

فاده شده است. باید به این نکته اشاره  تاس   5ی  از رابطه  cست آوردن  های بتن مسلح برای به دبرای تحلیل سازه نیاز دارد. در سازه
برابر باندهای بتن در نظر گرفته شده    3برای باندهایی که بین فولاد و بتن وجود دارد،    Ysمقدار    [34]کرد که با توجه به مرجع   

 است.
 
 تئوری موجک -3

نماید. برای  های مختلف تجزیه میی فرکانس دهنده  های تشکیلها و کسینوسهای ورودی را به سینوسسیگنال  ،تحلیل فوریه
وقوع هر موج با    فوریه، از دست دادن اطلاعات زمانی  تبدیلترین نقص  بزرگتحلیل فوریه بسیار مفید است.  ها  بسیاری از سیگنال

تبدیل  فرکانس خاص فرآیند  د  است.  در طول  استلذا  مهم  زمانی  اطلاعات  که  مواقعی  روش  باید  ر  مانند  از  دیگری   تبدیلهای 
توان  ی پارامتر مقیاس میلهیوس   به .  [30]  موجک استفاده شود. در تبدیل موجک، پارامترهایی به نام مقیاس و انتقال وجود دارند

ی لهیوس   بهتوان موج را فشرده و جزئیات موج را نشان داد و  ی مقیاس کم میلهیوس   به. در حقیقت  نمود  باز موج را فشرده و یا  
. در تئوری موجک، مقیاس زیاد متناظر با فرکانس پایین است  و موج تقریبات را به دست آورد  نمود  بازتوان موج را مقیاس زیاد می

مقیاس کم متناظر با فرکانس بالا است و جزئیات موج را    ادامه دارد. همچنین  موج طولدهد و در  و اطلاعات کلی موج را نشان می 
ادامه ندارد. در نشان می  اط  دهد و در طول مدت موج  پایین دقیقجایی که  تجزیه  ازین  موردتری  لاعات فرکانس  تحلیل    و  است، 

ی وسیله  نیاز است، به  دهد. همچنین زمانی که اطلاعات فرکانس بالا موردی استفاده از فواصل زمانی طولانی را میموجک اجازه
می موجک  کوتاه تبدیل  نواحی  فوریه توان  تحلیل  در  نمود.  رصد  را  سیگن(12)رابطه    تر  یک  کسینوسی  ،  و  سینوسی  امواج  به  ال 

های مقیاس شده از موجک اصلی مادر تجزیه  طور مشابه در تحلیل موجک، یک سیگنال به سیگنال  به   و  شودمختلفی تقسیم می
برد.  ی فرکانس میگیری به حوزه ی زمان است را با انتگرال که در حوزه  )x(tیه موج  تحلیل فور  12ی  مطابق رابطه.  [38]شود  می

ی  دهنده  به ترتیب نشان  tو    fرود. در این رابطه  گیری از بین میشود که اطلاعات زمانی در طول انتگرالدر این راستا مشاهده می
 زمان و فرکانس است. 
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تئوری موجک-3 
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)12( (12) -jωtF(ω) = x(t)e dt      ,      = 2 f 
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 : [39-41]شود بیان می 13ی رابطهتبدیل موجک پیوسته، مشابه تبدیل فوریه توسط 
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WTXدر آن   که  یاگونه   به ( ,s)    پارامتر تبدیل از  پارامتر مقیاس   تابعی  پارامتر    sو  نیز توسط    است. موجک مادر 

اس و انتقال  پارامترهای مقی  ،در تبدیل موجک است. در این نوع تبدیل  شده   هبیانگر مزدوج مختلط استفاد  *شود و  نشان داده می
شود که سبب بالا رفتن حجم محاسبات می  ر کوچک است. در حقیقت میزان تغییرات بسیا[42]کنند  پیوسته تغییر می  صورت   به
[38]. 

 
 تبدیل موجک گسسته -2-3

، محققیین شیودتنظیم مییمتناسب با فرکانس موج در فواصل زمانی مختلف   طول پنجره  ،تبدیل موجک  در  که  نیا  با توجه به
اطلاعیات  نیام بااطلاعات جزئی و فرکانس پایین  نام بافرکانس بالا  با سازی تبدیل موجک را به دو فیلترکه پیاده  کردندروشی ارائه  

تیوان برداری از نقیاط منحنیی زمیان را می(، نرخ نمونیههای پایینهای بالا )فرکانسدر مقیاس.  [43و    44]سازد  ممکن می  یتقریب
برداری مجاز از میوج یکوئیست، حداقل نرخ نمونهنابرداری  جم محاسبات را کم نمود. نمونهیکوئیست کاهش داد و حنامطابق قاعده  

تابع مادر شود. در این مقاله از تبدیل موجک گسسته و تابع موجک مادر هار استفاده می[. 26] بازسازی است  پیوسته است که قابل
 :[45]آید به دست می 14ی از رابطه 1dbهار یا 
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 
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)ای که در آن  گونه  به (t    تابع مادر و( (t  ی صریح ریاضی بعضی از توابع مادر دارای رابطهدهد.  تابع مقیاس را نشان می

مختلط با میانگین صفر و طول   یا  حقیقی  یک تابع متناوب،  ندارند. در حقیقت موجک  ها عبارت صریح ریاضیبوده و بعضی از آن
)  صورت   به محدود است که فضای آن   ) ( )t L R )  شود. تابعنوشته می  2 )t  و  شودمی  نامیده  مادر  موجک  ( )L R2  نشان 

)  . تابعاست  پذیرگیری از توابع مربعی انتگرالاندازه  هیلبرت قابل  فضای  دهنده )t  ایجاد    برای  فرکانس  و  ی فضادامنه  دو  هر  در
 . [46]شود می موجک استفاده از  ایخانواده

گذر با  با فرکانس پایین و بالاگذر  به دو فیلتر پایین  با استفاده از تبدیل موجک گسسته  Nبا تعداد نقاط    sسیگنال    3در شکل  
که   حالی  های پایین را حذف نموده و جزئیات سیگنال را در بر خواهد داشت درفرکانس  بالا گذرشود. فیلتر  فرکانس بالا تجزیه می

نشان داده   D و جزئیات با Aهای بالا را حذف نموده و تقریبات سیگنال را در بر خواهد داشت. تقریبات با فیلتر پایین گذر فرکانس

�

 تبدیل موجک پیوسته -1 -3
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می‌‌شود ]39-41[:

)13(

(12) -jωtF(ω) = x(t)e dt      ,      = 2 f 


− 
 

 تبدیل موجک پیوسته  -1-3
 : [39-41]شود بیان می 13ی رابطهتبدیل موجک پیوسته، مشابه تبدیل فوریه توسط 

 
(13) *1

WT
tX ( ,s) = x(t) dt  

ss
 



−

− 
 
  

 
WTXدر آن   که  یاگونه   به ( ,s)    پارامتر تبدیل از  پارامتر مقیاس   تابعی  پارامتر    sو  نیز توسط    است. موجک مادر 

اس و انتقال  پارامترهای مقی  ،در تبدیل موجک است. در این نوع تبدیل  شده   هبیانگر مزدوج مختلط استفاد  *شود و  نشان داده می
شود که سبب بالا رفتن حجم محاسبات می  ر کوچک است. در حقیقت میزان تغییرات بسیا[42]کنند  پیوسته تغییر می  صورت   به
[38]. 

 
 تبدیل موجک گسسته -2-3

، محققیین شیودتنظیم مییمتناسب با فرکانس موج در فواصل زمانی مختلف   طول پنجره  ،تبدیل موجک  در  که  نیا  با توجه به
اطلاعیات  نیام بااطلاعات جزئی و فرکانس پایین  نام بافرکانس بالا  با سازی تبدیل موجک را به دو فیلترکه پیاده  کردندروشی ارائه  

تیوان برداری از نقیاط منحنیی زمیان را می(، نرخ نمونیههای پایینهای بالا )فرکانسدر مقیاس.  [43و    44]سازد  ممکن می  یتقریب
برداری مجاز از میوج یکوئیست، حداقل نرخ نمونهنابرداری  جم محاسبات را کم نمود. نمونهیکوئیست کاهش داد و حنامطابق قاعده  

تابع مادر شود. در این مقاله از تبدیل موجک گسسته و تابع موجک مادر هار استفاده می[. 26] بازسازی است  پیوسته است که قابل
 :[45]آید به دست می 14ی از رابطه 1dbهار یا 

(14) 

 
 
 

1         if   x 0  0.5

( ( 1      if   x 0.5  1   

0        if   x 0   1

t

 


= − 
 

 

 
 

1         if   x 0   1      
( (   

0        if   x 0   1
t

 = 


 

 
)ای که در آن  گونه  به (t    تابع مادر و( (t  ی صریح ریاضی بعضی از توابع مادر دارای رابطهدهد.  تابع مقیاس را نشان می

مختلط با میانگین صفر و طول   یا  حقیقی  یک تابع متناوب،  ندارند. در حقیقت موجک  ها عبارت صریح ریاضیبوده و بعضی از آن
)  صورت   به محدود است که فضای آن   ) ( )t L R )  شود. تابعنوشته می  2 )t  و  شودمی  نامیده  مادر  موجک  ( )L R2  نشان 

)  . تابعاست  پذیرگیری از توابع مربعی انتگرالاندازه  هیلبرت قابل  فضای  دهنده )t  ایجاد    برای  فرکانس  و  ی فضادامنه  دو  هر  در
 . [46]شود می موجک استفاده از  ایخانواده

گذر با  با فرکانس پایین و بالاگذر  به دو فیلتر پایین  با استفاده از تبدیل موجک گسسته  Nبا تعداد نقاط    sسیگنال    3در شکل  
که   حالی  های پایین را حذف نموده و جزئیات سیگنال را در بر خواهد داشت درفرکانس  بالا گذرشود. فیلتر  فرکانس بالا تجزیه می

نشان داده   D و جزئیات با Aهای بالا را حذف نموده و تقریبات سیگنال را در بر خواهد داشت. تقریبات با فیلتر پایین گذر فرکانس

�

τ و پارامتر  WTX تابعی از پارامتر تبدیل  ( ,s)τ به‌ گونه‌ای که در آن
و  داده می‌شود  نشان   ψ پارامتر  توسط  نیز  مادر  موجک  است.   s مقیاس
نوع  این  در  است.  تبدیل موجک  در  استفاده‌ شده  بیانگر مزدوج مختلط   *

انتقال به‌ صورت پیوسته تغییر می‌‌کنند ]42[.  پارامترهای مقیاس و  تبدیل، 
حجم  رفتن  بالا  سبب  که  است  کوچک  بسیار  تغییرات  میزان  حقیقت  در 

محاسبات می‌شود ]38[.
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تبدیل موجک گسسته-3 -2 
با توجه به این ‌که در تبدیل موجک، طول پنجره‌‌ متناسب با فرکانس 
ارائه کردند  تنظیم می‌‌شود، محققین روشی  زمانی مختلف  فواصل  در  موج 
که پیاده‌سازی تبدیل موجک را به دو فیلتر با فرکانس بالا با نام اطلاعات 
جزئی و فرکانس پایین با نام اطلاعات تقریبی ممکن می‌‌سازد ]44 و 43[. 
در مقياس‌‌هاي بالا )فركانس‌‌هاي پايين‌(، نرخ نمونه‌برداري از نقاط منحني 
زمان را مي‌توان مطابق قاعده نایکوئیست كاهش داد و حجم محاسبات را كم 
نمود. نمونه‌‌برداري نایکوئیست، حداقل نرخ نمونه‌برداري مجاز از موج پيوسته 
است كه قابل ‌بازسازی است ]26[. در این مقاله از تبدیل موجک گسسته و 
1db از رابطه‌‌ی 14  تابع موجک مادر هار استفاده می‌‌شود. تابع مادر هار یا 

به دست می‌‌آید ]45[:
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)  . تابعاست  پذیرگیری از توابع مربعی انتگرالاندازه  هیلبرت قابل  فضای  دهنده )t  ایجاد    برای  فرکانس  و  ی فضادامنه  دو  هر  در
 . [46]شود می موجک استفاده از  ایخانواده

گذر با  با فرکانس پایین و بالاگذر  به دو فیلتر پایین  با استفاده از تبدیل موجک گسسته  Nبا تعداد نقاط    sسیگنال    3در شکل  
که   حالی  های پایین را حذف نموده و جزئیات سیگنال را در بر خواهد داشت درفرکانس  بالا گذرشود. فیلتر  فرکانس بالا تجزیه می

نشان داده   D و جزئیات با Aهای بالا را حذف نموده و تقریبات سیگنال را در بر خواهد داشت. تقریبات با فیلتر پایین گذر فرکانس

�

) تابع مقیاس را نشان  (tφ ) تابع مادر و  (tψ به ‌‌گونه‌‌ای که در آن 
می‌‌دهد. بعضي از توابع مادر داراي رابطه‌‌ی صريح رياضي بوده و بعضي از 
متناوب،  تابع  یک  موجک  حقیقت  در  ندارند.  رياضي‌‌  صريح  عبارت  آن‌‌ها 
به‌  آن  فضای  که  است  محدود  و طول  میانگین صفر  با  مختلط  یا  حقیقی 
) موجک مادر نامیده  )tψ ) نوشته می‌‌شود. تابع  ) ( )t L Rψ 2ò صورت 
) نشان‌ دهنده فضای هیلبرت قابل ‌اندازه‌گیری از توابع  )L R2 می‌‌شود و 
) در هر دو دامنه‌‌ی فضا و فرکانس برای  )tψ مربعی انتگرال‌‌پذیر است. تابع 

ایجاد خانواده‌‌ای از موجک استفاده‌ می‌‌شود ]46[.
موجک  تبدیل  از  استفاده  با   N نقاط  تعداد  با   s سیگنال   3 شکل  در 
بالا  فرکانس  با  بالا‌گذر  و  پایین  فرکانس  پایین‌گذر با  فیلتر  دو  به  گسسته 
تجزیه می‌شود. فیلتر بالا گذر فرکانس‌های پایین را حذف نموده و جزئیات 
سیگنال را در بر خواهد داشت در حالی ‌که فیلتر پایین گذر فرکانس‌های بالا 
را حذف نموده و تقریبات سیگنال را در بر خواهد داشت. تقریبات با A و 
جزئیات با D نشان داده می‌شود. در ادامه با استفاده از کاهش نمونه‌برداری 
از هر دو نقطه متوالی یکی حذف می‌شود. در حقیقت مسئله اين است كه 

در هر مرحله موج اصلي به دو موج با تعداد نقاطي برابر با موج اصلي تبدیل 
می‌‌شود كه باعث افزايش تعداد نقاط موج به دو برابر مي‌شود. براي غلبه بر 
اين مشكل از قاعده كاهش نمونه‌برداری Down-Sampling استفاده 
از هر دو نقطه‌ی متوالي كيي حفظ‌  مي‌شود ]47[. در كاهش نمونه‌برداري 
در  سیگنال  نقاط  تعداد  عمل  این  با   .]47[ مي‌شود  حذف  ديگري  و  شده 
انرژی سیگنال در قسمت  تقریباً نصف می‌شود. بیش‌ترین  فیلتر  هر مرحله 
تقریبات آن است و از نظر شکل، به سیگنال اصلی نیز شبیه‌تر است؛ بنابراین 
سیگنال  دو  به  مجدداً  نیز   A1 تقریبات  سیگنال  جزئیات،  سیگنال  حذف  با 
A2 و D2 تجزیه می‌شود ]48 و 42[. در این مقاله، جهت پیاده‌سازی تبدیل 

موجک از ساختار تجزیه‌ای فیلتر بانک که توسط مالات ]43[ ارائه‌ شده است، 
استفاده می‌شود. 

محاسبه  زیر  روابط  توسط    , Dj jA سیگنال‌‌های  مالات  روش  در 
، به ترتیب فیلتر پایین گذر و بالا  jg jh و می‌‌شوند ]43[. در این روابط 

گذر را نشان می‌‌دهند. در رابطه‌‌ی j ،15 و k شمارنده هستند.

)15(

مسئله این است که در هر  شود. در حقیقت  میمتوالی یکی حذف    نقطه   دوبرداری از هر با استفاده از کاهش نمونه در ادامه  د.  شومی
شود. که باعث افزایش تعداد نقاط موج به دو برابر می  شودتبدیل میبا تعداد نقاطی برابر با موج اصلی    به دو موج  موج اصلی  مرحله

  دوبرداری از هر  . در کاهش نمونه[47]شود  استفاده می  Down-Samplingبرداری غلبه بر این مشکل از قاعده کاهش نمونه   برای
تقریباً نصف  .  [47]شود  شده و دیگری حذف می  متوالی یکی حفظ  ینقطه فیلتر  نقاط سیگنال در هر مرحله  تعداد  این عمل  با 

بنابراین با حذف  ؛  تر استنظر شکل، به سیگنال اصلی نیز شبیه  ترین انرژی سیگنال در قسمت تقریبات آن است و ازشود. بیشمی
تقریبات   سیگنال  جزئیات،  سیگنال    1Aسیگنال  دو  به  مجدداً  می  2Dو    2Aنیز  جهت [24و    48]شود  تجزیه  مقاله،  این  در   .

 شود. است، استفاده می شده ه ارائ  [43] ای فیلتر بانک که توسط مالاتسازی تبدیل موجک از ساختار تجزیهپیاده
 

 
 1D  [38 ]  و سیگنال فرکانس بالا  1A به سیگنال فرکانس پایین  sنمودار تجزیه سیگنال . 3شکل 

Figure 3. Chart of signal decomposition S to low frequency signal A1 and high frequency signal D1 

 
Dj ,   هایسیگنال مالات  روش  در jA  زیر محاسبه می  توسط فیلتر  jgو   jhروابط  این  در    .[43]شوند  روابط  ترتیب  به   ،

 شمارنده هستند. kو   j، 15ی در رابطه  دهند.پایین گذر و بالا گذر را نشان می
 

تئوری   برای کاهش حجم محاسبات در  فیلتر موجک گسسته  از  این مقاله  این منظور استفاده می  داینامیکپریدر  به  شود. 
 شود. مرحله فیلتر می 5شود با استفاده از تبدیل موجک گسسته تا ها وارد میی بار که در ادامه به سازهامواج گسسته
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شکل 3. نمودار تجزیه سیگنال s به سیگنال فرکانس پایین A1   و 
]38[  D1 سیگنال فرکانس بالا

Fig. 3. Chart of signal decomposition S to low frequen-
cy signal A1 and high frequency signal D1
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در این مقاله از فیلتر موجک گسسته برای کاهش حجم محاسبات در 
تئوری پری‌داینامیک استفاده می‌‌شود. به این منظور امواج گسسته‌‌ی بار که 
 5 تا  موجک گسسته  تبدیل  از  استفاده  با  می‌‌شود  وارد  سازه‌‌ها  به  ادامه  در 

مرحله فیلتر می‌‌شود.

 صحت‌سنجی -4
 صحت‌‌سنجی مدل‌‌های پری‌‌داینامیک خطی -1 -4

کاهش نقاط بار گسسته موجب ایجاد خطا در محاسبات می‌‌شود. خطا 
در محاسبات در مثال‌‌های این مقاله یک ‌بار با در نظر گرفتن اثر شکستن 
باندها بررسی می‌‌شود.  اثر شکستن  باندها و یک ‌بار بدون در نظر گرفتن 
مقاله‌‌ی  در  که  گیردار  سر  یک  تیر  یک  تحلیل  به  ابتدا  منظور  این  برای 
ارائه شده، پرداخته می‌‌شود. این تیر دارای رفتار  مسیبی و همکاران ]35[ 
ترد )Prototype brittle material( است. همچنین در این مثال اثر 
شکستن باندها در نظر گرفته نشده است. در مثال مورد نظر مطابق شکل 4 تیر 
کنسولی به طول 48 متر با مقطع مستطیلی به عرض 6 متر و ارتفاع 12 متر 
 0( ( sin(27 (q t tτ= تحلیل می‌‌شود. تیر مورد نظر تحت بار دینامیکی 

2
0 13.89 N / mτ = − به مدت 0/5 ثانیه قرار می‌‌گیرد. در این رابطه 

است. ضریب پواسون، مدول یانگ و چگالی برای مصالح به ترتیب 0/25، 
1 در نظر گرفته‌ شده است.  3kg / m MPa 30 و 

روند ارائه‌ شده در بخش 2 این مقاله برای تحلیل سازه‌‌ها با استفاده از 
تیر  انتهای  پاسخ  برنامه‌نویسی شده است. در شکل 5  روش پری‌‌داینامیک 
تحت بار دینامیکی ارائه‌ شده است. مطابق شکل 5 برنامه نوشته‌ شده با نتایج 
اندک مشخص  بسیار  اختلاف  وجود  دلیل  است.  تطابق  دارای   ]35[ مرجع 
نبودن شعاع همسایگی و مشخص نبودن دقیق موقعیت گرهی که پاسخ آن 

در مقاله‌‌ ارائه شده است، 

 
 سنجیتیر کنسول برای صحت. 4شکل 

Figure 4. Cantilever beam for verification 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 4. تیر کنسول برای صحت‌سنجی

Fig. 4. Cantilever beam for verification

و -4 -2  مسلح  بتنی  مصالح  در  پری‌‌داینامیک  مدل‌‌های  صحت‌سنجی 
غیرمسلح

نیز  بر روی مصالح غیرخطی  ارائه‌ شده  مقاله روش  این  در   همچنین 
شده  استفاده‌  بتن  از  غیرخطی  مصالح  مدل‌‌سازی  برای  است.  بررسی ‌شده 
است. در این مقاله مصالح بتنی با استفاده از روش ارائه‌ شده توسط ماسک و 
سلینگ مدل‌‌سازی شده است ]37[. در این راستا مدل‌‌سازی انجام ‌شده توسط 
3 پارامتر صحت‌‌سنجی می‌‌شود. این سه پارامتر شامل منحنی تنش-کرنش 
نمونه‌‌ی بتنی تحت ‌فشار، ترک در تیر دو سر ساده و ترک در تیر کنسولی 
است. آزمایش نمونه مکعبی بتن در واقع یک ایده‌ی کلی از تمامی مشخصات 
بتن ارائه می‌دهد. مقاومت فشاری بتن به عوامل مختلفی هم چون نسبت آب 
به سیمان، مقاومت سیمان، کیفیت مواد بتن، کنترل کیفیت در طول تولید 
بتن و غیره بستگی دارد. از این ‌رو در مدل‌‌سازی آن نیاز به در نظر گرفتن 
پارامترهای مختلفی است. آزمایش مقاومت فشاری بتن بر روی قطعه‌های 
مکعب شکل یا استوانه‌ای از بتن انجام می‌شود. بسته به‌ اندازه‌ی سنگدانه‌‌‌های 
مورد استفاده در بتن از معکب‌های 10 × 10 × 10 سانتی‌متر مکعب یا 15 
× 15 × 15 سانتی‌متر مکعب استفاده می‌شود. بر اساس مدل‌‌های رفتاری 
اثر تنش فشاری  از آزمایشگاه، رفتار بتن در  نتایج به‌ دست ‌آمده  مرسوم و 
با  برسد،  فشاری  مقاومت  به  اصلی  تنش  است. هنگامی که  ابتدا خطی  در 
ایجاد ترک‌‌های پیش‌‌رونده، رفتار غیرخطی بتن آغاز می‌‌شود. در این مقاله از 
آزمایش مقاومت فشاری بتن بر روی یک نمونه‌‌ی مکعبی 15 سانتی‌متری 
استفاده ‌شده است. مقاومت بتن مورد نظر 73 مگاپاسکال در نظر گرفته‌ شده 
است. ضریب الاستیسیته و ضریب پواسون به ترتیب 36 گیگاپاسکال و 0/3 
در نظر گرفته‌ شده است ]50 و 49[. نتایج حاصل از تحلیل پری‌داینامیک با 
نتایج تجربی مرجع ]49[ صحت‌‌سنجی شده است. همچنین نتایج به دست 
آماده با مدل رفتاری ارائه‌ شده توسط پوپوویکس مقایسه شده است ]51[. 
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 [ 35] در مرجع شده ه ارائبا نتایج  شده هنوشت برنامهاز   آمده دست به سنجی نتایجصحت. 5شکل 

Figure 5. Validation of the results obtained from the written code with the results presented in the 
reference [35] 
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شکل 5. صحت‌سنجی نتایج به ‌دست ‌آمده از برنامه نوشته‌ شده با نتایج ارائه‌ شده در مرجع ]35[

Fig. 5. Validation of the results obtained from the written code with the results presented in the reference [35]

بر اساس شکل 6 می‌‌توان دریافت که روش پری‌داینامیک برای شبیه‌‌سازی 
نمونه‌‌های بتنی تحت‌ فشار عملکرد مناسبی دارد. می‌‌توان دریافت که نمودار 
تنش-کرنش بتن هم با مدل عددی ارائه‌ شده در مرجع ]51[ دارای تطبیق 
دارای   ]49[ مرجع  در  شده  ارائه‌  آزمایشگاهی  نتایج  با  هم  و  است  مناسب 
خوبی  به‌  قسمت خطی  نمودار  دو  هر  در   6 مطابق شکل  است.  همخوانی 
پیش‌بینی ‌شده است. همچنین تنش نهایی و کرنش متناظر با آن به‌ خوبی 
نشان داده است. در قسمت نزولی نمودار نیز که نشان ‌‌دهنده‌‌ی نرم شوندگی 

است، پری‌‌داینامیک دارای دقت مناسبی است. 
همچنین در این مقاله شکل نمونه‌‌ی شکسته شده‌‌ی به ‌دست ‌آمده از 
تئوری پری‌داینامیک با شکل تیپ نمونه‌‌های مکعبی شکسته شده مقایسه 
می‌‌شود. در این راستا در شکل 7 نمونه‌‌های مکعبی شکسته شده در آزمایشگاه 
]52[ با نمونه‌‌ی مکعبی به‌ دست ‌آمده از تئوری پری‌داینامیک مقایسه شده 
است. همان‌طور که مشاهده می‌‌شود تئوری پری‌داینامیک از عملکرد مناسبی 

برای مدل‌‌سازی بتن برخوردار است.

 ب الف 

  
سنجی با مدل رفتاری  ب( صحت.  [49]سنجی با نتایج تجربی مرجع نمونه. الف( صحت یار سنجی آزمایش فشصحت. 6شکل 

 پوپوویکس 
Figure 6. Validity of compression test of a specimen. A) Validation with reference experimental results 

[49]. B) Validation with Popovics model 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 6. صحت ‌سنجی آزمایش فشاری نمونه. الف( صحت‌سنجی با نتایج تجربی مرجع ]49[. ب( صحت‌سنجی با مدل رفتاری پوپوویکس

Fig. 6. Validity of compression test of a specimen. A) Validation with reference experimental results [49]. B) 
Validation with Popovics model
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در این مقاله همان‌طور که گفته شد هدف، بررسی عملکرد روش ارائه‌ 
به  راستا  این  در  هست.  نیز  غیرخطی  پری‌داینامیک  مسائل  روی  بر  شده 
بررسی ترک در یک تیر طره و یک تیر دو سر ساده بدون داشتن میلگرد 
عرضی و میلگردهای فشاری پرداخته می‌‌شود. دلیل انتخاب این تیرها رفتار 

 ACI آیین‌‌نامه‌‌ی  بر اساس  قابل پیش‌‌بینی آن‌‌ها در ترک ‌خوردگی است. 
مطابق  گسترده  بار  تحت  ساده  سر  دو  تیر  یک  ترک‌‌های  شکل   318-08

شکل 8 است ]53[.

 ب الف 

 

 
ی شکسته . الف( نمونهداینامیکپری از تئوری   آمده دست بهی ی شکسته شده در آزمایشگاه با نمونهی شکل نمونهمقایسه. 7شکل 

 داینامیکپری از  آمده دست  بهی ب( نمونه [ 52] شده در آزمایشگاه 
Figure 7. Comparison of the shape of a broken specimen in the laboratory with a specimen obtained from 

peridynamic theory. A) Broken sample in the laboratory [52] b) Obtained sample from peridynamic 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 7. مقایسه ی شکل نمونه ی شکسته شده در آزمایشگاه با نمونه ی به ‌دست ‌آمده از تئوری پری‌داینامیک. الف( نمونه ی شکسته شده در 
آزمایشگاه ]52[ ب( نمونه ی به ‌دست ‌آمده از پری‌داینامیک

Fig.7. Comparison of the shape of a broken specimen in the laboratory with a specimen obtained from peridynamic 
theory. A) Broken sample in the laboratory [52] b) Obtained sample from peridynamic

 
 ACI [53 ]نامه مطابق آیین و سراسری سادهگاه با تکیهشکل ترک در تیر . 8شکل 

Figure 8. Crack shape in simple and continuous supported beam according to ACI regulations [53] 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

]53[ ACI شکل 8. شکل ترک در تیر با تکیه‌گاه ساده و سراسری مطابق آیین نامه

Fig. 8. Crack shape in simple and continuous supported beam according to ACI regulations [53]
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 داینامیکسر ساده با استفاده از روش پری شکل ترک در تیر دو. 9شکل 

Figure 9. Crack shape in simple supported beam using peridynamic method 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 9. شکل ترک در تیر دو سر ساده با استفاده از روش پری داینامیک

Fig. 9. Crack shape in simple supported beam using peridynamic method

به دلیل ضعف بتن در مقاومت کششی، اولین آثار ترک در اثر تنش‌‌های 
کششی اصلی ایجاد می‌‌شود. هم‌‌چنین با دور شدن از وسط تیر، تنش‌‌های 
برشی با زاویه‌‌ای بین 0 تا 45 درجه موجب ایجاد ترک در تیر دو سر ساده 
می‌‌شوند. با نزدیک شدن به تکیه‌‌گاه ترک‌‌های برشی جان که ناشی از برش 
خالص هستند به وجود می‌‌آیند. برای صحت‌‌سنجی مدل‌سازی انجام‌ شده در 
این مقاله یک تیر بتن مسلح به طول سه متر تحت بار گسترده‌‌ی سطحی 
MPa 4/8  قرار داده‌ شده است. شکل ترک‌‌ها به‌ صورت شکل 9 می‌‌شود. 

مطابق شکل 9 می‌‌توان دریافت که روش ارائه‌ شده دارای عملکرد مناسبی 
در پیش‌‌بینی ترک سازه‌‌های بتن مسلح است.

این  در  ارائه‌ شده  روش  عملکرد  بررسی  برای  گفته شد  که  همان‌طور 
مقاله برای کاهش محاسبات علاوه بر تیر بتنی دو سر ساده به بررسی شکل 
ترک در یک تیر بتنی طره نیز پرداخته می‌‌شود. در این راستا شکل ترک به‌ 
دست ‌آمده از روش پری‌‌داینامیک با شکل ترک تیپ ارائه‌ شده در مراجع ]55 
و 54[ مقایسه شده است. مطابق این مراجع ترک در تیر طره تحت بار در 
انتهای آن، در نزدیکی تکیه‌‌گاه و در قسمتی که ضعف مقاومت کششی بتن 
وجود دارد شروع می‌‌شود. در شکل 8 شکل ترک تیپ ارائه‌ شده در مرجع 

]55[ نشان داده‌ شده است.
 Q مطابق شکل 10 ترک‌‌های ایجاد شده در تیر بتنی مسلح تحت بار
به دو دسته‌‌ی برشی و خمشی تقسیم می‌‌شود. با نزدیک شدن به تکیه‌‌گاه، 
ترک‌‌های خمشی ایجاد می‌‌شود و با دور شدن از تکیه‌‌گاه ترک‌‌های برشی 
ایجاد می‌‌شود. در شکل 11 نتایج به ‌دست ‌آمده برای ترک‌‌های یک تیر طره 
به طول یک متر تحت بار گسترده سطحی MPa 2/4 در انتهای آن ارائه‌ 

شده است. مطابق شکل 9 می‌‌توان دریافت که روش پری‌‌داینامیک عملکرد 
مناسبی در پیش‌‌بینی ترک در تیرهای طره دارد.

 تبدیل موجک در پری‌داینامیک -5
در این قسمت به بررسی عملکرد کاهش تعداد نقاط امواج گسسته بر روی 
تحلیل‌‌های پری‌داینامیک پرداخته می‌‌شود. برای این منظور سازه‌‌های مورد 
بررسی تحت دو بار ضربه‌‌ای قرار می‌‌گیرند. برای نشان دادن عملکرد تبدیل 
موجک از موج‌‌های گسسته‌‌ی زلزله‌‌ی سرپل ذهاب و موج گسسته‌‌ی زلزله‌‌ی 
Chichi به‌ عنوان بار ضربه‌‌ای استفاده‌ شده است )شکل 12(. دلیل استفاده 

از این امواج داشتن محتوای فرکانسی پیچیده و همچنین استفاده‌‌ی مکرر از 
آن‌‌ها در مقالات مختلف است. حیدری و مجیدی ]29[ در پژوهشی، عملکرد 
تبدیل موجک گسسته بر روی زلزله‌‌ی سرپل ذهاب را در تحلیل خطی سازه‌‌ها 
به تفصیل بررسی نمودند. همچنین دادخواه و همکاران ]22[ عملکرد تبدیل 
سازه‌‌ها  غیرخطی  دینامیکی  تحلیل  در  را   Chichi زلزله‌‌ی  برای  موجک 
بررسی نمودند. نتایج ارائه‌ شده در این دو پژوهش نشان می‌‌دهد که استفاده 
از تبدیل موجک برای این زلزله‌‌ها در تحلیل‌‌های دینامیکی دارای عملکرد 
خوبی است. لذا در این مقاله با توجه به ماهیت دینامیکی روابط پری‌داینامیک 
از این دو موج برای محاسبات استفاده می‌‌شود. قابل ‌ذکر است که این دو 
موج به‌ صورت ضربه به سازه‌‌ها وارد شده‌اند. این ضربه‌‌ها به سه صورت به 
سازه وارد شده است. در مدل خطی این ضربه به صورت یک بار گسترده‌‌ی 
برشی در انتهای تیر وارد می‌‌شود. همچنین در تیرهای بتن مسلح این ضربه 
در حالتی که تیر یک سر گیردار باشد به صورت بار متمرکز و در حالتی که 
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 ترک خمشی  ترک برشی

 
 [ 55]شکل ترک تیپ ناشی از برش و خمش برای تیر طره  . 10شکل 

Figure 10. Crack shape due to shear and bending for a cantilever beam [55] 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 10. شکل ترک تیپ ناشی از برش و خمش برای تیر طره ]55[

Fig. 10. Crack shape due to shear and bending for a cantilever beam [55]

 
 داینامیک برای تیر طره از تحلیل پری آمده  دست  بهشکل ترک . 11شکل 

Figure 11. Crack shape obtained from peridynamic analysis for a cantilever beam 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 11. شکل ترک به ‌دست ‌آمده از تحلیل پری داینامیک برای تیر طره

Fig. 11. Crack shape obtained from peridynamic analysis for a cantilever beam

تیر دو سر ساده است به صورت یک بار قائم در وسط تیر وارد می‌‌شود. قابل 
ذکر است که این ضربه‌‌ها به گونه‌‌ای وارد شده‌‌اند که در جسم در زمان کوتاه 
ایجاد ترک نمایند، لذا در نتایج به دست آمده از پاسخ سازه، شتاب زیادی در 
سازه ایجاد می‌‌شود. موج اصلی زلزله‌‌ی سرپل ذهاب و زلزله‌‌ی Chichi به 
با استفاده  از 19890 و 18000 نقطه‌‌ی گسسته تشکیل ‌شده است.  ترتیب 
از تبدیل موجک این موج‌‌ها تا پنج مرحله فیلتر می‌‌شود. به‌ این ‌ترتیب اگر 
موج اصلی دارای N نقطه‌‌ی گسسته باشد موج‌‌های A1 تا A5 به ترتیب 
شکل  در  هستند.   N/32 و   N/16  ،N/8  ،N/4  ،N/2 نقاط  تعداد  دارای 

از تبدیل موجک  12 موج زلزله‌‌ی اصلی و موج‌‌های تقریبی به ‌دست ‌آمده 
نشان داده‌ شده است. همان‌طور که مشاهده می‌‌شود منحنی موج اصلی با 
موج‌‌های تقریبی به ‌دست ‌آمده از تبدیل موجک دارای تطبیق مناسبی است. 
همچنین در شکل 12 محتوای فرکانس موج‌‌های اصلی و موج‌‌های تقریبی 
با استفاده از تبدیل موجک رسم شده است. همان‌طور که مشاهده می‌‌شود، 
فرکانس‌‌های غالب موج‌‌های اصلی با فرکانس‌‌های غالب موج‌‌های تقریبی از 

تطابق خوبی برخوردار هستند. 
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شکل 12. موج گسسته ی زلزله ها. الف( موج گسسته ی زلزله ی سرپل ذهاب. ب( موج گسسته ی زلزله ی Chi-Chi. ج( طیف فوریه ی موج 
.Chi-Chi گسسته ی زلزله ی سرپل ذهاب. د( طیف فوریه ی موج گسسته ی زلزله ی

Fig. 12. Discrete wave of earthquake records. A) Discrete wave of Sarpol-e-Zahab earthquake record. B) 
Discrete wave of Chi-Chi earthquake record. C) The Fourier spectrum of the discrete wave of Sarpol-e-Zahab 

earthquake record. D) The Fourier spectrum of the discrete wave of Chi-Chi earthquake record.

5- 1- )Prototype brittle material مثال عددی اول )خطی و 
در این قسمت با استفاده از موج اصلی مربوط به زلزله‌‌های سرپل ذهاب 
مثال  موجک  روش  از  دست ‌آمده  به‌  تقریبی  موج‌‌های  و   Chi-Chi و 
صحت‌سنجی شده در قسمت 4 این مقاله حل می‌‌گردد. نحوه‌‌ی ساخت این 
بارهای ضربه مبتنی بر نقاط گسسته‌‌ی امواج زلزله است. در این راستا موج 
مربوط به زلزله‌‌ی سرپل ذهاب و موج‌‌های تقریبی آن به‌ صورت تنشی تابع 
از زمان با دامنه‌‌ی kN/m2 1000 به سازه وارد می‌‌شود )شکل 13(. بار با 

فرکانس بسیار بالا در نظر گرفته‌ شده است. 
در شکل 14 منحنی پاسخ انتهای تیر نشان داده‌ شده است. بر اساس 
برای  سازه  دینامیکی  پاسخ  که  دریافت  می‌‌توان  شده  داده‌  نشان  شکل 
با پاسخ دینامیکی سازه برای موج اصلی  از تطبیق خوبی  موج‌‌های تقریبی 

برخوردار است. در شکل Main ،14 نشان‌‌ دهنده‌‌ی پاسخ سازه در اثر موج 
تقریبی  موج‌‌های  برای  سازه  پاسخ  نشان ‌‌دهنده‌‌ی   A5 تا   A1 و  اصلی 

مرحله‌‌ی اول تا پنجم است.
و  موج‌‌ها  از  یک  هر  برای  سازه  تحلیل  سرعت   2 و   1 جدول‌‌های  در 
پاسخ بیشینه‌‌ی سازه برای منحنی جابجایی، سرعت و شتاب ارائه‌ شده است. 
مطابق این جداول مشاهده می‌‌شود که ‌موج A1 نسبت به موج‌‌های تقریبی 
دیگر دارای خطای کمتری است و با کاهش تعداد گام‌های زمانی، خطای 
نتایج به تدریج افزایش می‌یابد. در صورتی‌ که از موج تقریبی A1 به‌ جای 
موج گسسته‌‌ی اصلی استفاده شود، سرعت محاسبات به ‌اندازه‌ی 50 درصد 

افزایش می‌‌یابد.
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شکل 13. منحنی بار ضربه ای گسسته ی وارد شده بر مثال اول

Fig. 13. The discrete impact load curve applied on the first example
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شکل 14. پاسخ نقطه ی مرجع )انتهای تیر(. الف و ب( منحنی جابجایی ناشی از بار نوع 1 و 2. ج و د( منحنی سرعت ناشی از بار نوع 1 و 2. ه و و( 
منحنی شتاب ناشی از بار نوع 1 و 2

Fig. 14. Reference point response (end of the beam). a and b) displacement reponse due to the load type 1 and 2. c and 
d) velocity response due to the load type 1 and 2. e and f) acceleration response due to the load type 1 and 2

 A1 بر اساس نتایج ارائه‌ شده در جدول 1 و 2 می‌‌توان دریافت که موج
دارای خطایی نزدیک به صفر برای هر سه پاسخ جابجایی، سرعت و شتاب 
است. در صورتی‌ که از موج A2 استفاده شود زمان تحلیل به یک‌ چهارم 
زمان تحلیل موج اصلی می‌‌رسد. استفاده از موج A2 موجب ایجاد خطایی 
کمتر از 5 درصد در شتاب، سرعت و جابجایی می‌‌شود. این خطا در مقایسه با 
افزایش چهار برابری سرعت محاسبات قابل ‌چشم‌پوشی است. در صورتی ‌که 

از موج A3 به ‌جای موج اصلی در محاسبات استفاده شود سرعت محاسبات 
به بیش از 85 درصد افزایش می‌‌یابد. این در حالی است که استفاده از این موج 
منجر به ایجاد خطایی نزدیک به 20 درصد در جابجایی و سرعت می‌‌شود. 
خطا برای شتاب کمتر از 0/7 درصد است. می‌‌توان گفت در صورتی‌ که هدف 
از تحلیل کنترل شتاب باشد، موج A3 تقریبی مناسب از موج اصلی است. 
خطای استفاده از موج‌‌های تقریبی A4 و A5 برای جابجایی و سرعت زیاد 

شکل 15. خطای بیشینه ی جابجایی نقطه ی مرجع. الف(خطای منحنی جابجایی ناشی از بار نوع 1. ب( خطای منحنی جابجایی ناشی از بار نوع 2

Fig. 15. Maximum reference point displacement error. A) Displacement response error for load type 1. b) Displace-
ment response error for load type 2


