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ABSTRACT: The inconveniences of introducing and modifying the mesh grids in mesh-based 
numerical methods lead the researchers to meshfree methods, among which the RBF methods are 
probably the most interesting and powerful ones. In this research, the numerical solution of the steady-
state incompressible continuity and Navier–Stokes equations, and the standard k-Ɛ turbulence model 
was investigated in a 2D domain. The computational domain consisting of a 0.5 m×0.5 m square lid-
driven cavity was analyzed for five Reynolds numbers of 2.5×105, 5×105, 10×105, 2×106, and 5.5×106. 
The Multiquadric Radial Basis Function (MQ-RBF), as the most successful RBF, was employed with 
36 and 121 domain computational nodes to solve the PDEs. The velocity fields in two directions, the 
static pressure, the turbulent kinetic energy and the turbulent energy dissipation, were computed. A 
try–and–error algorithm was used for solving a set of non-linear equations, and the optimal values 
of the shape parameter c and the λ set coefficients were evaluated and discussed for each flow field. 
According to the results, assuming the independence of the values of the shape parameter c for each 
flow field at different Reynolds numbers, a predictable pattern can be obtained for the λ set for different 
Reynolds’ numbers in the studied range. These patterns with the predictor functions of the flow fields 
were compared to existing benchmark results of the finite volume method (ANSYS Fluent). The Nash-
Sutcliffe coefficients of 93-99% and RRSME of about %1 obtained from this comparison indicated the 
reasonable accuracy of the assumption concerning the independence of the shape parameter c of the 
Reynolds’ numbers, the repeatable patterns of the normalized λ set, and polynomial predictor functions 
in the MQRBF method for each flow field.
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1- Introduction
The fluid flow analysis using continuity equation, 

Navier-Stokes equations, and turbulence mathematical 
models has numerous applications in engineering sciences. 
The application of Multiquadric Radial Basis Functions 
(MQRBF) for solving Partial Differential Equations (PDEs) 
is one of the famous and efficient meshless methods. In 
MQRBF method, the PDEs solving procedure consists of 
estimating two important quantities: the shape parameter 
(c) and the set of unknown coefficients (λ) [1-3]. These two 
parameters are optimized when their resulting fields exhibit 
good accuracy compared to other numerical methods or 
experimental models. In solving the system of non-linear 
PDEs, including the transport equations, several shape 
parameters and the optimal set of coefficients must be 
estimated so that the solution complexity will be increased. 
In the present study, the set of the continuity equation, 
Navier-Stokes equations, and mathematical turbulence 
model (k-Ɛ model) are analyzed assuming incompressible 
steady-state flow conditions consisting of five transport 

equations including different flow parameters and some 
non-linear and high-order PDE terms. 

2- Methodology
The continuity and Navier-Stokes equations are applied 

for two-dimensional incompressible steady-state flow 
in isothermal conditions. Also, the k-Ɛ turbulence model 
with two transport equations is applied to analyze the flow 
turbulence parameters in high Reynolds numbers [4, 5]:
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In the above equations, x represents the component of the 

coordinate system in principal directions, u are the mean 

velocity vector components, ' '
i ju u is the Reynolds stress 

tensor,   and   are the density and dynamic viscosity, p  

is the static pressure, k is the turbulence kinetic energy, t

is the turbulent dynamic viscosity and   is the turbulent 
kinetic energy dissipation [6-8]. For solving the non-linear 
PDEs using MQRBF method, the following estimation 
function form is considered for all five domain parameters 
of the PDEs [9-12]: 
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where 1x  and 2x  are the components of the coordinate 
system, c is the shape parameter,   is the unknown 
coefficient, and n is the number of center points in the 
domain. The first and second-order derivatives of the main 
flow fields are derived, then the obtained MQ form of the 
derivatives are substituted in five transport equations (1 to 
4) which result in the system of non-linear equations. Due 
to non-linear terms in the system of equations, a 
combination of try and error and Newton methods will be 
employed as the solution procedure. The results are 
compared with the existing  benchmarks of the finite 
volume method using two well-known error criteria of 
Nash-Sutcliffe and Relative Root-Mean-Square Error for 
evaluating the computations accuracy. 

3. Results and Discussion 

The problem is solved for two cases of a lid-driven 
cavity benchmark with 36 and 121 center points and a 
sudden expansion problem with 342 center points. The 
results of the solved examples show that assumptions of 
independence of shape parameter c and predictability of λ 
coefficients are acceptable. Two predictor relations for λ 
coefficients regions based on the lid velocity U and 
Reynolds number are as follow in which the ia  coefficients 
are to be determined: 

3 2
3 2 1 0 3Max

Min Re Re Rea U a U aU a n = + + + =  (6) 

2
2 1 0 2Max

Min Re Rea U aU a n = + + =  (7) 

In most of the predicted flow fields, the results were found 
to be in good agreement with those of the FVM (ANSYS 
Fluent). The Nash-Sutcliffe coefficients of 93-99% and 
RRSME of about %1 indicated the reasonable accuracy of 
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tensor,   and   are the density and dynamic viscosity, p  

is the static pressure, k is the turbulence kinetic energy, t

is the turbulent dynamic viscosity and   is the turbulent 
kinetic energy dissipation [6-8]. For solving the non-linear 
PDEs using MQRBF method, the following estimation 
function form is considered for all five domain parameters 
of the PDEs [9-12]: 
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where 1x  and 2x  are the components of the coordinate 
system, c is the shape parameter,   is the unknown 
coefficient, and n is the number of center points in the 
domain. The first and second-order derivatives of the main 
flow fields are derived, then the obtained MQ form of the 
derivatives are substituted in five transport equations (1 to 
4) which result in the system of non-linear equations. Due 
to non-linear terms in the system of equations, a 
combination of try and error and Newton methods will be 
employed as the solution procedure. The results are 
compared with the existing  benchmarks of the finite 
volume method using two well-known error criteria of 
Nash-Sutcliffe and Relative Root-Mean-Square Error for 
evaluating the computations accuracy. 

3. Results and Discussion 

The problem is solved for two cases of a lid-driven 
cavity benchmark with 36 and 121 center points and a 
sudden expansion problem with 342 center points. The 
results of the solved examples show that assumptions of 
independence of shape parameter c and predictability of λ 
coefficients are acceptable. Two predictor relations for λ 
coefficients regions based on the lid velocity U and 
Reynolds number are as follow in which the ia  coefficients 
are to be determined: 
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Fluent). The Nash-Sutcliffe coefficients of 93-99% and 
RRSME of about %1 indicated the reasonable accuracy of 
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Fluent). The Nash-Sutcliffe coefficients of 93-99% and 
RRSME of about %1 indicated the reasonable accuracy of 
the assumption concerning the independence of the shape 
parameter c of the Reynolds’ numbers, the repeatable patterns 
of the normalized λ set, and polynomial predictor functions in 
the MQRBF method for each flow field (Table 1).

4- Conclusions
In this study, the MQRBF meshfree method was examined 

for solving the governing equations of 2D incompressible 
turbulent steady flow in a lid-driven cavity benchmark 
problem by comparing the results to those of FVM (ANSYS 
Fluent). The main challenge is to find the appropriate shape 
parameters (c) and set of unknown coefficients (λ) for the 
selected number of center points. The hypothesis of shape 
parameters independence from Reynolds numbers and 
predictability of λ coefficients was validated and the high 
accuracy of results was indicated in addition to presenting 
some predictor polynomial relations for λ coefficients. The 
comparison between the results of the presented approach 
and those obtained by the FVM shows that the proposed 
technique may be applied to solve the PDEs of 2D steady 
turbulent incompressible flow.
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حل عددی معادلات ناویر استوکس در حالت پایای تراکم ناپذیر آشفته
 با استفاده از روش تابع پایه شعاعی چند ربعی

محمد حسین میرآبی، احسان جباری*، طاهر رجایی

گروه مهندسی عمران، دانشگاه قم، قم، ایران. 

خلاصه: در روش های عددی هزینه و انرژی قابل توجهی صرف ایجاد و در مراحل بعدی اعمال تغییرات لازم در شبکه می شود. 
روش های بدون شبکه عمدتا به دلیل عدم نیاز به یک شبکه گرهی و استفاده از مجموعه نقاطی بدون ارتباط خاص با یکدیگر و 
سایر مزایایی که هر یک از انواع آن نسبت به روش های با شبکه دارند، به سرعت در حال توسعه و به کارگیری در مسائل فیزیکی 
و مهندسی هستند. یکی از انواع این روش ها، روش های تابع پایه شعاعی هستند که روش چند ربعی یکی از توانمندترین آن هاست. 
در این پژوهش، روش تابع پایه شعاعی چند ربعی برای حل معادلات تراکم ناپذیر جریان پایا شامل معادلات پیوستگی، ناویراستوکس 
و مدل آشفتگی k-ε استاندارد، در یک میدان دو بعدی مورد ارزیابی قرار گرفته  است. این میدان شامل یک هندسه حفره با درپوش 
متحرک مربعی، به ابعاد m×0/5 m 0/5 می باشد که در پنج عدد رینولدز 105×2/5، 105×5، 106×1، 106×2 و 106×5/5 تحلیل گردیده 
است. دامنه مذکور دو بار با تعداد نقاط داخلی 36 و 121 مورد حل قرار گرفته و متغیر های سرعت در هر دو جهت، فشار استاتیکی، انرژی 
جنبشی آشفته و استهلاک انرژی آشفته، محاسبه شده اند. طی این فرآیند، ضمن به کارگیری یک الگوریتم مبتنی بر روش سعی و خطا 
جهت حل دسته معادلات حاکم غیرخطی، دو کمیت مهم متغیر شکل c بهینه و مجموعه ضرایب λ بهینه برای هر میدان جریان، 
مورد بحث و بررسی قرار گرفته است. نتایج نشان می دهد، با اتخاذ فرض استقلال مقادیر پارامتر c، برای هر میدان جریان در اعداد 
رینولدز مختلف مورد مطالعه، می توان به یک الگوی قابل پیش بینی برای مجموعه λ، در سایر اعداد رینولدز داخل بازه مورد نظر، دست 
 یافت. الگوهای مذکور به  همراه توابع پیش بین میدان های جریان مورد نظر، با نتایج روش حجم محدود )نرم افرار انسیس فلوئنت(، 
مورد مقایسه قرار گرفتند. ضرایب نش-ساتکلیف 93 الی 99 درصد و بیشینه خطای جذر میانگین مربعات نسبی در حد یک درصد، به 
دست آمده از این مقایسه برای پنج متغیر مستقل میدان محاسباتی در جداول و نمودارهای ارائه شده، نشان  دهنده قابل اعتماد بودن 
ترکیب فرض مستقل بودن پارامتر c از اعداد رینولدز، الگوهای تکرارپذیر مجموعه ضرائب λ نرمال  شده و نیز توابع پیش بینی کننده 

آن ها، و همچنین دقت قابل قبول نتایج برای متغیرهای میدان سیال می باشند. 
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مقدمه-  
تحلیل انواع جریان به  کمک معادلات ناویر استوکس و معادله پیوستگی، 
دارای کاربردهای بی شماری در علوم مهندسی است. در جریآن های آشفته، 
با تلفیق معادلات انتقال رینولدز، معادلات مذکور و در نتیجه محاسبات باز 
انتقال  معادلات  عددی  تحلیل  مختلف  روش های  می گردند.  پیچیده تر  هم 
غیرخطی مرتبه بالا، دارای ویژگی ها و مزایای مختلفی هستند. روش عددی 
حجم محدود، که یکی از شناخته  شده ترین روش های حاضر، جهت تحلیل 
به   انتقال  معادلات  فضایی  گسسته سازی  بر  تکیه  با  است،  انتقال  معادلات 
و  خطی  مختلف  الگوهای  و  محاسباتی  دامنه  در  دیورژانس  قضیه  کمک 

به دست می آورد. همچنین محدود  مناسبی  با دقت  را  نتایج  بالاتر،  مراتب 
محدود  حجم  هر  سطوح  در  شار  مقدار  کنترل  با  شیب،  و  شار  کننده های 
و گرادیان کمیت های نرده ای )اسکالر( و برداری جریان، عدم همگرایی را 
محدود  روش حجم  می دهند.  کاهش  را  همگرایی  زمانی  هزینه  و  محدود، 
در گروه روش های با شبکه قرار می گیرد که برای انجام محاسبات نیازمند 
کاملا  پاسخ ها  دقت  و هم  است  وقت گیر  که هم  است  نقاط  تعریف شبکه 
وابسته به ویژگی های مختلف شبکه است. مشکل تعریف و اصلاحات مکرر 
این شبکه در میدان های دو و به ویژه سه  بعدی به مراتب بیشتر خواهد بود. 
در سال های اخیر روش های بدون شبکه متعددی معرفی شده اند که بی نیاز از 
تعریف شبکه و ارتباط بین نقاط آن، صرفا با معرفی نقاطی در میدان )بدون 
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ارتباط خاص بین آن ها( امکان حل معادلات یا حتی به دست آوردن یک تابع 
پاسخ تقریبی را فراهم می کنند. استفاده از توابع پایه شعاعی1 در حل معادلات 
دیفرانسیل پاره ای یکی از روش های مشهور و کارآمد بدون شبکه است که 
اولین بار توسط کانزا با به کارگیری تابع پایه شعاعی چند ربعی2 که یکی از 
کارآمدترین توابع پایه شعاعی است ]1[ و پیش تر توسط هاردی ]2[ ارائه شده 
بود معرفی گردید. در روش چند ربعی با تخمین دو کمیت مهم متغیر شکل 
c و مجموعه ضرائب λ، و با توجه به محل قرارگیری نقاط دامنه و شرایط 
مرزی، و همچنین نحوه توزیع آن ها، معادلات حل می گردند. این دو پارامتر 
زمانی بهینه می شوند که میدان های حاصله از آن ها، دقت مناسبی در مقایسه 
از خود نشان دهند.  آزمایشگاهی،  یا مدل های  با روش های عددی دیگر و 
متغیر شکل c با آزمون و خطا، بر اساس تجربه و یا از برخی الگوریتم ها و 
روابط تجربی موجود و ضرائب λ از حل دستگاه معادلات جبری به دست 
می آیند. جریان های آشفته به دلیل پیچیدگی های ذاتی، تخمین پارامترهای 
آشفتگی علاوه  ریاضی  به کارگیری مدل های  را دشوارتر می سازند.  مذکور 
ناویر استوکس، بر تعداد مجهولات و در نتیجه بر  بر معادلات پیوستگی و 
مستقل  متغیرهای  تعداد  در  افزایش  این  می افزایند.  تعداد متغیرهای شکل 
اختصاص یافته به هر میدان سیال، باعث افزایش عبارات غیرخطی و مرتبه 
بالاتر معادلات شده، و روند یافتن متغیرهای شکل و مجموعه های λ را به  
طور چشمگیری دشوار می سازند. از این رو محاسبات جریان های آشفته به 

روش عددی تابع چند ربعی، واجد ملاحظات ویژه ای است.
پذیرفته  انجام  مطالعات مختلفی  بررسی،  مورد  پارامترهای  یافتن  برای 
است. مارینوا و همکاران ]3[ معادلات ناویر استوکس پایا و تراکم ناپذیر را با 
ارائه شده در اعداد  معادله پوآسون فشار، تلفیق نمودند. پایداری روش حل 
درپوش  با  حفره  دامنه  یک  در  جریان  عددی  حل  به  وسیله  بالا،  رینولدز 
این  در  داده شده  است.  نشان  ایشان  تحقیق  در   ،2 1و  نسبت  با  متحرک3 
گسسته سازی  چهارم  و  دوم  مرتبه  دقت  حل   ]4[ گاسکل  و  رایت  میان، 
فضایی را در حالت پایا، برای اعداد رینولدز بین 100 تا 1000 به کار گرفتند. 
همچنین آن ها برای تحلیل عددی، از یک شبکه بندی ساختار یافته استفاده 
نمودند. برززنیاک و همکاران ]5[ پژوهش هایی را پیرامون اعمال روش المان 
محدود برای گسسته سازی فضایی-زمانی، در معادلات ناویر استوکس دارای 
کمک  به   سه  بعدی  دامنه  یک  در  را  معادلات  آن ها  دادند.  انجام  اختلال، 
عددی  تحلیل  گسسته سازی،  پارامترهای  کردن  اثر  بی  حل ضعیف، جهت 

1  Radial Basis Functions (RBF)
2  Multiquadric
3  Lid driven cavity

نمودند. پوچیناپان ]6[ با به کارگیری انواع الگوها و الگوریتم ها، معادلات ناویر 
استوکس دو  بعدی تراکم ناپذیر را برای یک دامنه حفره با درپوش متحرک، 
به کار گرفت. وی برای حل، از یک گسسته ساز فضایی با دقت مرتبه دوم 
استفاده نمود. نتایج تحلیل نشان می داد که الگوهای حجم محدود با کمک 
روش تکرار غیرخطی داخلی، بازدهی مناسبی در اعداد رینولدز بالاتر از خود 
بر  را  یاگیوا ]7[ تحلیل پردازش موازی بزرگی  نشان می دهند. شیرازاکی و 
پایه روش بدون شبکه مجازی، تحت عنوان روش شبکه آزاد، مورد ارزیابی 
درجه  میلیون  سه  با  لزج  تراکم ناپذیر  جریان  برای  تحلیل  این  دادند.  قرار 
آزادی و یک میلیون نقطه انجام گرفت. اکثر محققین برای تحلیل جریان، از 
معادلات ناویر استوکس تغییر یافته به شکل تابع چرخش استفاده می کنند. از 
جمله گیا و همکاران ]8[ با تلفیق چند شبکه ضمنی، بر پایه تحقیقات رابین 
و کولسا ]9[ در یک دامنه حفره با درپوش متحرک مربعی، با اعداد رینولدز 
104، جریان را تحلیل نمودند. آن ها ضمن به کارگیری یک شبکه یکنواخت 

ساختار یافته با تعداد نقاط 257×257 و استفاده از گسسته سازی مرتبه دوم، 
نتایج مناسب و مطلوبی را به  عنوان بنچ مارک برای سایر تحقیقات آتی، از 
انتشار،  با استفاده از حل تحلیلی در معادله  خود باقی گذاشتند. وانگ ]10[ 
یک روش تحلیلی محدود را در دامنه فضایی و زمانی ایجاد کرد. نتایج نشان  
دهنده دقت قابل توجه تحلیل بود. کاپفرمن ]11[ یک الگوی عددی برای 
جریان تراکم ناپذیر لزج بر پایه تابع جریان ارائه کرد. نتایج معادلات، به  وسیله 
یک الگوی فشرده و تحلیل گر هندسی چند شبکه ای، گسسته سازی و حل 
گردید. میزان دقت روش مذکور، در یک دامنه حفره با درپوش متحرک با 
مسائل   ]12[ همکاران  و  وو  گرفت.  قرار  ارزیابی  مورد  بالا،  رینولدز  اعداد 
جریان تراکم ناپذیر را با روش MLPG حل نمودند. برای غلبه بر نوسانات 
استفاده شد. همچنین  گالرکین  پتروف  جریان سربالای  از روش خط  حل، 
برای ارضاء شرایط بابوسکا-برزی، روش متعادل  کننده فشار پتروف گالرکین 
اعداد  بوده و در  نتایج نشان داد که دقت روش مطلوب  به کار گرفته شد. 

رینولدز بالا همگراست.
کانزا ]13[ اولین گام در به کارگیری توابع پایه شعاعی را برای حل در 
مقدار  او در حل چندین مسئله  برداشت. روش  پاره ای  دیفرانسیل  معادلات 
مرزی بسیار موفق ظاهر شد. چنان که ذکر شد میزان دقت روش توابع پایه 
تابع و متغیر شکل دارد. فیروزجایی  شعاعی، وابستگی بسیار زیادی به نوع 
از  تراکم ناپذیر،  استوکس  ناویر  پایای  معادلات  حل  جهت   ]14[ افشار  و 
آن ها  نمودند.  استفاده  گام کسری  روش  با  تلفیق  یافته  شبکه  بدون  روش 
نام این روش را بدون شبکه حداقل مربعات گسسته نامیدند. این روش، از 
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حداقل مربعات متحرک برای تخمین تابع مناسب متغیر شکل، بهره می برد. 
همچنین روش حداقل مربعات، برای گسسته سازی معادلات حاکم بر جریان 
یک   ]15[ همکاران  و  بورانتاس  گرفته  شد.  کار  به  آن ها  مرزی  شرایط  و 
توسعه  انتقال سرعت-چرخش  معادلات  برای  را  پایه شعاعی  تابع  الگوریتم 
دادند. تاکید این روش، بر پیاده سازی تصحیح میدان سرعت، ضمن حصول 
آمده نشان  دهنده دقت  نتایج به دست  پایستگی جرم می باشد.  از  اطمینان 
مطلوب در عدد رینولدز 104، داخل شبکه ای به  تعداد 161×161 نقطه است. 
دینگ و همکاران، روش دیفرانسیل تربیعی چند ربعی محلی را برای معادلات 
ناویر استوکس تراکم ناپذیر، در یک دامنه سه  بعدی به کار گرفتند. برخلاف 
روش های دیفرانسیل تربیعی موجود، تابع وزنی، به  وسیله توابع پایه شعاعی 
به جای چندجمله ای مرتبه بالا محاسبه گردید. همچنین مای دویی و تران 
برای  را  پایه شعاعی شبکه ای  توابع  پایه  بر  کونگ ]16[ یک روش عددی 
این  ناویر استوکس تراکم ناپذیر لزج مورد استفاده قرار دادند.  حل معادلات 
گنجانده  معادلات  در  را  پایه شبکه عصبی  بر  جامع  تخمین زن  روش، یک 
است. به کارگیری این روش، آسان و به  دور از هرگونه گسسته سازی المان 
محدود در دامنه و یا شرایط مرزی است. چینچاپاتنام و همکاران ]17[ برای 
حل معادلات پایای ناویر استوکس تراکم ناپذیر، از روش بدون شبکه بر پایه 
حاکم  معادلات  حل  قابلیت  آن ها،  مدل  کردند.  استفاده  شعاعی،  پایه  توابع 
روش  کارایی  دارد.  را  دامنه  در  پراکنده  نقاط  توزیع  به  صورت  جریان،  بر 
مذکور با حل سه مسئله مختلف مورد ارزیابی قرار گرفت. نتایج حکایت از 
دقت مناسب روش دارند. چینچاپاتنام و همکاران ]18[ از روش بدون شبکه 
برای حل جریان و اندرکنش آن با سازه، بهره بردند. گسسته سازی فضایی 
معادلات ناویر استوکس تراکم ناپذیر، به  کمک روش اختلاف محدود توابع 
بر اساس روش های صریح گام  نیز  پایه شعاعی و گسسته سازی زمانی آن 
انجام پذیرفت. وانگ و همکاران ]19[ یک  اولر و کرانک نیکلسون  زمانی 
ناویر  معادلات  حل  جهت  را  شعاعی  پایه  توابع  پایه  بر  شبکه  بدون  روش 
استوکس تراکم ناپذیر، توسعه دادند. توزیع نقاط برای ذخیره سازی متغیرها، 
بر اساس فلسفه شبکه بندی بدون ساختار، بنا نهاده شد. نتایج نشان گر دقت 
مطلوب روش آن ها می باشند. سلونتوس و سکویرا ]20[ برای حل معادلات 
دو  بعدی ناویر استوکس تراکم ناپذیر، معادله انتگرال مرزی محلی بدون شبکه 
را به کار گرفتند. در روش آن ها، نقاط شبکه بندی در دامنه تحلیلی پخش 
مرزی  شرایط  و  دامنه  برای  بهینه،  حالت  در  شعاعی  پایه  توابع  و  گردیده 
دامنه  در  تراوش  پدیده  ]21[ جهت حل  و همکاران  فلاح  استفاده شده اند. 
کانزا  شعاعی  پایه  تابع  ربعی  چند  عددی  روش  از  سه  بعدی،  و  دو  بعدی 

بهره جستند. کاربرد عمده این روش در محیط های متخلخل محصور و غیر 
محصور بوده و برای به دست آوردن مقدار متغیر شکل بهینه، الگوریتمی با 
کارایی  ارزیابی  جهت  گرفت.  قرار  استفاده  مورد  مناسب،  محاسباتی  هزینه 
الگوریتم به کار رفته، از تعداد و توزیع مختلف نقاط در دامنه محاسباتی، و 

مقایسه آن با جواب های روش تحلیلی مستقیم، استفاده گردید.
از  استفاده  با  شکل  متغیر  تخمین  به  اقدام   ]22[ همکاران  و  کوشکی 
پایین  و  بالا  حدود  عنوان  به  نقاط  فواصل  کارگیری  به  و  ژنتیک  الگوریتم 
از  حاکی  الگوریتم،  بالای  دقت  و  توانایی  نمایش  بر  علاوه  نتایج  نمودند. 
استقلال متغیر شکل بهینه از تعداد نقاط محاسباتی در هندسه های دلخواه 
بود. بابایی و همکاران ]23[ روش بدون شبکه چند ربعی را برای حل معادله 
و  داده  توسعه  بعدی مخازن سدهای صلب  لرزه ای دو  هلمهولتز در تحلیل 
برای  ترتیب  به  هلمهولتز  تابع  مختلط  و  اصلی  فرم های  که  گرفتند  نتیجه 
را  محاسبات  زمان  مخزن  طبیعی  فرکانس  از  بیشتر  و  کمتر  فرکانس های 
برای تخمین  الگوریتم کارآمد  ارائه یک  بر  بهینه می کنند. همچنین علاوه 
مقادیر بهینه متغیر شکل، آن ها نشان دادند که این مقادیر بهینه بر حسب 
فرکانس های مختلف بارگذاری قابل فرمول بندی است. پاتل و راستوگی ]24[ 
روش بدون  شبکه را برای محاسبات پارامترهای آب زیرزمینی به کار برده و 
با استفاده از نتایج دو مدل یکی عددی با شبکه، و دیگری تحلیلی مستقیم، 
آن را ارزیابی نمودند. نتایج حاصله نشان می داد که روش آن ها نسبت به حل 
است.  مطلوب  دقتی  و  کمتر،  زمانی  هزینه  دارای  شبکه،  به  وابسته  عددی 
هریس و همکاران اقدام به مدل سازی ناپیوستگی پیشانی موج با استفاده از 
روش های توابع پایه شعاعی و حداقل مربعات متحرک برای به ترتیب جریان 
قبلی  تحقیق  و همکاران  ]25[. شیخی  نمودند  غیرلزج  جریان  برای  و  لزج 
خود در حل معادلات جریان تراکم ناپذیر ناپایای آرام با روش MLPG و 
با استفاده از توابع جریان – چرخش را این بار به جریان آشفته تعمیم دادند 
]26[. کاهید و همکاران روش بدون شبکه چند ربعی را برای حل معادلات 
آب کم عمق و در مسئله شکست سد در حالت دو بعدی با موفقیت به کار 

گرفتند ]27[.
در پژوهش حاضر، از یک حفره با درپوش متحرک مربعی، با تعداد نقاط 
دامنه محاسباتی دو  بعدی حل معادلات حاکم،  به  عنوان  36 و 121 عدد، 
استفاده گردیده  است. معادلات حاکم شامل، معادله پیوستگی، معادلات ناویر 
استوکس و مدل ریاضی آشفتگی دو معادله ای k-Ɛ استاندارد بوده که تحت 
شرایط پایای تراکم ناپذیر، تحلیل گردیده اند. جهت محاسبات عددی، از روش 
معادلات  است.  شده  استفاده  شعاعی  پایه  توابع  خانواده  از  ربعی  چند  تابع 
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حاکم شامل پنج معادله انتقال میدان های مختلف جریان، و ترم های متعدد 
توجه  با  این،  بر  مضاف  است.  پاره ای  دیفرانسیل  بالای  مرتبه  و  غیرخطی 
 ،)u1, u2( به پنج کمیت میدان جریان، شامل سرعت برداری در دو جهت
انرژی جنبشی  استهلاک  و   )k( آشفته  انرژی جنبشی   ،)p( استاتیکی  فشار 
آشفته )Ɛ(، تعداد متغیرهای شکل نیز، برابر با پنج می باشند. لذا حل دسته 
از یک سو، و  از معادلات دیفرانسیل فوق  معادلات غیرخطی تشکیل شده 
یافتن متغیرهای شکل متعدد و مجموعه λ بهینه، از سوی دیگر، بر دشواری 
تحلیل عددی با روش مذکور، می افزاید. بنابراین، با تکیه بر یک الگوریتم 
سعی و خطا، و فرض استقلال متغیرهای شکل از تغییر عدد رینولدز، می توان 
اعداد، شامل  این  یافت.  λ، دست  برای مجموعه  پیش بینی پذیر  الگویی  به 
پنج عدد رینولدز 105×2/5 ، 105×5 ، 106، 106×2 و 106×5/5 است. برای 
از روش عددی حجم محدود  آمده  به دست  نتایج  اعتبارسنجی،  و  مقایسه 
)نرم افرار انسیس فلوئنت(، به عنوان بنچ مارک جهت مقایسه مورد استفاده 
قرار گرفته است. همچنین از ضرایب نش-ساتکلیف و خطای جذر میانگین 
حاصله،  نتایج  دقت  و  ارتباط  میزان  ارزیابی  معیار  عنوان  به   نسبی،  مربعات 

استفاده شده است.

معادلات حاکم بر جریان- 2
در این پژوهش معادلات ناویر استوکس از نوع پایا و تراکم ناپذیر هم دما 
در حالت دو بعدی در نظر گرفته می شوند. در اعداد رینولدز بالای جریان، 
عبارات آشفتگی در این معادلات که گرادیان  مولفه های تانسور تنش رینولدز 
جریان می باشند، قابل توجه و پس از میدان های مولفه های سرعت، عامل 
همان  یا  آشفتگی،  انتقال  معادلات  با  انتقال،  معادلات  از  دسته  این  ارتباط 
مدل دو معادله ای آشفتگی k-Ɛ استاندارد هستند. همچنین استفاده از معادله 
پیوستگی جریان نیز، در روند محاسبات، شرط عدم تراکم پذیری را محقق 
می سازد. معادلات پیوستگی جریان و ناویر استوکس، در روابط 1 الی 3 نشان 

داده شده اند.
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 2u 1u و  در روابط فوق  و  مولفه های مختصات در جهات اصلی، 
نوسانات لحظه ای مولفه های   '

2u ' و 
1u بردار سرعت متوسط،  مولفه های 

p فشار استاتیکی  بردار سرعت،  و  به ترتیب چگالی و لزجت دینامیکی و 
است.

تنش  متقارن  تانسور  مولفه های  استاندارد،   k ε− آشفتگی  مدل  در 
رینولدز، از فرض بوزینسک به دست می آیند. این فرض با اعمال برهم کنش 
بین لزجت آشفته و تانسور کرنش متوسط جریان در مولفه های غیرقطری، و 
برهم کنش بین لزجت آشفته، تانسور کرنش متوسط جریان و انرژی جنبشی 
آشفته در مولفه های قطری تانسور تنش رینولدز، مولفه های مذکور را محاسبه 
برای  انتقال،  معادله  دو  شامل  استاندارد،   k ε− آشفتگی  مدل  می نماید. 
در  که  است  آشفته  جنبشی  انرژی  استهلاک  نرخ  و  آشفته،  جنبشی  انرژی 

روابط 4 و 5، نشان داده شده اند:
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ε استهلاک انرژی جنبشی  k انرژی جنبشی آشفته و  در روابط فوق، 
tµ یا همان لزجت آشفته، از رابطه 6 به دست می آید. آشفته است. متغیر 
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با توجه به فرضیات بوزینسک، مولفه های متقارن تانسور تنش رینولدز 
جریان، از روابط 7 تا 9 محاسبه می شوند:

(7)
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واضح است که هر چه مقدار باقی مانده معادلات انتقال فوق به صفر نزدیک تر 
باشند، دقت میدان های به دست آمده، افزایش می یابد. لذا مقدار باقی مانده 
هریک از معادلات، پس از حل عددی، مورد بررسی قرار می گیرند. با حل پنج 
معادله فوق، پنج متغیر شامل، سرعت جریان در دو جهت، فشار استاتیکی، 
انرژی جنبشی آشفته و استهلاک انرژی جنبشی آشفته، به دست خواهند آمد. 
با توجه به اینکه متغیر فشار استاتیکی جریان، تنها در دو معادله انتقال ظاهر 
شده  است )ناویر استوکس(، حساسیت میدان فشار در روند حل عددی، دو 

چندان می باشد. سایر متغیرها، در اکثر معادلات انتقال، حضور دارند.

هندسه میدان محاسباتی و خواص فیزیکی سیال- 3
درپوش  با  حفره  مشهور  شکل  مربع  بعدی  دو  میدان  جریان،  هندسه 
متحرک می باشد. شرایط مرزی مدل، مشتمل بر چهار مرز دیواره مربع بوده 
با  فوقانی(  )دیواره  مرز  یک  و  صلب  دیواره  مرز  سه  مرز،  چهار  این  از  که 
مقدار  و   0/5  m×0/5  mمیدان ابعاد  می شود.  گرفته  نظر  در  ثابت  سرعت 
اعداد رینولدز جریان، با توجه به سرعت های مختلف مرز دیواره فوقانی در 
، شامل 105×2/5، 105×5، 106، 106×2 و 106×5/5 می باشند.  1x راستای 
، برابر صفر  2x 1x و  در سه مرز دیواره ثابت، میدان سرعت در دو راستای 

فوقانی  دیواره  مرز  در   1u مولفه سرعت  است.  برقرار  لغزش  عدم  و شرط 
برابر صفر می باشد.  نیز  دیواره متحرک  مرز   2u مولفه  و  متغیر  و  غیرصفر 
معادلات  از  دیواره،  مرزی  شرایط  در  استاتیکی  فشار  میدان  محاسبه  برای 
مولفه های  از  برخی  بدیهی  است که  استفاده می شود.  و 2  انتقال شماره 1 
عمودی  مولفه های  و  بوده،  صفر  مذکور،  انتقال  معادلات  جملات  مماسی 
قرار  استفاده  استاتیکی در مرز دیواره، مورد  آن، جهت تخمین میدان فشار 
ε ، طی روابط 10 و  k و  می گیرند. شرایط مرزی دیواره برای دو میدان 

11 مشخص گردیده اند:
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رابطه 11،   برابر 0/4187 است. در  و  ثابت فون کارمن   ،  κ که در آن 
فاصله نزدیک ترین مرکز حجم کنترل )در روش حجم محدود( یا گره )در 
روش چند ربعی( تا مرز دیواره مجاور آن می باشد. تعداد 36 )6×6( و 121 
)11×11( نقطه )برای تعریف تابع تخمین چند ربعی(، با آرایش ساختار یافته 
و توزیع یکنواخت در داخل میدان و روی مرزها، در نظر گرفته شده است. 
نحوه توزیع نقاط داخل میدان در سرعت همگرایی و دقت پاسخ ها تاثیرگذار 
است. در این زمینه پژوهش های متعددی انجام شده و در حال انجام است 
]28[. هدف از به کارگیری دو دسته از مجموعه نقاط، بررسی و ارزیابی اثر 
تغییرات تعداد نقاط، در روند محاسبات عددی مورد نظر است. در شکل 1، 

آرایش و شماره گذاری دامنه های 36 و 121 نقطه ای نشان داده شده است.
سیال مورد استفاده، دارای چگالی 998 کیلوگرم بر متر مکعب و لزجت 
دینامیکی آن 0/001 پاسکال در ثانیه بوده و تراکم ناپذیر فرض می شود. سیال 
مذکور، به  صورت هم دما تحلیل شده و از فرآیندهای انتقال حرارت در دامنه 

محاسباتی سیال، صرف نظر می شود.

معادلات انتقال با جایگذاری توابع پایه شعاعی چند ربعی-  
به منظور حل دستگاه معادلات به  روش توابع پایه شعاعی، لازم است 
تمامی معادلات حاکم میدان های محاسباتی جریان، در ترکیب با تابع پایه 
شعاعی چند ربعی بازنویسی شوند. در روابط 12 تا 16 تعریف متغیرهای میدان 



نشریه مهندسی عمران امیرکبیر، دوره 53، شماره 12، سال 1400، صفحه 5325 تا 5356

5330

در شکل تابع چند ربعی نشان داده شده است. در این روابط n، تعداد نقاط 
دامنه )36 و c ،)121 متغیر شکل است که باید مقدار بهینه آن در نظر گرفته 
λ ضرائب مجهولی است که با حل دستگاه معادلات جبری حاصله  شود و  
از ارضاء معادلات حاکم در نقاط داخلی و اعمال شرایط مرزی بر روی نقاط 

مرزی میدان به دست خواهند آمد ]11[.
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جهت  دو  به  نسبت  دوم  و  اول  مرتبه  مشتقات  آوردن  دست  به  برای 
محوری، متغیرهای فوق مشتق گیری می شوند. پس از مشتق گیری های لازم، 
انتقال 1 تا 5 جایگذاری  معادلات چند ربعی به دست آمده، در پنچ معادله 
شده و دستگاه معادلات حاکم چند ربعی را تشکیل می دهند. همچنین با توجه 
ثابت و  دیواره های  پیرامون شرایط مرزی  ارائه شده  روابط  و  به توضیحات 
متحرک، دسته معادلات شرایط مرزی نیز تولید می شوند. 25 جمله از مجموع 
34 عبارت معادلات انتقال 1 تا 5 مورد استفاده در دامنه محاسباتی، غیرخطی 
است. همچنین وجود مشتقات مرتبه دوم در اکثر عبارات معادلات مذکور، 
حال،  این  با  می نمایند.  پیچیده  بسیار  را  جریان  میدان های  محاسبات  روند 
وجود کوچک ترین نوسانات در روند حل دسته معادلات گسسته سازی شده 
چند ربعی، می تواند باعث بروز خطا در نتایج به دست آمده گردد. لذا جهت 
جلوگیری از رشد نوسانات مذکور، از محدود کننده های شیب، در مجاورت 
شرایط مرزی دیواره هایی که گرادیان میدانی زیادی دارند، استفاده شده است. 
این محدود کننده های شیب، با توجه به مقدار گرادیان هر میدان جریان، در 
جملات غیرخطی معادلات 1تا 5 ضرب شده است تا اثرات رشد نوسانات حل 

را کنترل و نتایج را با دقت بالاتری محاسبه نمایند.

 

 
 همراه مرزهای دیواره ای، بهنقطه 121ای و نقطه 63. دامنه محاسباتی 1شکل 

Figure 1. Computational domains of 36 and 121 nodes with wall boundary conditions 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل  . دامنه محاسباتی 36 نقطه ای و  2  نقطه ای، به  همراه مرزهای دیواره

Fig. 1. Computational domains of 36 and 121 nodes with wall boundary conditions
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حل عددی معادلات حاکم در شکل چند ربعی- 5
هدف اصلی محاسبات، اولًا حل دسته معادلات جبری غیرخطی، و ثانیاً 
یافتن ترکیبی مناسب و بهینه از متغیر شکل c و مجموعه λ است. با یافتن 
ترکیبی بهینه از متغیرهای مذکور، می توان پاسخ ها را در میدان های مختلف 
طبعا  معادلات،  در  غیرخطی  عبارات  وجود  به  دلیل  آورد.  دست  به  سیال 
بهره جست.  استخراج جواب ها،  برای  از روش های سعی و خطا  می بایست 
لذا از یک الگوریتم سعی و خطا، برای حل دستگاه معادلات حاکم روش چند 
ربعی استفاده می شود. از طرفی فراوانی تعداد جملات غیرخطی در معادلات 
می دهد.  افزایش  را  شده  حدس  زده   مقادیر  به  الگوریتم  حساسیت  انتقال، 
بنابراین، برای کاهش هزینه زمانی محاسبات سعی و خطا، بر اساس تجربه و 
محدوده رفتاری جریان، مقادیر اولیه متغیرها در نظر گرفته و از پیش تعریف 
می گردد. حدس های اولیه خارج از مقادیر مورد انتظار، مدت زمان محاسبات 
افزایش  به  صورت چشم گیری  زیاد،  نقاط  با  دامنه  برای  علی الخصوص  را، 
 c می دهد. نکته مهم در پژوهش حاضر، بررسی استقلال مقادیر متغیر شکل
از اعداد رینولدز، و وابستگی قابل پیش بینی مجموعه λ، با الگوهای مشخص 
است. به عبارت دیگر با ثابت در نظر گرفتن مقادیر متغیر شکل c و محاسبه 
میدان  پنج  آن،  کمک  به   که  آورد  دست  به  الگویی  می توان   ،λ مجموعه 
مختلف جریان در سایر اعداد رینولدز داخل بازه 105×2/5 الی 106×5/5 ، با 
دقت مطلوبی قابل پیش بینی باشند. لذا رویکرد این الگوریتم، با اعمال فرض 
مذکور، تنظیم شده است. معادلات انتقال 1 تا 5 در شکل ترکیب چند ربعی 
طی روابط 17 تا 21 به نمایش درآمده  است. برای استفاده از الگوریتم سعی 
و خطای مورد نظر، ابتدا تعدادی از متغیرهای میدانی برگزیده و مقادیر آن ها 
به  عنوان حدس اولیه وارد معادلات چند ربعی می شوند و تمامی پنج معادله 
انتقال را، شبه خطی می کنند و لذا یک دستگاه معادلات جبری خطی ایجاد 
S بوده که به  ترتیب، سرعت  + +η و   ، 2u +  ، 1u + می گردد. متغیرها شامل 
،  لزجت دینامیکی آشفته و نرخ متوسط تانسور کرنش  2x 1x و  در راستای 
Ψ نیز ضریب محدود کننده گرادیان است که  ) می باشند.  )2 ij ijS S

جهت کنترل نوسانات حل ناشی از شیب زیاد برخی میدان های جریان، در 
نقاط تحت تاثیر دیواره اعمال می گردد. در نقاطی که شیب میدان های سرعت 
ψ برابر با یک  به گونه ای است که در روند حل نوسان ایجاد نمی کنند، مقدار 
در نظر گرفته می شود. جهت ایجاد متغیرهای خطی ساز در معادلات انتقال 
انرژی جنبشی آشفته، و استهلاک انرژی جنبشی آشفته، از معادلات 6 تا 9 

نیز به همراه معادلات 1 تا 5 استفاده شده  است.
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ψ که در معادلات 17 تا 21 به کار رفته اند مطابق جدول زیر  ضرائب 
مربوط به هر یک از جملات مشتق در معادلات مذکور می باشند:

سپس مقادیر مختلف متغیر شکل c، در بازه ای مشخص، برای هر یک از 
میدان های جریان، اختصاص می یابند. با تشکیل دستگاه معادلات و حل آن، 
مقادیر مجموعه λ نیز محاسبه گردیده و در نهایت میدان های جریان محاسبه 
می شوند. متغیرهای مجهول به دست آمده از حل دستگاه معادلات جبری، با 
حدس اولیه مقایسه شده و در صورتی که ضریب نش-ساتکلیف آن ها در کل 
نقاط دامنه، بالاتر از 90 درصد باشد، به  عنوان پاسخ مد نظر قرار می گیرند. 
همچنین پنج متغیر میدان جریان و مشتقات مرتبه اول آن ها نیز، با نتایج به 
از روش حجم محدود، مورد مقایسه قرار می گیرند. در صورتی  دست آمده 

که ضرایب نش-ساتکلیف آن ها کمتر از 90 درصد باشد، متغیر شکل c در 
نظر گرفته شده درون بازه، تغییر داده می شود تا شرط مذکور ارضاء گردد. 
تحت شرایطی که مقدار ضریب مذکور ارضاء نشود، مجدداً مقادیر جدیدی از 
متغیرهای اولیه حدس زده شده و مراحل محاسبات از ابتدا تکرار می شوند. 
همچنین مقادیر باقی مانده هر یک از معادلات 17 الی 21 نیز برای هر نقطه، 
به  عنوان معیار دقت محاسبات، مورد ارزیابی قرار می گیرند و هر چه مقادیر 
بالاتری  دقت  آمده  به دست  پاسخ های  باشند  نزدیک تر  به صفر  باقی مانده 
محاسبه  شده  میدان های  نش-ساتکلیف  ضرایب  بنابراین،  داشت.  خواهند 
معیار همگرایی  توامان  معادلات حاکم،  باقی مانده  مقادیر  به  همراه  جریان، 
هستند. پس از ارضاء شروط همگرایی و به دست آمدن متغیر شکل c بهینه، 
محاسبات  در  می شود.  تکرار  مجدداً  متفاوتی  رینولدز  عدد  محاسبات برای 
 λ ثابت در نظر گرفته  شده و تنها مقادیر مجموعه c جدید مقدار متغیر شکل
و متعاقباً میدان های متغیر جریان، ارزیابی می شوند. همانطور که بیان شد، دو 
معیار ضریب نش-ساتکلیف و خطای جذر میانگین مربعات نسبی به  عنوان 
معیار ارزیابی دقت محاسبات، به کار گرفته شده اند. ضریب نش-ساتکلیف 
درجه ارتباط بین متغیرهای میدان محاسباتی روش چند ربعی با نتایج روش 
حجم محدود را نشان می دهد. بازه این ضریب از ∞- تا یک است، و هر 
چه به یک نزدیک تر باشد، میزان ارتباط دو روش مذکور، بیشتر خواهد بود. 
با توجه به دامنه بسیار زیاد این ضریب، ارزیابی میزان دقت نتایج، با وضوح 
تعریف  زیر  به صورت  ساتکلیف1  رابطه نش-  می شود.  امکان پذیر  بیشتری 

شده است:
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1  Nash-Sutcliffe

جدول  . ضرائب محدود کننده مربوط به هر یک از عبارت در معادلات پنج گانه

Table 1. Gradiant limiter coefficients for different terms in five transport equations
. ضرائب محدود کننده مربوط به هر یک از عبارت در معادلات پنج گانه1جدول 

Table 1. Gradiant limiter coefficients for different terms in five transport equations 
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φ هر یک از پنج متغیر میدان جریان بوده و n برابر با 36  در رابطه فوق 
و 121 است. همچنین درصد خطای جذر میانگین مربعات نسبی1 به صورت 

زیر تعریف شده است ]29[:

(23)
 

اندیس های FVM و MQM به ترتیب مربوط به روش های احجام 
محدود و چند ربعی هستند.

1  Relative Root Mean Square Error
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تحلیل6و6ارزیابی6نتایج-6 
نتایج تحلیل عددی به  روش تابع پایه شعاعی چند ربعی در قالب مقایسه 
استاتیکی،  فشار   ،x2 و   x1 راستای  دو  در  سرعت  کانتورهای  و  پروفیل ها 
انرژی جنبشی آشفته و استهلاک انرژی جنبشی آشفته، و همچنین مقادیر 
داده  نشان   نسبی،  مربعات  میانگین  جذر  و خطای  ساتکلیف  نش-  ضرایب 
شده اند. نتایج مذکور با توجه به شماره گذاری بیان شده در شکل شماره 1، 
مشخص گردیدند. برای بررسی هر چه بهتر نتایج به دست  آمده، پروفیل های 
پنج میدان جریان، به  همراه مشتقات مرتبه اول آن ها نسبت به محور x1 و 
x2  نیز، به  نمایش درآمده اند. بررسی پنچ میدان جریان، به  همراه دو مشتق 

مرتبه اول آن ها، میزان دقت در تخمین متغیرهای شکل c بهینه و مجموعه 
نشان  را  جریان  میدان های   ،11 الی   2 شکل های  می دهد.  افزایش  را،   λ

 

 
 ، روش چند ربعی و روش حجم محدود1u. سرعت 2شکل 

velocity in MQ and FV methods 1Figure 2. u 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

شکل 2. سرعت u1، روش چند ربعی و روش حجم محدود       

Fig. 2. u1 velocity in MQ and FV methods  

 
 

 ، روش چند ربعی و روش حجم محدود 2u. سرعت 6شکل 
velocity in MQ and FV methods 2Figure 3. u 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

شکل 3. سرعت u2 ، روش چند ربعی و روش حجم محدود

Fig. 3. u2 velocity in MQ and FV methods           
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 ، روش چند ربعی و روش حجم محدودفشار استاتیکی. 4کل ش

d FV methods     Figure 4. Static pressure in MQ and FV methods 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

شکل 4. فشار استاتیکی، روش چند ربعی و روش حجم محدود                 

Fig. 4. Static pressure in MQ and FV methods

 
 

 ، روش چند ربعی و روش حجم محدودانرژی جنبشی آشفته. 5کل ش
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

شکل 5. انرژی جنبشی آشفته، روش چند ربعی و روش حجم محدود

Fig. 5. Turbulence kinetic energy in MQ and FV methods

 
 ، روش چند ربعی و روش حجم محدوداستهلاک انرژی جنبشی آشفته. 3شکل 

Figure 6. Turbulence kinetic energy dissipation in MQ and FV methods 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

شکل  . استهلاک انرژی جنبشی آشفته، روش چند ربعی و روش حجم محدود

Fig. 6. Turbulence kinetic energy dissipation in MQ and FV methods
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 ، روش چند ربعی و روش حجم محدود 2xو  1xمحورهای نسبت به  1u. مشتقات اول سرعت 7شکل 
in MQ and FV methods2 and x 1respect to x 1Figure 7. 1st derivatives of u 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

شکل 7. مشتقات اول سرعت u1 نسبت به محورهای x1 و  x2، روش چند ربعی و روش حجم محدود

Fig. 7. 1st derivatives of u1 respect to x1 and x2 in MQ and FV methodss
 

 

 
 ، روش چند ربعی و روش حجم محدود 2xو  1xمحورهای نسبت به  2uمشتقات اول سرعت . 8شکل 

in MQ and FV methods2 and x 1respect to x 2Figure 8. 1st derivatives of u 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

شکل 8. مشتقات اول سرعت u2 نسبت به محورهای x1 و  x2، روش چند ربعی و روش حجم محدود

Fig. 8. 1st derivatives of u2 respect to x1 and x2 in MQ and FV methodss
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 ، روش چند ربعی و روش حجم محدود 2xو  1xمحورهای نسبت به  مشتقات اول فشار استاتیکی. 9شکل 
in MQ and FV methods2 and x 1Figure 9. 1st derivatives of static pressure respect to x 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

شکل 9. مشتقات اول فشار استاتیکی نسبت به محورهای x1 و  x2، روش چند ربعی و روش حجم محدود

Fig. 9. 1st derivatives of static pressure respect to x1 and x2 in MQ and FV methods

 

 

 
 

 ، روش چند ربعی و روش حجم محدود 2xو  1xمحورهای نسبت به  مشتقات اول انرژی جنبشی آشفته. 11شکل 
in MQ and FV methods2 and x 1Figure 10. 1st derivatives of turbulence kinetic energy respect to x 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

شکل 0 . مشتقات اول انرژی جنبشی آشفته نسبت به محورهای x1 و  x2، روش چند ربعی و روش حجم محدود

Fig. 10. 1st derivatives of turbulence kinetic energy respect to x1 and x2 in MQ and FV methods
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 ، روش چند ربعی و روش حجم محدود 2xو  1x محورهاینسبت به  مشتقات اول استهلاک انرژی جنبشی آشفته. 11شکل 

in MQ and FV methods2 and x 1Figure 11. 1st derivatives of turbulence kinetic energy dissipation respect to x 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل   . مشتقات اول استهلاک انرژی جنبشی آشفته نسبت به محورهای x1 و  x2، روش چند ربعی و روش حجم محدود

Fig. 11. 1st derivatives of turbulence kinetic energy dissipation respect to x1 and x2 in MQ and FV methods
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می دهند. نمودارهای مذکور، از معادلات تحلیل  شده در دامنه محاسباتی 36 
نقطه ای هستند. این نمودارها، به  عنوان نمونه، به ازای عدد رینولدز 106×5/5 

نمایش داده شده اند.
نتایج  بودن  قبول  قابل  نشان دهنده  میدان های جریان،  نمودار  مقایسه 
روش به کار رفته است. همان گونه که مشخص است، در غالب متغیرهای 
میدان جریان، روش تابع پایه شعاعی چند ربعی، کاملًا با بنچ  مارک روش 
حجم محدود، منطبق گردیده است. در برخی از نمودارها که بروز برخی از 
نوسانات حل، در میدان های جریان مشاهده می شود عمدتا به  علت محدود 
نشدن شار جریان در پاره ای از نقاط دامنه است. در روش حجم محدود، این 
شده  کنترل  شار،  کننده  محدود   مختلف  روش های  از  استفاده  با  مشکلات 
عددی  روش حل  نوسانات  از  عاری  امکان،  حد  تا  دست  آمده،  به  نتایج  و 
اما به کارگیری مستقیم چنین محدود کننده هایی در روش عددی  هستند. 
چند ربعی، با توجه به تفاوت مبنایی روش حل )عدم گسسته سازی میدان( 
و پیچیدگی های خاص آن، به  آسانی امکان پذیر نیست. اما با توجه به نتایج 

و میزان دقت روش به کار رفته، مقدار این نوسانات، قابل پذیرش به نظر 
دو  رنگی  کانتورهای  قالب  در  نقطه ای،   121 دامنه  تحلیل  نتایج  می رسند. 
 بعدی به  نمایش درآمده اند. این کانتورها، شامل میدان های جریان، و مشتقات 
بیشتر  دلیل  به   می باشند.   x2 و   x1 محورهای  به  نسبت  آن ها  اول  مرتبه 
بودن تعداد نقاط این دامنه، نتایج به صورت کانتورهای رنگی دو بعدی و در 

شکل های 12 تا 16 نشان داده شده اند.
 نتایج به دست آمده از حل معادلات به روش عددی چند ربعی، در دامنه 
36 و 121 نقطه ای، مورد ارزیابی قرار گرفتند. در جدول 2، مقادیر ضرایب 
نش- ساتکلیف و خطای جذر میانگین مربعات نسبی محاسبه  شده از رابطه 
22، برای میدان های مختلف جریان، در دو دامنه 36 و 121 نقطه ای و اعداد 
رینولدز گوناگون در مقایسه با نتایج روش احجام محدود، به  نمایش گذاشته 
 است. با توجه به ضرایب به  دست آمده، دقت نتایج مطلوب به نظر می رسد. 
داده و می توان  پذیرش نشان  قابل   را  مقادیر ضرایب مذکور، روش تحلیل 
از آن برای محاسبه مقادیر متغیر شکل c و مجموعه λ، در ادامه پژوهش 

 

 

 

 
 و مشتقات مرتبه اول آن، روش چند ربعی و روش حجم محدود 1uنمودار سرعت . 12شکل 

velocity and its first derivatives in MQ and FV methods 1Figure 12. u 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

شکل 2 . نمودار سرعت u1 و مشتقات مرتبه اول آن، روش چند ربعی و روش حجم محدود

Fig. 12. u1 velocity and its first derivatives in MQ and FV methods
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 و مشتق مرتبه اول آن، روش چند ربعی و روش حجم محدود 2uسرعت . 16شکل 

velocity and its first derivatives in MQ and FV methods 2Figure 13. u 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

شکل 3 . سرعت u2 و مشتق مرتبه اول آن، روش چند ربعی و روش حجم محدود

Fig. 13. u2 velocity and its first derivatives in MQ and FV methods
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 و مشتق مرتبه اول آن، روش چند ربعی و روش حجم محدود فشار استاتیکی. 14شکل 

Figure 14. Static pressure and its first derivatives in MQ and FV methods 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

شکل 14. فشار استاتیکی و مشتق مرتبه اول آن، روش چند ربعی و روش حجم محدود

Fig. 14. Static pressure and its first derivatives in MQ and FV methods
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 و مشتق مرتبه اول آن، روش چند ربعی و روش حجم محدود کانتورهای انرژی جنبشی آشفته. 15شکل 

Figure 15. Turbulence kinetic energy and its first derivatives in MQ and FV methods 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

شکل 15. کانتورهای انرژی جنبشی آشفته و مشتق مرتبه اول آن، روش چند ربعی و روش حجم محدود

Fig. 15. Turbulence kinetic energy and its first derivatives in MQ and FV methods
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 د. استهلاک انرژی جنبشی آشفته و مشتق مرتبه اول آن، روش چند ربعی و روش حجم محدو13شکل 
Figure 16. Turbulence kinetic energy dissipation and its first derivatives in MQ and FV methods 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل  1. استهلاک انرژی جنبشی آشفته و مشتق مرتبه اول آن، روش چند ربعی و روش حجم محدود

Fig. 16. Turbulence kinetic energy dissipation and its first derivatives in MQ and FV methods
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حاضر، استفاده نمود. مطابق آنچه در فرضیات تحقیق نیز بیان شد، مقادیر 
متغیر شکل c در هیچ یک از میدان های جریان، تابعی از اعداد رینولدز نبوده 
و مقادیر مجموعه λ، دارای الگویی قابل پیش بینی هستند. در جدول شماره 
3، مقادیر مختلف متغیر شکل c، برای میدان های مختلف جریان، در تعداد 

نقاط دامنه 36 و 121 نشان داده شده است.
چنان که در جدول 3 ملاحظه می شود، مقادیر متغیر شکل c با وجود 
استقلال  فرضیه  اولًا  نتیجه  این  می باشند.  ثابت  کاملًا  رینولدز،  عدد  تغییر 
که  می کند  تقویت  را  احتمال  این  ثانیاً  و  می کند،  تایید  را   c شکل  متغیر 
 c می توانند قابل پیش بینی باشند. مقادیر متغیرهای شکل λ مقادیر مجموعه
میدان های u2 ، u1 و Ɛ، با تغییر تعداد نقاط دامنه، تغییر می کنند اما دو میدان 
فشار استاتیکی و انرژی جنبشی آشفته جریان، از این روند تبعیت نمی نمایند. 
این دو حالت پیش  آمده، محل بحث دارد. تشابه دو میدان فشار استاتیکی و 
انرژی جنبشی آشفته در پارامتر c، نشان می دهد که عملکرد آن ها در روند 

حل عددی معادلات انتقال، می بایست به یکدیگر نزدیک باشند. اما از طرفی، 
ارزیابی قرار  رفتار مجموعه λ متناظر با دو میدان مورد نظر، نیز باید مورد 
گیرد. سایر میدان های جریان، دارای پارامترهای c متفاوت از یکدیگر بوده و 
با تغییرات تعداد نقاط دامنه، تغییرپذیرند. این تغییرپذیری، روندی طبیعی، در 
محاسبات متغیرهای شکل c را نشان داده و نتیجه مطالعات و پژوهش های 
گذشته نیز، موید همین مطلب بوده  است. مقادیر مجموعه λ محاسبه  شده 
قابل  آن ها،  رفتاری  ساختار  که  می دهند  نشان  جریان،  میدان  پنج  هر  در 
پیش بینی هستند. مزیت این پیش بینی در آن است که با ثابت بودن مقادیر 
متغیرهای شکل c و با قابلیت پیش بینی مجموعه λ با تغییرات عدد رینولدز، 
داخل  رینولدز  اعداد  سایر  در  جریان،  مجهول  میدان های  تمامی  می توان 
بازه مورد پژوهش را، به دست آورد. کافی است، مجموعه متغیر شکل c و 
مجموعه λ در فرمول بندی روش چند ربعی به کار گرفته شوند تا میدان های 
جریان در اعداد رینولدز دلخواه داخل بازه، محاسبه گردند. در حقیقت، فرضیه 
استقلال متغیر شکل c از اعداد رینولدز، اثر پیش بینی پذیری را، بر مجموعه 
رابطه مشخص و  استقلال متغیر مذکور،  با فرض عدم  اعمال می نماید.   λ
قابل پیش بینی برای مجموعه λ به دست نمی آید. برای به دست آوردن توابع 
پیش بین، ابتدا بزرگ ترین و کوچک ترین مقادیر مجموعه λ  برای هر میدان 
را یافته، و سپس آن مجموعه را به  صورت نرمال تبدیل می نماییم. شکل های 
الی 21، نشان  دهنده مقادیر مجموعه λ نرمال شده برای دامنه 36 و   17
121 نقطه ای هستند. این شکل ها نشان می دهند که علی رغم تفاوت مقادیر 
در صورت  مختلف،  رینولدز  اعداد  در  جریان  میدان  متغیرهای   λ مجموعه 
نزدیک  بسیار  به  یکدیگر  نقطه  به  نقطه،  متناظر  مقادیر  آن ها،  نرمال شدن 

جدول 3. مقادیر مختلف متغیر شکل c برای متغیرهای جریان در 
میدان های 36 و  2  نقطه ای

Table 3. Shape parameter values of flow parameters in 
36 and 121 nodes domains

اینقطه 121و  63های برای متغیرهای جریان در میدان c. مقادیر مختلف متغیر شکل 6جدول 

Table 3. Shape parameter values of flow parameters in 36 and 121 nodes domains 
 

 u1 u2 p k Ɛ نقاط

63 11/0  07/0  2 2 1
121 99/0  99/0  2 2 9/0 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

جدول 2. مقادیر مختلف ضریب نش- ساتکلیف و خطای جذر میانگین مربعات نسبی برای میدان های جریان در میدان های 36 و  2  نقطه ای

Table 2. Nash-Sutcliffe and RRMSE error criteria for flow parameters in 36 and 121 nodes domains

 
 اینقطه 121و  63های های جریان در میدانساتکلیف و خطای جذر میانگین مربعات نسبی برای میدان -. مقادیر مختلف ضریب نش2جدول 

Table 2. Nash-Sutcliffe and RRMSE error criteria for flow parameters in 36 and 121 nodes domains 
 

تعداد  
 نقاط

u1 
du1/
dx1 

du1/
dx2 

u2 
du2/
dx1 

du2/
dx2 

p dp/ 
dx1 

dp/ 
dx2 

k dk/ 
dx1 

dk/ 
dx2 

Ɛ dƐ/ 
dx1 

dƐ/ 
dx2 

N-S 
63 79/0  79/0  77/0  79/0  77/0  79/0  79/0  77/0  79/0  77/0  79/0  77/0  79/0  79/0  79/0 

121 79/0  79/0  77/0  90/0  77/0  79/0  79/0  77/0  77/0  79/0  79/0  77/0  79/0  79/0  77/0 

RRMSE 
63 21/2%  99/0%  19/0%  79/0%  17/0%  29/2%  99/0%  19/0%  99/0%  1/0%  19/0%  29/0%  92/0%  79/0%  19/0%  
121 97/0%  99/0%  22/0%  99/0%  099/0%  99/0%  09/0%  09/0%  09/0%  1/0%  29/0%  099/0%  19/0%  99/0%  22/0%  
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 اینقطه 121و  63 در دامنه 1uبرای میدان سرعت  λ مقادیر. 17شکل 

velocity in 36 and 121 nodes 1Figure 17. λ values for u 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

شکل 7 . مقادیر λ برای میدان سرعت u1 در دامنه 36 و  2  نقطه ای

Fig. 17. λ values for u1 velocity in 36 and 121 nodes

 

 
 اینقطه 121و  63 در دامنه 1uبرای میدان سرعت  λ مقادیر. 17شکل 

velocity in 36 and 121 nodes 1Figure 17. λ values for u 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

شکل 8 . مقادیر λ برای میدان سرعت u2 در دامنه 36 و  2  نقطه ای

Fig. 18. λ values for u2 velocity in 36 and 121 nodes
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 اینقطه 121و  63دامنه فشار استاتیکی در برای میدان  λمقادیر . 19شکل 
Figure 19. λ values for static pressure field in 36 and 121 nodes 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

شکل 9 . مقادیر λ برای میدان فشار استاتیکی در دامنه 36 و  2  نقطه ای

Fig. 19. λ values for static pressure field in 36 and 121 nodes

 

 

 
اینقطه 121و  63دامنه جنبشی آشفته در  برای میدان انرژی λمقادیر . 21شکل 

Figure 20. λ values for turbulence kinetic energy field in 36 and 121 nodes 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

شکل 20. مقادیر λ برای میدان انرژی جنبشی آشفته در دامنه 36 و  2  نقطه ای

Fig. 20. λ values for turbulence kinetic energy field in 36 and 121 nodes
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 اینقطه 121و  63دامنه استهلاک انرژی جنبشی آشفته در برای میدان  λ. مقادیر 21شکل 

Figure 21. λ values for turbulence kinetic energy dissipation field in 36 and 121 nodes 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل  2. مقادیر λ برای میدان استهلاک انرژی جنبشی آشفته در دامنه 36 و  2  نقطه ای

Fig. 21. λ values for turbulence kinetic energy dissipation field in 36 and 121 nodes
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خواهند شد. این نزدیکی به  اندازه ای است که می توان آن ها را، برابر در نظر 
گرفت. برابری مذکور، مقدمه یافتن تابع پیش بینی  کننده مجموعه λ، برای 
هر کدام از میدان های جریان است. در صورتی که مقادیر مجموعه λ نرمال 
نشوند، تناظر، برابری و روندی قابل پیش بینی در آن ها مشاهده نخواهد شد.

آن ها  میدان جریان، می توان  برای هر   λ داشتن مجموعه  اختیار  در  با 
 λ را برای سایر اعداد رینولدز داخل بازه نیز یافت. مقادیر حداکثر و حداقل
هر میدان جریان، در هر عدد رینولدز، مشخص شده  است. تغییرات این دو 
میدان های  به تک تک  توجه  با  و  رینولدز،  اعداد  با  مقدار حداقل و حداکثر، 
به  صورت چند  و  بوده،  با ضریب همبستگی یک  توابعی  دارای  نظر،  مورد 
بازه تعریف  اعداد رینولدز مختلف داخل  با ورود  توابع  این  جمله ای هستند. 
شده )105×2/5 تا 106×5/5( به آن ها، مقادیر حداقل و حداکثر λ هر میدان 
مقادیر  نظر،  مورد  میدان  به  توجه  با  سپس  می نمایند.  مشخص  را  جریان 
مورد   λ مجموعه  و  گردیده،  خارج  شده  نرمال سازی  حالت  از   λ مجموعه 
میدان  هر  برای  محاسبه  شده   λ مجموعه  داشتن  با  می شود.  حاصل  نظر، 
در جدول  رینولدز  تغییرات عدد  از  c مستقل  متغیر شکل  مقادیر  و  جریان، 
شماره 3، می توان متغیرهای مورد نظر را به دست آورد. متغیرهای مذکور، 
مستقیماً از معادلات 12 الی 16 در بازه پیوسته ای از اعداد رینولدز، محاسبه 
می شوند. لازم به توضیح است که به  دلیل بزرگی اعداد رینولدز موجود در 
بازه 105×2/5 الی 106×5/5، از پارامتر سرعت دیواره متحرک معادل با عدد 
رینولدز مورد نظر )U(، به  عنوان ورودی روابط پیش بین، استفاده می شود. 
توابع و ضرایب مذکور، در جداول 3 و 4 نشان داده شده اند. همچنین چند 
جمله ای های درجه دوم و درجه سوم وابسته به سرعت دیواره متحرک معادل 

با عدد رینولدز، طی روابط 24 و 25، به  نمایش درآمده اند.
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3a مقادیر ثابتی هستند که به دست خواهد  0a تا  که در آن ضرائب 
آمد. برای بررسی دقت پیش بینی روابط فوق در سایر اعداد رینولدز داخل بازه 
مورد نظر، محاسبات مربوطه انجام پذیرفت. این محاسبات بر پایه تعدادی از 
اعداد رینولدز مختلف بوده که با استفاده از معادلات 12 الی 16، میدان های 
جریان متناظرشان، به دست آمده اند. برای مقایسه میزان دقت نتایج حاصله، 

نتایج روش حجم محدود به عنوان بنچ  مارک، متناظر با همان اعداد رینولدز، 
به کار گرفته شدند. نمونه نتایج به دست آمده عدد رینولدز 106×3/5، برای 
میدان های سرعت جریان در دو جهت )u1, u2(، فشار استاتیکی )p(، انرژی 
جنبشی آشفته )k( و استهلاک انرژی جنبشی آشفته )Ɛ(، طی شکل های 22 
الی 26 به نمایش درآمده است. این شکل ها مربوط به یک میدان 36 نقطه ای 
می باشند. با توجه به ضرائب همبستگی به دست آمده در جداول 4 و 5، نتایج 
حاصله از پیش بینی، دارای دقت مطلوبی بوده، و مقادیر آن ها، مشابه با نتایج 

حاصل از تحلیل عددی چند ربعی است.    
همان گونه که در شکل ها مشاهده می شود، توابع پیش بینی  کننده مقادیر 
مجموعه λ برای متغیرهای جریان، به  همراه مقادیر متغیر c محاسبه  شده، 
دقت مناسبی را از خود نشان می دهند. سایر نمونه های محاسبه  شده با اعداد 
رینولدز دیگر نیز، موید نتایج مطلوب هستند. ضرایب نش-ساتکلیف بالای 
93 درصد، در مقایسه با بنچ  مارک های روش حجم محدود )نرم افرار انسیس 
فلوئنت(، گواه این موضوع می باشند. با عنایت به توضیحات و نتایج به دست 
آمده، می توان گفت که روش ارائه  شده جهت تحلیل عددی به  روش تابع 
نتیجه می دهد. همچنین  را  قبولی  قابل  ربعی، جواب های  پایه شعاعی چند 
فرض استقلال مقادیر متغیر c، در کنار الگوی های قابل پیش بینی مجموعه 
λ، نکات کلیدی در کاربرد روش عددی چند ربعی هستند. بنابراین می توان 
ربعی،  چند  روش  عددی  تحلیل  رفته، جهت  کار  به  محاسبات  مجموعه  از 

بهره جست.

مثال کاربردی- 1- 6
در این مثال یک جت مستغرق، واقع در یک بازشدگی ناگهانی با نسبت 
2 و عدد رینولدز 106×2 در نظر گرفته شده است. هندسه جریان شامل یک 
به  طول  ثانویه  به  طول یک متر، و قطر یک متر، و یک تونل  اولیه  تونل 
پنج متر و قطر دو متر می باشد. جریان از تونل اولیه با قطر کوچک تر، وارد 
نواحی چرخشی  و  پتانسیل جت  و هسته  بزرگ تر شده  قطر  با  ثانویه  تونل 
پیرامون آن را ایجاد می  نماید. میدان محاسباتی شامل 342 نقطه است که 
به صورت یکنواخت در دامنه توزیع شده اند. در شکل 27 محدوده مذکور با 
رنگ قرمز مشخص گردیده است. چگالی و لزجت دینامیکی سیال به ترتیب 
998/2 کیلوگرم بر متر مکعب و 0/001 پاسکال بر ثانیه است. بازشدگی های 
ناگهانی با نسبت های مختلف، نوعی مبدل انرژی جنبشی به انرژی استاتیکی 
و گرما هستند و در قسمت هایی از جریان که نیازمند افزایش فشار استاتیکی 
و یا استهلاک مقداری از انرژی جنبشی مد نظر باشد، می توان از بازشدگی 
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جدول 4. مقادیر مختلف ضرایب چند جمله ای معادلات 25 و 26، برای میدان های جریان در میدان 36 نقطه ای

Table 4. Polynomial coefficients of equations 25 and 26 for 36 nodes domain

اینقطه 63های جریان در میدان ، برای میدان23و  22ای معادلات ضرایب چند جمله مختلف. مقادیر 4 جدول

Table 4. Polynomial coefficients of equations 25 and 26 for 36 nodes domain 
 

 n a3 a2 a1 a0 R2 

λ u1 1حداکثر  - 2/909992×20-1 1/999999×201 979019/2-  2

λ u1 1حداقل  - -9/999991×20-9 -2/979291×201 9/99709×20-2 2

λ u2 1حداکثر  - -1/979919×20-9 091799/2  1/999799×20-2 2

λ u2 1حداقل  - 9/999917×20-9 909992/2-  -9/921929×20-2 2

λ p 9حداکثر  -7/091992×209 1/991999×2020 9/099999×2020 -2/909979×2020 2

λ p 9حداقل  7/990099×209 -1/999199×2020 -9/291799×2020 2/992901×2020 2

λ k 9حداکثر  -7/991191×209 1/792997×209 9/297999×209 -2/997979×209 2

λ k 9حداقل  2/009997×209 -9/099919×209 -9/199999×209 2/929991×209 2

λ ƐƐ 9حداکثر  1/992229×209 1/219909×207 -9/917997×207 1/992972×207 2

λ ƐƐ 9حداقل  -2/999791×209 -2/999919×207 9/179999×207 -2/709019×207 2

 
 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

جدول 5. مقادیر مختلف ضرایب چند جمله ای معادلات 25 و 26، برای میدان های جریان در میدان  2  نقطه ای

Table 5. Polynomial coefficients of equations 25 and 26 for 121 nodes domain

اینقطه 121های جریان در میدان ، برای میدان23و  22ای معادلات ضرایب چند جمله مختلف. مقادیر 2جدول 

Table 5. Polynomial coefficients of equations 25 and 26 for 121 nodes domain 
 

 n a3 a2 a1 a0 R2 

λ u1 1حداکثر  - -1/999997×209 2/909199×2020 1/997999×209 2

λ u1 1حداقل  - 9/999999×209 -2/999999×2020 -9/979992×209 2

λ u2 9حداکثر  9/17019×209 -9/999992×209 9/999992×2020 9/799299×207 2

λ u2 9حداقل  -9/999971×209 9/919927×209 -9/791999×2020 -9/997799×207 2

λ p 9 حداکثر -2/299999×2020 9/991999×2021 9/991999×2021 -2/999909×2021 2

λ p 9 حداقل 2/079999×2020 -9/992911×2021 -9/997099×2021 2/999979×2021 2

λ k 9 حداکثر -1/109019×209 9/990991×209 9/299092×209 -9/299909×209 2

λ k 9 حداقل 2/799997×209 -9/799299×209 -9/90091×209 1/929792×209 2

λ ƐƐ 9 حداکثر 2/710999×209 2/999992×207 -9/999999×207 1/209199×207 2

λ ƐƐ 9 حداقل -2/991099×209 -2/919992×207 9/999999×207 -1/091999×207 2
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                                                                     1u. کانتورهای سرعت 22شکل 
y contoursvelocit 1Figure 22. u 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  
 

u1 شکل 22. کانتورهای سرعت

Fig. 22. u1 velocity contours

 
 
 

 
  2u. کانتورهای سرعت 26شکل 

velocity contours                                                 2Figure 23. u 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

u2 شکل 23. کانتورهای سرعت

Fig. 23. u2 velocity contours
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                                                        . کانتورهای فشار استاتیکی24شکل 

Figure 24. Static pressure contours 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

شکل 24. کانتورهای فشار استاتیکی                                                            

Fig. 24. Static pressure contours

 
 
 

. کانتورهای انرژی جنبشی آشفته25شکل       
Figure 25. Turbulence kinetic energy contours                                    

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

شکل 25. کانتورهای انرژی جنبشی آشفته

Fig. 25. Turbulence kinetic energy contours       
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کانتورهای استهلاک انرژی جنبشی آشفته. 23شکل 

Figure 26. Turbulence kinetic energy dissipation contours 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل  2. کانتورهای استهلاک انرژی جنبشی آشفته

Fig. 26. Turbulence kinetic energy dissipation contours

 

 
 سازی عددی بازشدگی ناگهانیجهت مدل استفاده. ناحیه مورد 27شکل 

Figure 27. Computational domain of sudden expansion 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

شکل 27. ناحیه مورد استفاده جهت مدل سازی عددی بازشدگی ناگهانی

Fig. 27. Turbulence kinetic energy dissipation contours
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)نرم  دو روش حجم محدود  با  آمده  به دست  نتایج  نمود.  استفاده  ناگهانی 
افرار انسیس فلوئنت(، و چند ربعی، طی شکل های شماره 28 تا 30 نشان 
داده شده اند. اختلاف اندک بین نتایج دو روش طبعا با افزایش تعداد نقاط به 
سرعت کاهش می یابد. همچنین مقادیر ضریب نش- ساتکلیف و خطای جذر 
میانگین مربعات نسبی که در جدول 6 آورده شده اند حاکی از انطباق بسیار 

زیاد نتایج دو روش می باشد.

نتیجه گیری- 7
روش های بدون شبکه یکی از روش های جذاب و در حال توسعه برای 
حل معادلات حاکم بر پدیده های فیزیکی است که جهت احتراز از مشکلات 
شبکه بندی میدان محاسباتی معرفی شده است. کاربرد روش های پایه شعاعی 
برای حل معادلات حاکم بر سیال به دلیل تعدد معادلات حاکم و در نتیجه 
این  در  پیچیده تر خواهد شد.  آشفته  در جریان  ویژه  به  تعدد ضرائب شکل 

 

 
 در راستای جریان، روش چند ربعی و روش حجم محدود  سرعت. میدان 28شکل 

velocity in MQ and FV methods 1Figure 28. x 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

شکل 28. میدان سرعت در راستای جریان، روش چند ربعی و روش حجم محدود

Fig. 28. x1 velocity in MQ and FV methods

جدول  .مقادیر ضریب نش- ساتکلیف و خطای جذر میانگین مربعات نسبی برای متغیرهای جریان در دامنه بازشدگی ناگهانی

Table 6. Nash-Sutcliffe and RRMSE error criteria for flow parameters in the sudden expansion domain

 

 
 

و خطای جذر میانگین مربعات نسبی برای متغیرهای جریان در دامنه بازشدگی ناگهانی ساتکلیف -. مقادیر ضریب نش3جدول 

Table 6. Nash-Sutcliffe and RRMSE error criteria for flow parameters in the sudden expansion domain 
 

 u1 u2 p k Ɛ معیار

N-S 77/0  77/0  79/0  79/0  79/0 

RRMSE 01/0%  09/0%  002/0%  09/0%  09/0%  
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 سرعت در راستای عمود بر جریان، روش چند ربعی و روش حجم محدود میدان. 29شکل 

velocity in MQ and FV methods 2Figure 29. x 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

شکل 29. میدان سرعت در راستای عمود بر جریان، روش چند ربعی و روش حجم محدود

Fig. 29. x2 velocity in MQ and FV methods

 

  

 
 . میدان فشار استاتیکی جریان، روش چند ربعی و روش حجم محدود61شکل 

Figure 30. Static pressure in MQ and FV methods 
شکل 30. میدان فشار استاتیکی جریان، روش چند ربعی و روش حجم محدود

Fig. 30. Static pressure in MQ and FV methods
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پژوهش از روش پایه شعاعی چند ربعی برای حل جریان در حفره با درپوش 
متحرک مربعی )به ابعادm×0/5 m 0/5( که مهم ترین بنچ مارک معیار در 
روش های دینامیک سیالات محاسباتی است، استفاده گردید و دو آرایش از 
مجموعه نقاط منظم ساختار یافته، به تعداد 36 و 121 نقطه، مورد آزمون قرار 
گرفت. همچنین تحلیل برای پنج عدد رینولدز مختلف 105×2/5 ، 105×5 ، 
105×10 ، 106×2 و 106×5/5 انجام گردید. این مسئله در حالت دو بعدی، 

آشفته و پایدار دارای پنج معادله حاکم و لذا پنج ضریب شکل مستقل است. 
به  مناسب   λ ضرائب  مجموعه  و  شکل  ضرائب  یافتن  شرایطی  چنین  در 
ازای نقاط انتخاب شده چالشی جدی است. در این پژوهش روشی ابتکاری 
برای گزینش این ضرائب پیشنهاد شد که دقت و صحت آن با مقایسه نتایج 
آن با روش احجام محدود )نرم افرار انسیس فلوئنت(، با استفاده از ضرائب 
نش-ساتکلیف در حد 93 تا 99 درصد و معیار خطای جذر میانگین مربعات 
نسبی کمتر از یک درصد برای متغیرهای سرعت در دو جهت اصلی، فشار 
استاتیکی، انرژی جنبشی و استهلاک انرژی جنبشی نشان داده شد. همچنین 
فرضیه استقلال متغیرهای شکل c از اعداد رینولدز جریان تایید و نیز روابطی 
برای پیش بینی ضرائب λ مناسب به ازای ضرائب شکل معین معرفی و دقت 
بسیار بالای آن ها نشان داده شد. در پایان، روش مورد نظر برای حل مثالی 
با  نتایج آن  ارزیابی قرار گرفت که مقایسه  از یک بازشدگی ناگهانی، مورد 
نتایج روش حجم محدود حاکی از توانایی قابل قبول این روش عددی در 

حل معادلات حاکم جریان پایای آشفته دو بعدی بود.
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