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از زمان آغاز مدل سازي رخدادهاي فیزیکي توسط رایانه، روش اجزاء محدود یکي از ابزارهاي قوي براي حل عددي محدودة 
وسیعي از مسائل مهندسي بشمار مي رود. اما آنچه كه مسلم است هنوز به سوال اصلي تعیین مقدار دقیق خطاي ناشي از جزءبندي 
در تحلیل یك مسئله سازه اي با استفاده از روش اجزاء محدود معمولي، پاسخي داده نشده است و تقریباً هیچگونه ابزاري مبني 

بر مناسب بودن اندازه جزء بکار رفته و صحیح بودن نوع حل در دسترس كاربران وجود ندارد. 
در این مقاله تلاش شده است یك حل بسته براي المان هاي مثلثي سه گرهي به منظور برآورد خطاي ناشي از جزء بندي 
مسائل محیط هاي پیوسته جامد، به روش قانون بازیافت گرادیان و اصلاح وفقي از نوع نگارش h، ارائه شود. براساس حل بسته ارائه 

شده، امکان محاسبۀ خطاي ناشي از فرایند جزء بندي و نیز تشخیص مناسب بودن اندازه المان ها، میسر مي باشد.
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مقدمه-11
از زمان آغاز مدل سازي رخدادهاي فيزیكي توسط رایانه، روش اجزاء 
محدود یكي از ابزارهاي قوی براي حل عددي محدودة وسيعي از مسائل 
اجزاء  به  پيوسته  اجزاء محدود، محيط  مهندسي بشمار مي رود. در روش 
هندسي ساده تقسيم مي گردد و با توجه به ترتيب قرارگيري آنها در كنار 
سازگاري،  معادلات  و  بنيادي  روابط  تعادل،  معادلات  ارضاء  و  یكدیگر 
مجهولات مسئله به حساب می آیند. در مدل اجزاء محدود، وجود اشتباهات 
عددي در محاسبات منشاء اصلي نگراني بوده است. خطاهاي عددي یا 

محاسباتي از جمله خصایص اصلي اینگونه مدل سازي هاست.
یكي از اساسي ترین ضعف هاي روش اجزاء محدود، عدم آگاهي از 
مناسب بودن اندازه المان در تحليل مي باشد. در روش اجزاء محدود، تقریباً 
هيچگونه ابزاري مبني بر مناسب بودن اندازه المان بكار رفته و صحيح بودن 
نوع حل، در دسترس كاربران نيست و انتخاب اندازه المان بيشتر براساس 
توصيه هاي داده شده در این مورد صورت مي گيرد، بطوري كه در بعضي 
مواقع براساس توصيه هاي داده شده حجم مسئله بسيار بزرگ شده و بعضاً 

غيرممكن مي شود.
از ميزان  یكي دیگر از ضعف هاي روش اجزاء محدود، عدم اطلاع 
در  همچنين  مي باشد.  تحليل  روند  طول  در  جزء بندي  از  ناشي  خطاي 
نيست.  مشخص  ایجادشده  خطاي  مكاني  موقعيت  محدود،  اجزاء  روش 
برطرف نمودن  براي  توجهي  قابل  پيشرفت هاي  اخير شاهد  در سال هاي 
از  استفاده  روش ها  این  از  یكي  بوده ایم.  اجزاء محدود  روش  ضعف هاي 

روش هاي پس پردازنده هاي خطا و اصلاح وفقي است.
اجزاء  روش  در  خطا  پس پردازشگرهاي  موضوع  به  توجه  و  علاقه 
مسائل  براي حل   Rheinboldt و   Babuska از  ابداعي  كار  با  محدود، 
مقادیر مرزي بيضوي شروع شد. در فاصله زماني 1983-1978 از كارهاي 
این محققين تعدادي نتایج صریح در برآورد خطاها به دست آمد. استفاده از 
فرمول هاي انرژي مكمل توسط Veubeke نتوانست وجهه عمومي كسب 
تخمين  و  وفقي  اصلاح  پيرامون  مهمي  كنفرانس   1984 سال  در  كند. 
بازیافتي  روش هاي  كنفرانس  این  در  و  شد  برگزار  ليسبون  در  خطاها 
ارائه شده توسط دانشمنداني نظير Bank , Demkowicz و Weiser با 
استقبال فراواني روبرو شد. در اوایل دهه 80 تحقيق و جستجو پيرامون 
روش هاي وفقي منجر به گسترة وسيعي از خطاهاي برآوردكننده ها گردید. 
منظور  به  ساده  روش  یك   Zhu و   Zienkiewicz  ،80 دهه  اواخر  در 
برآورد خطا در تحليل به روش اجزاء محدود ارائه نمودند. در اوایل دهه 
به  سپس  و  شد  پایه گذاري  خطا  پس پردازش  تكنيك هاي  اساس   ،90
ارائه شده  روش هاي  اكثر  شدند.  داده  مسائل سوق  عمومي  گروه  سوي 
مي گيرد.  بازیافت« جاي  برپایه  مجموعۀ »روش هاي  در  این سال ها  در 
از  ناشي  گرادیان هاي  نرم ،  مفهوم  از  استفاده  با  بازیافتي  روش هاي  در 
تحليل به روش اجزاء محدود در هر كدام از اجزاء، با گرادیان هاي حقيقي 
كه هموار هستند، مقایسه مي شوند و از مقایسه آنها ميزان خطا ارزیابي 
مي شود. در اواخر دهۀ Zienkiewicz ،90 و Zhu روش خود را به روش 

تكه بازیافتي فوق همگرا4 ارتقاء دادند )روش SPR( ]7[ و ]8[.
در سال 1997، برومند و Zienkiewicz بجاي استفاده از تنش هاي 
استفاده  گوسي  نقاط  تنش هاي  از   ،SPR روش  در  همگرایي  فوق  نقاط 
المان هاي  روي  تعادل  مفهوم  از  نرم  مفهوم  از  استفاده  بجاي  و  نمودند 

متصل به آن گره سود بردند )روش REP( ]1[ و ]2[.
در حال حاضر موضوع پس پردازشگرهاي خطا برای ارزیابی خطای 
ناشی از تحليل به روش اجزاء محدود، به دوران بلوغ خود رسيده است و 
توجه بيشتر به سمت پيشرفت و توسعه روش هاي جدید و مشخص كردن 
محدوده هاي اجرایي آنها مي باشد. نوشته ها درباره پس پردازشگرهاي خطا 
براي تعيين ميزان تقریب در تحليل به روش اجزاء محدود بسيار وسيع 
است. هدف ما در این مقاله، ارائه یك حل بسته برای المان های مثلثی سه 
گرهی برای برآورد خطای ناشی از جزءبندی مسائل محيط های پيوسته 
المان ها می باشد.  بازیافت گرادیان و اصلاح وفقی  جامد به روش قانون 
بر اساس حل بسته ارائه شده، علاوه بر بر طرف نمودن ضعف های روش 
اجزاء محدود معمولی، ابزاری برای تشخيص مناسب بودن اندازه المان ها 

و ميزان خطای صورت گرفته در فرایند جزء بندی معرفی می شود.

معادلات1اساسي-21
روابط حاكم بر معادله دیفرانسيل مربوط به یك مسئله الاستيسيته 

خطي، در تحليل به روش اجزاء محدود عبارتند از:
Lu + b  STDSu + b = 0       on  
	 	 	 on	Γuu=ū
GDsu=t=t

 
		 	 	on				Γt

u U t = 
u=uh=Nū
σh=Dεh=DBū
εh=Suh=SNū=Bū

در روابط فوق:
 = D دیفرانسيلي كرنش،  S = عملگر  دیفرانسيلي خطي،  L = عملگـر 
ماتریس الاستيسته، u = جواب دقيق مسئله، ū = تغيير مكان هاي گرهي 
شبكه جزء بندي شده، b = نيروهاي حجمي اجزاء ، t = نيروهاي سطحي 
 N ،جواب تقریبي مسئله یا جواب ناشي از حل اجزاء محدود =  uh ، اجزاء
= توابع شكلي، εh = كرنش ناشي از حل اجزاء محدود، σh = تنش ناشي از 
حل اجزاء محدود، B = ماتریس كرنش- تغيير مكان،  = شرایط مرزي 

و  = كل محيط. 
با استفاده از اصل كار مجازي، سختي و بارهاي گرهي معادل براي 

هركدام از اجزاء انتخابي طبق روابط زیر به دست مي آیند.
Kū-f=0

TK B DB d
Ω

Ω= ∫
T Tf N b d N t d

Ω Γ
Ω += Γ∫ ∫

(1)
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(()
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(()

(()
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پس از سواركردن ماتریس سختي كليۀ المان ها و همچنين تشكيل 
محاسبه   uh و   ū مقادیر  چندمجهول  معادله  چند  حل  با   ،f گرهي  بردار 
مي شوند و همچنين تنش ناشي از حل اجزاء محدود با استفاده از رابطۀ 

زیر به دست مي آید:
σh=DBū

مفهوم1نرُم1و1تخمين1خطا-31
با توجه به اینكه روش اجزاء محدود صرفاً یك روش تقریبي براي 
حل دقيق محيط هاي پيوسته مي باشد، بنابراین همواره بين جواب بدست 
آمده از روش اجزاء محدود و جواب دقيق، اختلاف وجود دارد. بنابراین اگر 
جواب هاي ناشي از حل اجزاء محدود با uh و σh و جواب هاي دقيق مسئله 
با u و σ نمایش داده شوند، خطاي مربوط به تغيير مكان و تنش در هر 

موقعيت مكاني مسئله به كمك روابط زیر محاسبه مي شوند:
eu=u-uh

eσ=	σ-σh

عموماً براي دستيابي به یك معيار برای برآورد ميزان خطاي موجود 
دركل محيط، از مفهوم نرُم استفاده مي شود. براي پي بردن به مفهوم نرُم 
ابتدا تعریف ضرب داخلي توابع )x(f و )x(g را روي بازة )bوa( به ازاي 

تابع وزني )w)x درنظر می گيریم:

, ) (. ) (. ) (
b

a
f g f x W x g x d Ω< > = ∫

با ایده گرفتن از فضاي سه بعدي و رابطۀ ضرب داخلي، مفهوم نرُم 
)تعميم مفهوم طول بردارها( به صورت زیر بيان می شود:

1/2,f f f= < >

به ازاي هر بردار f از فضا، شرایط اساسي نرُم عبارتند از:

0f ≥

f g f g+ ≤ +

. .a f a f=

0 0f f= ⇔ =

بنابراین اگر مجدداٌ معادله دیفرانسيل )1( را در نظر بگيریم:
Lu + b = 0       on  

با معادله رفتاري  نرُم انرژي براي مسائل الاستيسيته  طبق تعریف، 
فوق به كمك روابط زیر بيان مي شود:

1/2[ ]Tu u Lu d
Ω

Ω= ∫

       
1/2) ([ ]T Tu S DS u d

Ω
Ω= ∫

       

1/2) ( ) ([ ]TSu D Su d
Ω

Ω= ∫

       
1/2[ ]T D dε ε

Ω
Ω= ∫

       1/2[ ]T dε σ
Ω

Ω= ∫

       
-1 1/2[ ]T D dσ σ

Ω
Ω= ∫

مسئله  یك  براي  خطاها  براي  انرژي  نرُم  فوق،  روابط  با  مشابه  و 
الاستيسيته خطي به كمك رابطۀ زیر محاسبه مي شود:

-1 1/2) ( ) - ([ ]T
h he D dσ σ σ σ

Ω
Ω= −∫

از رابطۀ )28( در صورتي امكان پذیر است  با استفاده  محاسبه خطا 
كه دسترسي به جواب هاي دقيق مسئله وجود داشته باشد. اما از آنجایي 
كه عموماً جواب هاي دقيق مسئله در ابتدا مشخص نيستند، بنابراین براي 
محاسبه ميزان درصد خطاي نسبي لازم است جواب هاي دقيق به نحو 
مناسبي تخمين زده شوند. یكي از روش هاي ساده و موثر براي دستيابي 
به جواب هاي دقيق مسئله و تخمين ميزان خطا، قانون بازیافت گرادیان 
مي باشد. قانون بازیافت گرادیان در بعضي از منابع به تصویر تنش یا روند 
بازیافت تغييرات تنش5 معروف است. اساس روش بازیافت گرادیان بدین 
   σ  با و  بوده  مجهول  گرهي  تنش هاي  مي شود  فرض  كه  است  صورت 
نمایش داده مي شوند. با داشتن تنش هاي گرهي، تنش هاي داخلي *σ را 

مي توان با استفاده از توابع شكلي مناسب Nσ محاسبه نمود:
* .N σσ σ=

این خصوص نشان داده اند كه، چنانچه  مطالعات صورت گرفته در 
انتخاب   )N( تغيير مكان ها  توابع شكلي  ، همان   )Nσ(توابع شكلي تنش
بود.  خواهد  برخوردار  بالاتري  دقت  از  داخلي  تنش هاي  توزیع  شوند، 
بنابراین رابطۀ )29( در خصوص تنش هاي هموارشده به شكل زیر تغيير 

نمودار تنش ناشي از روش اجزاء محدود براي قسمتي از : 1شکک 
يك محیط پیوسته

نمودار تنش هموارشده با استفاده از روش بازيافت : 2شکک 
گراديان براي قسمتي از يك محیط پیوسته

(11)
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مي یابد.
* .Nσ σ=

مطابق قانون بازیافت گرادیان، براي محاسبه تنش هاي هموارشده 
مي توان به شرح زیر از مفهوم نرُم براي تنش هاي محاسبه شده از روش 

اجزاء محدود و تنش هاي هموارشده بهره برد.
* * 2) ( , ) (h hF dσ σ σ σ σ

Ω
Ω= < > = −∫

2) ( ) (hF N dσ σ σ
Ω

Ω= −∫
0) ( / 0 .) ( T

hF N N dσ σ σ σ
Ω

Ω=∂ ∂ = ⇒ −∫
. .T T

hN N d N dσ σ
Ω Ω

Ω = Ω∫ ∫
.. .[ ]T T

hN N d N dσ σ
Ω Ω

Ω = Ω∫ ∫
رابطۀ )35( را مي توان به صورت های زیر نيز نشان داد:

.M Pσ =

.TM N N d
Ω

Ω= ∫
.T

hP N dσ
Ω

Ω= ∫
نوع  از  پژوهش  این  در  استفاده  مورد  المان هاي  اینكه  به  توجه  با 
مثلثي سه گرهي اختيار شده اند، بنابراین پارامترهاي بكار رفته در این نوع 

المان ها را مي توان از حل بسته به دست آورد.

مطابق شكل )3( , توابع شكلی جزء مثلثی سه گرهی بصورت روابط 
زیر تعریف می شوند:

1 2 3
1 2 3, ,A A AL L L

A A A
= = =

1 2 3 1L L L+ + =

{ }1 2 3N L L L=

xh

h yh

xyh

constant
σ

σ σ
σ

 
 = = 
 
 

مختصات طبیعي براي يك جزء مثلثي سه گرهي: 3شکک 

چنانچه مختصات سراسری x و y برحسب مختصات محلي نوشته 
شوند، روابط زیر حاصل می شوند:

1 1 2 2 3 3. . .i ix N x x L x L x L x= ⇒ = + +∑

1 1 2 2 3 3. . .i iy N y y L y L y L y= ⇒ = + +∑

1 2 3

1 2 3

1 1 1
A x x x

y y y

 
 =  
  

1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3 1
1 [) ( ) (]
2

x y x y x y y x y x y x= + + + + +

1

1 2 3 2

1 2 3 3

1 1 1 1
.

L
x x x L x
y y y L y

     
     =    
         

 ،L3 و L2 و L1 از معكوس كردن ماتریس بالا و حل معادله براي
روابط زیر بدست می آید:

1 2 3 3 2 2 3 3 2
1 [) ( ) ( ) ( ]

2
L x y x y y y x x x y

A
= − + − + −

2 3 1 1 3 3 1 1 3
1 [) ( ) ( ) ( ]

2
L x y x y y y x x x y

A
= − + − + −

3 1 2 2 1 1 2 2 1
1 [) ( ) ( ) ( ]

2
L x y x y y y x x x y

A
= − + − + −

از طرفی ميدان تغييرمكان براي یك جزء مثلثي عبارت است از:

1 1 2 2 3 3. . .i iu N u u L u L u L u= ⇒ = + +∑
1 1 2 2 3 3. . .i iv N v v L v L v L v= ⇒ = + +∑

1

1

1 2 3 2

1 2 3 2

3

3

0 0 0u
.

0 0 0v

u
v

L L L u
L L L v

u
v

 
 
 
     =    

     
 
 
  

و ميدان كرنش:

.
x

y

xy

B u
ε

ε ε
γ

 
 = = 
 
 
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/
1 0 0 0

/
0 1 0 0 .

/
0 0 1 1

/

x

y

xy

u x
v y
u y
v x

ε
ε
γ

∂ ∂ 
     ∂ ∂    =     ∂ ∂        ∂ ∂ 

با استفاده از قانون مشتق گيري, ماتریس B در معادلات اساسي از 
رابطۀ زیر قابل محاسبه است:

[ ]

2 3 3 1 1 2

3 2 1 3 2 1

3 2 2 3 1 3 3 1 2 1 1 2

1B
2

0 0 0
0 0 0

A
y y y y y y

x x x x x x
x x y y x x y y x x y y

= ×

− − − 
 − − − 
 − − − − − − 

و ميدان تنش:
D DB uσ ε= =

[ ]
2

1 0
D

1 0
)1 (

0 0 )1 ( / 2

E
plane stress

ν
ν

ν
ν

 
   =   −   − 

[ ]
1 0

D
1 0

)1 ( )1 2 (
0 0 )1 2 ( / 2

E
plane strain

ν ν
ν ν

ν ν
ν

− 
   = −   + −   − 

با توجه به اینكه ماتریس ]B[ براي جزء مثلثي سه گرهي ثابت است، 
بنابراین براي محاسبۀ ماتریس سختي جزء مثلثي نيازی به انتگرال گيري 
عددي نبوده و مي توان با استفاده از حل بسته، ماتریس سختي و بردار 

بارهاي گرهي را از روابط زیر به دست آورد:
TK B DB d

Ω
Ω= ∫

T Tf N Db d N t d
Ω Γ

Ω += Γ∫ ∫
لازم به یادآوری است كه انتگرال چندجمله اي برحسب a و b و c از 

رابطۀ زیر بدست مي آید:

1 2 3
!. !. !

2
)2 (

. .a b c

A

a b c
A

a b c
L L L dA = ×

+ + +∫
سهولت انجام انتگرال فوق، یكي از فواید اوليه استفاده از مختصات 

سطحي بدون بعُد است.
از یكدیگر هستند،  مستقل  xyσ و yσ و xσ آنجایي كه تنش هاي      از 
xyσ انجام  و yσ xσ و  بنابراین محاسبات را مي توان بطور مجزا براي
با   P بردار  و   M ماتریس  ارائه شده،  توابع شكلي  براساس  بنابراین  داد. 

استفاده از روابط زیر قابل محاسبه هستند:

[ ]
2 1 1
1 2 1

12
1 1 2

i
AiM ×

 
 =  
  

{ }
1
1

3
1

x i xh
AiP σ× ×

 
 =  
 
 

{ }
1
1

3
1

y i yh
AiP σ ×

 
 = × 
 
 

{ }
1
1

3
1

xy i xyh
AiP σ× ×

 
 =  
 
 

و   { }Py i  ،{ }Px i بردارهاي و   [ ]M i ماتریس تشكيل  از  پس 
از حل چند معادله  با هم،  آنها  }  براي كليۀ اجزاء و جمع كردن  }Pxy i
xyσ براي كليۀ گره ها به شرح زیر  xσ و   ، xσ چند مجهول مقادیر 

محاسبه مي شوند:
[ ] { } { } { } [ ] { }1. .x x x xM P M Pσ σ −= ⇒ =

[ ] { } { } { } [ ] { }1. .y y y yM P M Pσ σ −= ⇒ =

[ ] { } { } { } [ ] { }1. .xy xy xy xyM P M Pσ σ −= ⇒ =

بنابراین، بر اساس قانون بازیافت گرادیان و مفهوم تعادل، ميزان خطا 
در نرم انرژي عبارت خواهد از:

* * 1 * 1/2[ ]Tu D dσ σ−

Ω
Ω= ∫

* * 1 * 1/2 ) ( ) - ([ ]T
h he D dσ σ σ σ−

Ω
Ω= −∫

2*

2 2* *

1/2 100 %
  

[ ]e

u e
η ×=

+

η نمایش  چنانچه خطاي نسبي قابل قبول در یك مسئله سازه اي با
 )F.E.M( داده شود، شرط یك حل قابل قبول توسط روش اجزاء محدود

این است كه:
η η<

η معمولًا در كارهاي عملي كمتر از 10 درصد درنظر گرفته  مقدار
باشد، خطاي رخ داده بيش از مقدار مجاز بوده و  η η< مي شود. چنانچه
براي رسيدن به جواب قابل قبول باید شبكۀ جزء  بندي شده اصلاح گردد.

اصلاح1وفقي1با1استفاده1از1تخمين1خطاي1موضعي-41
تعميم  و  گرادیان  بازیافت  قانون  از  استفاده  با  قبلي  بخش هاي  در 
مفهوم ضرب داخلي به نرُم، خطاي نسبی سراسري )η( محاسبه شد. براي 
دستيابي به خطاي مجاز، اولين راه حلي كه به نظر مي رسد كوچكترنمودن 
مي باشد. راه حل فوق یك  η η< اندازه كليۀ المان ها تا رسيدن به معيار
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راه حل غيراقتصادي بوده و علاوه بر ضعف هاي اشاره شده در بخش قبلي 
این مقاله، موجب مي شود كه حجم مسئله بسيار بزرگ شده و بعضاً حل 
آنها غيرممكن  شود. راه حلي كه به نظر مي آید از كارایي بيشتري برخوردار 
باشد و موجب كمترین افزایش حجم مسئله گردد، كوچكتر نمودن موضعي 
اندازة المان ها مي باشد. یعني در المان هایي كه در آنها خطا بيش از خطاي 
مجاز مي باشد، عمليات اصلاحي اعمال شود و در جاهائيكه خطاي اتفاق 
باقي  نخورده  المان ها دست  اندازة  از خطاي مجاز مي باشد،  افتاده كمتر 
بماند. این روش به اصلاح وفقي معروف است. بنابراین در روش اصلاح 
وفقي، نيازمند پارامتري هستيم كه بتوان به كمك آن خطاي موضعي كليۀ 

المان ها را محاسبه نمود. این پارامتر به ξi معروف است.
 ξi پارامتر  اكثر تحقيقات صورت گرفته در زمينه اصلاح وفقي،  در 
بر پایۀ این اصل كه در یك شبكۀ جزء بندي شده معقول، خطاي نسبي 
المان ها توزیع مي شود، محاسبه  )η( بطور یكنواخت بين كليۀ  سراسري 
مي شود. براساس اصل فوق پارامتر ξi را مي توان با استفاده از روابط زیر 

محاسبه نمود:
2 2* *

1
e em

ii =
= ∑

2 2* *e . e im=

2*

2 2* *

1/2 100 %
.

 
[ ]im e

u e
η ×=

+

* *
i pere eη η= ⇒ =

* خطاي مجاز هر جزء مي باشد. چنانچه روابط 
pere كه در آن 

)75( و )76( با هم تركيب شوند، روابط زیر حاصل می شوند.
2*

2
2 2* *

.
) (

  

perm e

u e
η =

+

1/22 2* * *
pere u e

m
η  = +  

براساس روابط فوق ξi  با استفاده از رابطۀ زیر تعيين می گردد:
*

*
 i

i
per

e

e
ξ =

بنابراین به عنوان یك معيار، چنانچه ξi>1 باشد، خطاي جزء مورد 
نظر )iام( قابل قبول بوده و چنانچه ξi<1 باشد، خطاي جزء فوق بيش از 

مقدار مجاز خواهد بود.
عمليات اصلاحي موضعي شبكه جزء بندي شده عموماً براساس یكي 
از روش هاي نوع h )تقسيم كردن المان هایي كه خطاي بيشتري دارند به 
المان هاي با اندازة كوچك تر(، نوع p )بالا بردن درجۀ چندجمله اي توابع 
 h تركيبي از نوع( h-p و نوع )شكلي المان هایي كه خطاي بيشتري دارند

و p( صورت مي گيرد.
هر كدام از روش هاي اصلاحي فوق مي تواند بصورت هاي مختلف 

زیر صورت گيرد:
اصلاح با استفاده از شبكۀ جزء بندي غني شده6؛  •

اصلاح با استفاده از شبكۀ جزء بندي خودكار7؛   •
غني شده،  بندي  جزء  شبكه  از  استفاده  با  اصلاحي  روش هاي  در 
ساختار جزء بندي اوليه حفظ شده و عمليات اصلاحي بر روي المان هایي 
كه خطاي نسبي غير قابل قبولي دارند، صورت مي گيرد. اما در روش هاي 
اصلاحي با استفاده از شبكۀ جزء بندي خودكار، ساختار جزء بندي اوليه 
تغيير یافته و یك شبكۀ جزء بندي جدید متناسب با خطاي نسبي موضعي 

طراحي مي شود.
در این پژوهش، براي محاسبۀ خطاي ناشي از جزء بندي و رسيدن 
از  با استفاده   h از روش اصلاحي نوع  به یك شبكۀ جزء بندي معقول، 
شبكۀ جزء بندي غني شده، استفاده شده است. تحقيقات صورت گرفته بر 
روي روش اصلاحي نوع h عموماً بر روي المان هاي مستطيلي )4 گرهي( 
صورت گرفته است، اما در این پژوهش بدليل وجود حل هاي بسته براي 

المان هاي مثلثي )3 گرهي(، از این نوع المان استفاده شده است.
بطور كلي ساختار روش اصلاحي نوع h با استفاده از شبكۀ جزء بندي 

غني شده، بشرح زیر تشكيل شده است:
a - ابتدا مسئله مورد نظر با استفاده از روش اجزاء محدود و با المان هاي

مثلثي سه گرهي تحليل مي شود.
b - براساس روابط ارائه شده در بخش هاي قبلي این مقاله، به كمك

حل هاي بسته، مقادیر خطاي نسبي سراسري )η( و خطاي نسبي 
موضعي )ξi( محاسبه مي شوند.

c - با استفاده از نرم افزارهاي تهيه شده در این خصوص، اجزایي كه در
آنها، ξi>1 هستند، با ایجاد یك گره اضافي در وسط ضلع بزرگتر 
به دو جزء تقسيم مي شوند. در فرایند تقسيم المان ها، ممكن است 
به واسطۀ گره اضافي در وسط ضلع بزرگتر یك جزء سه گرهي، 
المان مثلثي دیگر و متصل به آن ضلع نيز به اجبار به دو جزء تقسيم 

گردد )شكل 4(.
d - از روش استفاده  با  را مجدداً  بندي اصلاح شدة جدید  شبكه جزء 

اجزاء محدود تحليل نموده و به گام b برمي گردیم و این عمل را 
آنقدر ادامه مي دهيم تا اینكه  ξi  كليۀ اجزاء كوچكتر از یك گردد.

e - كليۀ اجزاء كوچكتر از یك باشند، حل متوقف مي شود  ξi  چنانچه

ايجاد گره اضافي در شبکه جزء بندي غني شده: 4شکک 
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و كليۀ تلاش هاي داخلي را مي توان محاسبه نمود.
در این پژوهش، در طول روند اصلاحي از نوع نگارش h با استفاده از 

شبكه جزء بندي غني شده، نكات زیر مورد توجه قرار گرفته است.
f - مشاهده ،)e تا a( در مطالعات پارامتریك براساس روش گام به گام

تناسبات  كوچكتر،  اندازة  به  المان ها  تقسيم  به  واسطۀ  كه  گردید 
بعضي از المان ها نامناسب مي باشد. براي این منظور به معيار تقسيم 
المان در گام )c( این معيار نيز اضافه شد كه چنانچه نسبت ضلع 
به دلخواه  ثابت  از یك عدد  ارتفاع آن  به  المان سه گرهي  بزرگ 

كاربر )مثلًا 5( بزرگتر باشد، آن المان نيز به دو جزء تقسيم شود.
g - ،با استفاده از شبكۀ جزء بندي غني شده h در روش اصلاحي از نوع

انتخاب  المان ها بطور صحيح  اندازة  چنانچه در شروع حل مسئله، 
x  در  اینگونه مي باشد( ممكن است مقدار  اكثراً  باشند )كه  نشده 
بعضي از المان   ها خيلي كمتر از یك و در بعضي از المان ها نزدیك 
براي  بنابراین  باشد.  از یك  بزرگتر  بسيار  دیگر   بعضي  در  و  یك 
داراي  اصلاحي،  روند  یك  در  المان ها  اندازة  تقسيم  تابع  اینكه 
توانایي  این  المان ها  اندازة  تقسيم  معيار  باشد، در  توزیع یكنواختي 
  ξ نيز پيش بيني گردید كه در تحليل هاي اوليه بجاي اینكه مقدار
با یك عدد بزرگتري مقایسه شود و به  با عدد یك مقایسه شود، 
ترتيب كه تعداد تحليل هاي مسئله افزایش مي یابد، مقدار ξ  نيز به 
  ξ سمت عدد یك ميل كند، بطوري كه در تحليل آخري باید مقدار
در كليۀ المان ها از عدد یك كوچكتر باشد. مطالعات پارامتریك در 
این زمينه نشان داد كه روش فوق از كارایي بيشتري برخوردار است.

h - نيز اشاره شد، ممكن است به واسطۀ گره )c( همانگونه كه در گام
اضافي در وسط ضلع بزرگتر یك جزء، بعضي از اجزاء دیگر نيز اجباراً 
به دو جزء تقسيم شوند. یك حالت خاصي نيز وجود دارد كه ممكن 
اجزاء  به  آن  تقسيم  به  نياز  به خودي خود  است یك جزء هر چند 
كوچكتر نباشد، اما به  واسطۀ اجزاء متصل به آن به بيش از دو جزء 

تقسیم اجباري جزء شماره 2 به بیش از دو جزء: 5شکک 

تقسيم شود. براي مثال فرض مي نمائيم كه در شكل )5( جزء شماره 
2 نياز به تقسيم آن نباشد اما اجزاء 1 و 3 نياز به اصلاح داشته باشند، 
همچنين فرض مي كنيم كه ضلع بزرگتر اجزاء 1 و 3 به جزء شماره 
2 متصل مي باشد، بنابراین براساس گام )c(، جزء شماره 2 هرچند 
نيازي به تقسيم آن نبود ولي به واسطۀ اجزاء 1 و 3 باید حداقل به 

سه جزء تقسيم شود.
i - معيار دیگري ,)c( در این پژوهش بجاي معيار اشاره شده در گام

نيز مورد مطالعه قرار گرفت و نتایچ نسبتاً قابل قبولي از آن حاصل 
گردید. در این معيار بجاي ایجاد گره اضافي در وسط ضلع بزرگتر، 
یك گره اضافي در مركز جزء سه گرهي ایجاد مي شود و جزء مورد 
نظر به سه جزء تقسيم مي شود. نامتناسب بودن اضلاع اجزاء بدست 

آمده از معایب این معيار و عدم مزاحمت براي المان هاي متصل به 
این المان )اصلاح اجباری المان های متصل به این المان( از مزایاي 
این معيار محسوب مي شود. در مثال عددي ارائه شده در این مقاله 

از این معيار استفاده نشده است )شكل 6(.
j - داراي )مثلثي(  گرهي  سه  المان  یك  گره  سه  از  گره  دو  چنانچه 

تكيه گاه باشد و مقدار ξ در آن المان بيش از یك باشد و یا براساس 
یكي از معيارهاي اشاره شده در بندهاي فوق نياز به اصلاح داشته 
باشد، نكته اي كه باید به آن توجه شود آن است كه چنانچه گره 
باشد،  تكيه گاه  داراي  گره هاي  به  متصل  ضلع  وسط  در  اضافي 
گره هاي  مشابه  باید  نيز  شده  تعریف  اضافي  گره  آزادي  درجات 

داراي تكيه گاه، مقيد شوند.

ايجاد گره اضافی در مرکز المان مثلثي در شبکه : 6شکک 
جزءبندي غني شده

مقید نمودن درجات آزادي گره اضافي تعريف شده در : 7شکک 
روند تقسیم اجزاء
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مثال1عددي111:-51
نمایش روند اصلاحي براي یك مسئله الاستيسيته و یك سوراخ مربع شكل در وسط آن و با شرایط بارگذاري زیر: 

الف(1شبکۀ1جزء1بندی1)1(
تعداد1درجات1آزادی1=841

  η = 12.44 %

ب(1شبکۀ1جزء1بندی1)2(
تعداد1درجات1آزادی1=981

 η = 12.05 %

پ(1شبکۀ1جزء1بندی1)3(
تعداد1درجات1آزادی1=1181

 η = 10.13 %

ت(1شبکۀ1جزء1بندی1)4(
تعداد1درجات1آزادی1=1401

 η = 9.20 %

ث(1شبکۀ1جزء1بندی1)5(
تعداد1درجات1آزادی1=1641

  η = 9.09 %

ج(1شبکۀ1جزء1بندی1)6(
تعداد1درجات1آزادی1=1941

 η = 8.88 %

چ(1شبکۀ1جزء1بندی1)7(
تعداد1درجات1آزادی1=2221

 η = 8.83 %

ح(1شبکۀ1جزء1بندی1)8(
تعداد1درجات1آزادی1=2501

 η = 8.72 %

خ(1شبکۀ1جزء1بندی1)9(
تعداد1درجات1آزادی1=3461

  η = 8.51 %

تعداد1درجات1آزادی

ی
سر

سرا
ی1
سب

ی1ن
طا
1خ
ان
يز
م

د(1منحنی1ميزان1خطای1نسبی1سراسری1بر1حسب1تعداد1درجات1آزادی1در1مراحل1مختلف1اصلاح1وفقی

کاربرد شبکه جزء بندي غني شده در اصلاح وفقي براي يك صفحه سوراخ دار: 8شکک 
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مثال1عددي21:-61
نمایش روند اصلاحي براي یك صفحه طره ای و با شرایط بارگذاري زیر:

الف(1شبکۀ1جزء1بندی1)1(
تعداد1درجات1آزادی1=841

  η = 23.94 %

ب(1شبکۀ1جزء1بندی1)2(
تعداد1درجات1آزادی1=1301

 η = 15.71 %

پ(1شبکۀ1جزء1بندی1)3(
تعداد1درجات1آزادی1=1641

  η = 15.58 %

ت(1شبکۀ1جزء1بندی1)4(
تعداد1درجات1آزادی1=2021

 η = 13.58 %

ث(1شبکۀ1جزء1بندی1)5(
تعداد1درجات1آزادی1=2521

  η = 13.25 %

ج(1شبکۀ1جزء1بندی1)6(
تعداد1درجات1آزادی1=2881

 η = 12.45 %

چ(1شبکۀ1جزء1بندی1)7(
تعداد1درجات1آزادی1=3441

 η = 12.03 %

ح(1شبکۀ1جزء1بندی1)8(
تعداد1درجات1آزادی1=4081

 η = 11.93 %

خ(1شبکۀ1جزء1بندی1)9(
تعداد1درجات1آزادی1=4621

  η = 11.1 %
تعداد1درجات1آزادی

ی
سر

سرا
ی1
سب

ی1ن
طا
1خ
ان
يز
م

د(1منحنی1ميزان1خطای1نسبی1سراسری1بر1حسب1تعداد1درجات1آزادی1در1مراحل1مختلف1اصلاح1وفقی

کاربرد شبکه جزءبندي غني شده در اصلاح وفقي براي يك صفحۀ طره ای: 9شکک 
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بحث-71
در این پژوهش، براي اصلاح شبكۀ جزءبندي شده، از روش اصلاحي 
نوع h با شبكۀ جزءبندي غني شده استفاده شده است. در روش اصلاحی 
از نوع h با استفاده از شبكۀ جزءبندی غنی شده، شبكۀ جزءبندی اوليه 
برتري  به طور موضعی صورت می گيرد.  حفظ شده و عمليات اصلاحی 
روش اصلاحي نوع h با شبكۀ جزءبندي غني شده نسبت به سایر روش ها، 
دستيابي آسان به جواب قابل قبول مي باشد، بطوریكه براي شروع روند 
حل مي توان فقط از یك عدد المان سود برده و پس از چندین بار تكرار 
توسط نرم  افزار تهيه شده در این پژوهش به یك شبكۀ جزءبندي معقول 

و نهایتاً جواب مورد نظر دست یافت.
سراسری  خطای  آزادی،  درجۀ   84 انتخاب  با   ،1 عددی  مثال  در 
)η( برابر 12/44 درصد بدست آمد و پس از 8 مرتبه اصلاح وفقی این 
ميزان خطا با افزایش هدفدار تعداد درجات آزادی به 8/5 درصد رسيد. در 
صورتی كه برای حصول این ميزان خطا اگر از المان های با اندازة یكسان 
به  نسبت  بيشتری  بسيار  آزادی  درجات  تعداد  به  مسلماً  می شد،  استفاده 
روش اصلاح وفقی نياز می بود. همچنين در مثال عددی 2، با انتخاب 84 
درجۀ آزادی، خطای سراسری )η( برابر 23/94 درصد بدست آمد و پس 
از 8 مرتبه اصلاح وفقی این ميزان خطا با افزایش هدفدار تعداد درجات 
آزادی به 11/19 درصد رسيد. در صورتی كه در این مثال نيز برای حصول 
این ميزان خطا اگر از المان های با اندازة یكسان بهره گرفته می شد، مسلماً 
به تعداد درجات آزادی بسيار بيشتری نسبت به روش اصلاح وفقی نياز 

می بود.
نتایج مثال های عددی 1و2 حاكی از آن است كه بكارگيری روش 
اصلاح وفقی از جهات مختلفی اهميت دارد كه بطور خلاصه می توان به 
ارائۀ  هدفدار،  آزادی  درجات  تعداد  افزایش  در  روش  این  بودن  هوشمند 
ابزاری برای كنترل صحت تحليل در فرایند اصلاح وفقی و دستيابی به 
قابل  نتيجه كاهش  آزادی كمتر و در  تعداد درجات  با  قبول  قابل  جواب 

ملاحظۀ زمان مورد نياز برای تحليل مسئله اشاره نمود.
برای  قابليت فرموله كردن  این پژوهش  بكار گرفته شده در  روش 
مسائل غير الاستيك را نيز دارد. تنها پرسشی كه در تحليل مسائل غير 
الاستيك مطرح است، این است كه، روش اصلاح وفقی در چه موقعيت 
زمانی از تحليل غيرالاستيك اعمال شود. برای پاسخ به این پرسش دو 

گزینۀ زیر مطرح است:
اعمال روش اصلاح وفقی در انتهای هر تكرار از تحليل؛  •

از  بارگذاری  گام  هر  انتهای  در  وفقی  اصلاح  روش  اعمال   •
تحليل غير الاستيك؛

با  داخلی  نيروهای  تحليل،  از  تكرار  هر  انتهای  در  آنجائيكه  از  اما 
در  اعمال روش اصلاح وفقی  بنابراین  نيستند،  متعادل  نيروهای خارجی 
برای  زمانی  موقعيت  بهترین  و  است  منتفی  تحليل  از  تكرار  هر  انتهای 
گام  انتهای هر  غيرالاستيك،  تحليل های  در  وفقی  اصلاح  اعمال روش 
در  توقف عمليات اصلاح وفقی  تحليل ها  اینگونه  در  بارگذاری می باشد. 

انتهای هر گام بارگذاری می تواند بر اساس یكی از معيارهای زیر صورت 
گيرد.

گام  هر  انتهای  در   η η< حصول  از  پس  توقف  دستور   •
بارگذاری؛

دستور توقف پس از حصول ξi > 1  برای كليۀ المان ها؛  •
دستور توقف پس از اصلاح وفقی به تعداد مشخص در انتهای   •

هر گام بارگذاری؛
البته ناگفته نماند كه در اینگونه تحليل ها فرض بر این است كه كاربر 
توانایی انتخاب تعداد مناسب گام های بارگذاری و نيز تعداد تكرار مناسب 
در هر گام بارگذاری را دارد. چنانچه كاربر هيچگونه اطلاعی از حدود بار 
نهایی نداشته باشد، می تواند از تحليل مسئله با تعداد المان های كمتر و نيز 
با تعداد اصلاح وفقی كمتر به تعداد مناسب گام های بارگذاری و نيز تعداد 
تكرار مناسب در هر گام بارگذاری دست پيدا كند. همچنين در روش بكار 
گرفته شده در این پژوهش، گاهی مواقع ممكن است كوچكتر شدن بيش 
از اندازة المان ها بخصوص در نواحی تمركز تنش موجب بروز خطاهای 
وفقی می توان  اصلاح  فرایند  در  این مشكل  بر  غلبه  برای  عددی شود. 
معيار دستور عدم كوچكتر نمودن المان های دارای اندازة مورد نظر را به 

برنامه اضافه نمود تا از این طریق از بروز خطاهای عددی اجتناب شود.

نتيجه1گيری81-1
ابزار قوي  به عنوان یك  اجزاء محدود  ابتدا روش  پژوهش  این  در 
اجزاء  روش  اما  شد.  معرفي  مهندسي  مسائل  از  وسيعي  محدودة  براي 
محدود، محدودیت هایي دارد كه بطور خلاصه مي توان به عدم آگاهي از 
مناسب بودن اندازة المان در تحليل و عدم اطلاع از ميزان خطاي ناشي از 
جزءبندي در طول روند تحليل اشاره نمود. براي این منظور روش اجزاء 
محدود وفقي به عنوان یك ابزار قوي براي غلبه بر محدودیت هاي فوق، 
معرفي گردید. برتري هاي روش اجزاء محدود وفقي نسبت به روش اجزاء 

محدود معمولي عبارتند از:
محاسبه خطاي سراسري )η( براساس قانون بازیافت گرادیان؛  •

محاسبه خطاي نسبي موضعي  ξi  براي كليۀ المان ها؛  •
اصلاح وفقي شبكۀ جزء بندي شده؛  •

ارائۀ ابزاری برای كنترل صحت تحليل؛  •
در  و  كمتر  المان های  تعداد  با  قبول  قابل  جواب  به  دستيابی   •

نتيجه كاهش قابل ملاحظۀ زمان مورد نياز برای تحليل مسئله؛
درجات  تعداد  افزایش  در  وفقی  اصلاح  روش  بودن  هوشمند   •

آزادی برای رسيدن به جواب قابل قبول؛
بر اساس نتایج این پژوهش می توان گفت كه انتخاب نوع نرُم )نرُم  
انرژي، نرُم L2 براي تنش و نرُم L2 براي كرنش( تاثير قابل ملاحظۀای 
در افزایش تعداد درجات آزادی و نيز ميزان خطای بدست آمده نداشته و 

از هر سه نرُم تقریباً جواب یكسانی حاصل می شود.
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