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ABSTRACT: Having the exact values of boundary conditions is one of the effective ways to develop 
precise groundwater models. In the present study, the exact value of constant head boundaries in the 
Birjand aquifer is specified using particle filter linked to meshless groundwater model. Particle filter, 
known as one of the common data assimilation methods, applies to dynamic systems in order to improve 
performance. Meshless model, one of the numerical models that do not mesh the problem domain, 
enforces the governed equation to the nodes. Birjand aquifer, with an almost 269 km2 area, has 190 
extraction and 10 observation wells. There are also nine inflow and one outflow regions with constant 
head boundary conditions, including 105 boundary nodes. In this research, after determining the lower 
and upper bounds of groundwater head for each node, the exact values of this parameter are computed. 
Finally, the simulated groundwater head was compared with observation data. The closeness of the 
achieved results to the observation data showed the performance of the engaged method, as the results 
indicated a significant decrease in RMSE occurs just with the usage of particle filter linked to the 
meshless model. RMSE value reduced to 0.386 m as its previous value was around 0.757 m. Results 
also showed that the model was more accurate when the number of particles in the particle filter was 
increased. The RMSE value for 500, 700 and 1000 particles were 0.484, 0.401 and 0.386m respectively..
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1- Introduction
Groundwater is one of the main sources of fresh water 

in all regions and the only source of water supply in arid 
and semi-arid regions of the world. Nowadays, due to 
the excessive extraction of groundwater, these resources 
endanger intensely [1]. Therefore, Groundwater flow 
simulation in aquifers is the best way to recognize its 
behavior undoubtedly. Many numerical methods have been 
used for this aim. Meshless local Petrov-Galerkin (MLPG), 
categorized as a weak form method, is used in this study.     

The independency of this method removes the drawbacks 
of mesh based methods e.g. finite difference method (FDM) 
and finite element method (FEM) [2]. Besides of the 
groundwater simulation procedure, uncertainty assessment 
must be considered as well. Many researches is carried out 
with the purpose of uncertainty assessment. Hamraz et al. 
(2015), Abedini et al. (2017) and Du et al. (2018) used GMS 
software and GLUE method in order to simulate groundwater 
flow and assessment the uncertain parameters.

In the present study, a new method i.e. particle filter 
known as the online calibration method is linked to the 
meshless local Petrov-Galerkin simulation model to find the 
optimal values of constant head boundaries. The purpose of 
this study is to improve the accuracy of simulation results. 
This model is used for the first time in this field. 

2- Methodology
2- 1- Particle Filter
A particle filter, known as a powerful estimation method, 

computes the probability density function of a random 
process and also estimates the exact state of the object in the 
future time based on the states and observations of previous 
times. The particle filter makes some estimates for the state of 
the object to select the best one [3].

To this end, in the initial step, particles are scattered in the 
space which its dimension equals to the number of parameters 
that must be estimated. Each particle is assigned with a 
weight value. This weight value in the first step is equal for 
all particles around (1/N) (N is the number of the particles 
scattered in state space) [4]. In the next step, the weight value 
depending on the position of the particle is updated. Once the 
weight of each particle is determined, to prevent degeneracy 
occurrence, re-sampling method is carried out. 

2- 2- Meshless Local Petrov-Galerkin (MLPG)
MLPG is a weak form of meshless methods presented in 

1998 by Atluri and Zhu (1998) to solve the potential equation. 
This method is generally used in fluid mechanics and involves 
two functions: a weight function (cubic spline) and moving 
kriging.
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2- 3- Groundwater flow equation in the unconfined 
aquifer

Based on the Dupouit assumption, the governed equation 
of groundwater flow in a transient condition is stated in Eq. 
1 [5]:
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Here, 𝐻𝐻 represents groundwater head [L], 𝑘𝑘 stands for 
hydraulic conductivity coefficient [L/T],  𝑄𝑄 denotes the 
discharge (+) or recharge (-) rate [L/T], and q stands for 
the distributed flow, e.g. precipitation and evaporation. 
𝑆𝑆𝑦𝑦 is specific yield. 

3. Results and Discussion 
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boundaries is one of the fundamental steps in 
groundwater studies. Particle filter method is linked to 
the MLPG flow model that is calibrated and verified by 
the authors in the previous studies [6].  

     Finally, the optimal values of constant head 
boundaries are obtained, and, the groundwater table is 
computed using the achieved optimal values. Figure 1. 
shows the results of PF-MLPG, MLPG, FDM and 
observation data. In figure 1, the graphs show the high 
correspondence of PF-MLPG method (yellow line) to the 
observation data (black line). This fact clearly indicates 
the high accuracy of PF-MLPG method due to the usage 
of optimal values for constant head boundaries.     
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Figure 1. Comparison of results in different methods 
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Here, H represents groundwater head [L], k stands for 
hydraulic conductivity coefficient [L/T],  Q denotes the 
discharge (+) or recharge (-) rate [L/T], and q stands for 
the distributed flow, e.g. precipitation and evaporation. Sy 
is specific yield.
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where 

 

where ℎ𝑜𝑜𝑜𝑜𝑡𝑡 ,  ℎ𝑠𝑠𝑠𝑠𝑡𝑡 , ℎ𝑜𝑜̅̅ ̅ are the level of observed groundwater 
and the simulated and mean of the observed values, 
respectively, n and m are the number of piezometers and 
the number of time steps. Table 1 shows the achieved 
results. 

Table 1. Calculation of errors 

 
PF-MLPG 

(1000 particles) 
(m) 

FDM(m) MLPG 
(m) 

Mean error (m) -0.061 0.159 -0.12 
Mean Absolute 

error (m) 0.298 1.434 0.573 

Root mean 
square error (m) 0.386 1.197 0.757 

RMSE is the main index for the evaluation of accuracy 
[9]. Based on Table 1, the results of PF-MLPG are more 
accurate than FDM and MLPG methods due to its lower 
value of RMSE. Also, the performance of PF-MLPG 
method with the different numbers of particles is 
investigated in Table 2. RMSE value decreases while the 
number of particles increases. The model also runs for 
2000 particles. However, its results are as the same of 
1000 particles.  

Table 2. Calculation of errors 

 PF-MLPG (500 
particles) (m) 

PF-MLPG (700 
particles) (m) 

Mean error (m) -0.101 -0.083 
Mean Absolute 

error (m) 0.416 0.332 

Root mean square 
error (m) 0.484 0.401 

4. Conclusions 

Particle filter, known as one of the data 
assimilation methods, is linked to the meshless local 
Petrov-Galerkin flow model to find the best values of 
constant head boundaries of a real aquifer. In the first 
step, a set of particles with the same weight values (1𝑁𝑁) are 
generated in the state space. The dimension of state space 
are equal to the number of uncertain parameters. The 
studied region is Birjand unconfined aquifer which is 
located in South-Khorasan province. Finally, the optimal 
values of constant head boundaries for boundary nodes 
are obtained. Mean, mean absolute and root mean square 
error indices are calculated for PF-MLPG, MLPG and 
FDM methods. The RMS errors are 0.386, 0.757 and 
1.197m for PF-MLPG, MLPG and FDM, respectively. 
The results also reveal that the RMS error decreases with 
increasing the number of particles. 
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     In the present study, a new method i.e. particle filter 
known as the online calibration method is linked to the 
meshless local Petrov-Galerkin simulation model to find 
the optimal values of constant head boundaries. The 
purpose of this study is to improve the accuracy of 
simulation results. This model is used for the first time in 
this field.  

2. Methodology 
2.1 Particle Filter 

A particle filter, known as a powerful estimation 
method, computes the probability density function of a 
random process and also estimates the exact state of the 
object in the future time based on the states and 
observations of previous times. The particle filter makes 
some estimates for the state of the object to select the best 
one [3]. 

To this end, in the initial step, particles are 
scattered in the space which its dimension equals to the 
number of parameters that must be estimated. Each 
particle is assigned with a weight value. This weight 
value in the first step is equal for all particles around (1𝑁𝑁) 
(N is the number of the particles scattered in state space) 
[4]. In the next step, the weight value depending on the 
position of the particle is updated. Once the weight of 
each particle is determined, to prevent degeneracy 
occurrence, re-sampling method is carried out.  

2.2 Meshless Local Petrov-Galerkin (MLPG) 

MLPG is a weak form of meshless methods 
presented in 1998 by Atluri and Zhu (1998) to solve the 
potential equation. This method is generally used in fluid 
mechanics and involves two functions: a weight function 
(cubic spline) and moving kriging. 

2.3 Groundwater flow equation in the unconfined 
aquifer 

Based on the Dupouit assumption, the governed 
equation of groundwater flow in a transient condition is 
stated in Eq. 1 [5]: 
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Here, 𝐻𝐻 represents groundwater head [L], 𝑘𝑘 stands for 
hydraulic conductivity coefficient [L/T],  𝑄𝑄 denotes the 
discharge (+) or recharge (-) rate [L/T], and q stands for 
the distributed flow, e.g. precipitation and evaporation. 
𝑆𝑆𝑦𝑦 is specific yield. 

3. Results and Discussion 

Solving groundwater partial differential equation 
requires precise values of constant head boundaries. 
Therefore, determining the exact values of these 
boundaries is one of the fundamental steps in 
groundwater studies. Particle filter method is linked to 
the MLPG flow model that is calibrated and verified by 
the authors in the previous studies [6].  

     Finally, the optimal values of constant head 
boundaries are obtained, and, the groundwater table is 
computed using the achieved optimal values. Figure 1. 
shows the results of PF-MLPG, MLPG, FDM and 
observation data. In figure 1, the graphs show the high 
correspondence of PF-MLPG method (yellow line) to the 
observation data (black line). This fact clearly indicates 
the high accuracy of PF-MLPG method due to the usage 
of optimal values for constant head boundaries.     
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Figure 1. Comparison of results in different methods 
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where ℎ𝑜𝑜𝑜𝑜𝑡𝑡 ,  ℎ𝑠𝑠𝑠𝑠𝑡𝑡 , ℎ𝑜𝑜̅̅ ̅ are the level of observed groundwater 
and the simulated and mean of the observed values, 
respectively, n and m are the number of piezometers and 
the number of time steps. Table 1 shows the achieved 
results. 

Table 1. Calculation of errors 

 
PF-MLPG 

(1000 particles) 
(m) 

FDM(m) MLPG 
(m) 

Mean error (m) -0.061 0.159 -0.12 
Mean Absolute 

error (m) 0.298 1.434 0.573 

Root mean 
square error (m) 0.386 1.197 0.757 

RMSE is the main index for the evaluation of accuracy 
[9]. Based on Table 1, the results of PF-MLPG are more 
accurate than FDM and MLPG methods due to its lower 
value of RMSE. Also, the performance of PF-MLPG 
method with the different numbers of particles is 
investigated in Table 2. RMSE value decreases while the 
number of particles increases. The model also runs for 
2000 particles. However, its results are as the same of 
1000 particles.  

Table 2. Calculation of errors 

 PF-MLPG (500 
particles) (m) 

PF-MLPG (700 
particles) (m) 

Mean error (m) -0.101 -0.083 
Mean Absolute 

error (m) 0.416 0.332 

Root mean square 
error (m) 0.484 0.401 

4. Conclusions 

Particle filter, known as one of the data 
assimilation methods, is linked to the meshless local 
Petrov-Galerkin flow model to find the best values of 
constant head boundaries of a real aquifer. In the first 
step, a set of particles with the same weight values (1𝑁𝑁) are 
generated in the state space. The dimension of state space 
are equal to the number of uncertain parameters. The 
studied region is Birjand unconfined aquifer which is 
located in South-Khorasan province. Finally, the optimal 
values of constant head boundaries for boundary nodes 
are obtained. Mean, mean absolute and root mean square 
error indices are calculated for PF-MLPG, MLPG and 
FDM methods. The RMS errors are 0.386, 0.757 and 
1.197m for PF-MLPG, MLPG and FDM, respectively. 
The results also reveal that the RMS error decreases with 
increasing the number of particles. 
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4- Conclusions
Particle filter, known as one of the data assimilation 

methods, is linked to the meshless local Petrov-Galerkin 
flow model to find the best values of constant head 
boundaries of a real aquifer. In the first step, a set of 
particles with the same weight values (1/N) are generated 
in the state space. The dimension of state space are equal 
to the number of uncertain parameters. The studied region 
is Birjand unconfined aquifer which is located in South-
Khorasan province. Finally, the optimal values of constant 
head boundaries for boundary nodes are obtained. Mean, 
mean absolute and root mean square error indices are 
calculated for PF-MLPG, MLPG and FDM methods. The 
RMS errors are 0.386, 0.757 and 1.197m for PF-MLPG, 
MLPG and FDM, respectively. The results also reveal that 
the RMS error decreases with increasing the number of 
particles.
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استفاده از فیلتر ذره‌ای برای تخمین دقیق شرایط مرزی بار آبی ثابت در آبخوان آزاد
علی محتشمی1، سید آرمان هاشمی منفرد1*، غلامرضا عزیزیان1، ابوالفضل اکبرپور2

1-دانشکده فنی و مهندسی شهید نیکبخت، دانشگاه سیستان و بلوچستان، زاهدان، ایران
2-دانشکده فنی مهندسی، دانشگاه بیرجند، بیرجند، ایران

خلاصه: داشتن اطلاعات دقیق از مقادیر شرایط مرزی در آبخوان‌ها یکی از عوامل موثر در افزایش دقت مدل‌های آب زیرزمینی 
هستند. در این مطالعه به کمک روش فیلتر ذره‌ای و مدل عددی بدون شبکه جریان آب زیرزمینی، مقادیر دقیق سطح آب در مرزهای 
هد ثابت آبخوان بیرجند تعیین شدند. فیلتر ذره‌ای یکی از روش‌های همگون‌سازی داده‌ها بوده که در جهت کالیبراسیون آنلاین و 
بهبود عملکرد مدل‌های عددی دینامیکی کمک شایانی می‌کند. همچنین مدل عددی بدون شبکه، از جمله مدل‌هایی است دامنه 
محاسباتی را شبکه‌بندی نمی‌کند و معادلات را تنها بر روی گره‌ها اعمال می‌کند. این آبخوان به مساحت 269 کیلومتر مربع واقع در 
استان خراسان جنوبی است که 190 حلقه چاه بهره‌برداری و 10 چاه مشاهده‌ای دارد، همچنین در مرزهای آن، نه جبهه ورودی و یک 
جبهه خروجی هد ثابت وجود دارد که این جبهه‌ها در مدل بدون شبکه، تعداد 105 گره مرزی را شامل می‌شوند. پس از تعیین حدود 
بالا و پایینِ سطح آب برای هر یک از این گره‌ها در الگوریتم فیلتر ذره‌ای مقادیر دقیق هد در نقاط مرزی تعیین شد و سپس به کمک 
مدل شبیه‌ساز، سطح آب زیرزمینی به دست آمده با مقادیر مشاهداتی مقایسه شدند. نزدیکی نتایج به مقادیر مشاهداتی، قدرت این 
روش در جهت تخمین مقادیر دقیق مرزی را نشان ‌داد، به طوری که، با اتصال این روش کالیبراسیون به مدل بدون شبکه، خطای جذر 
میانگین مربعات از 0/757 به 0/386 متر رسید. این مقدار کاهش در مقدار خطا، ضرورت اضافه شدن این روش، به تمامی مدل‌های 
آب زیرزمینی را نشان می‌دهد. همچنین نتایج نشان دادند که با افزایش تعداد ذرات، در روش فیلتر ذره‌ای، دقت نتایج بالاتر می‌رود، 
به طوری که خطای جذر میانگین مربعات با در نظر گرفتن 500، 700 و 1000 ذره به ترتیب 0/484، 0/401 و 0/386 متر می‌باشند.   
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مقدمه-1 
سفره‌های آب زیرزمینی به عنوان یکی از مهم‌ترین منابع تامین آب در 
جهان به ویژه مناطق کم آب و خشک همواره مورد توجه بوده است. از آن ‌جا 
که در مناطق کم باران و حاشیه کویر سفره‌های آب زیرزمینی از مهم‌ترین 
با افزایش بهره‌برداری،  مورد تهدید جدی قرار  منابع به شمار می‌روند، لذا 
مصارف  برای  آب  به  نیاز  همراه  به  جمعیت  افزون  روز  رشد  است.  گرفته 
از وضعیت آب زیرزمینی و مدیریت آن  گوناگون و همچنین درک مناسب 
نقش کلیدی در پایداری منابع آب در نواحی خشک و نیمه خشک ایفا می‌کند 

.]1[
منابع آب زیرزمینی به صورت مستقیم یا غیرمستقیم از آب‌های سطحی 
و بارندگی تغذیه می‌شوند و مدیریت عرضه و تقاضا در این سیستم می‌تواند 
پایداری بهره‌برداری از این منابع را به همراه داشته باشد. استفاده پایدار از 

این  به  رسیدن  منظور  به  آن‌هاست.  از  بهینه  برداشت  معنای  به  منابع  این 
مهم، نیاز است که رفتار آب زیرزمینی در آبخوان مورد بحث و مطالعه قرار 
بگیرد. بدین جهت داشتن اطلاع دقیق از آن یک نیاز ضروری برای مدیران 

و مهندسان آبی است.
آب  جریان  سیستم  یک  رفتارهای  شناخت  حالت  بهترین  شک  بدون 
مشخص  منطقه  هر  برای  مدت  دراز  تحقیقات  مجموعه  انجام  زیرزمینی، 
می‌باشد که با توجه به وضعیت کنونی و سقف محدود بودجه‌های پژوهشی 
عملًا امکان‌پذیر نیست. در این میان با ابزاری مانند شبیه‌ساز‌ها و یا مدل‌ها 
با دقت قابل قبولی شرایط مشابه آن‌ چه در طبیعت موجود است،  می‌توان 
به وجود آورد و به نتایج رضایت‌بخش و دقیقی دست یافت. مدل‌های آب 
را  زیرزمینی  آب  جریان  آبخوان‌ها،  به  مربوط  معادلات  حل  با  زیرزمینی 
از روش‌های تحلیلی  استفاده  با  این معادلات  مدل‌سازی می‌کنند ]2[. حل 
آموزشی  عموماً  کاربرد‌های  با  و  ساده  هندسه  با  ساده  بسیار  موارد  به  تنها 
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محدود است و برای مسائل پیچیده با هندسه نامنظم کاربرد چندانی ندارد و 
یا حتی وجود ندارند و صرفاً جهت مقایسه و بررسی نتایج عددی به منظور 
صحت‌سنجی روش و کنترل به کار گرفته می‌شوند به این منظور برای حل 
از مهم‌ترین  استفاده می‌کنند.  از روش‌های عددی  آبخوان‌ها  روابط ریاضی 
محدود،  تفاضل  محدود،  اجزاء  روش‌های؛  به  می‌توان  عددی  روش‌های 
اجزاء مرزی و احجام محدود اشاره نمود. اخیراً روش‌های بدون شبکه نیز به 
مجموعه روش‌های عددی اضافه شده است. اگر چه سابقه روش‌های بدون 
شبکه بیش از سه دهه نیست ولی بستر مناسب و وسیعی را برای فعالیت‌های 

علمی-تحقیقاتی و مهندسی طی سال‌های اخیر فراهم کرده است.
در روش‌های بدون شبکه برخلاف روش‌های وابسته به شبکه همچون 
اجزاء محدود نیازی به تعریف یک ارتباط مشخص بین گره‌ها برای تفسیر 
رفتار فیزیکی مسئله نمی‌باشد. در این روش‌ها مجموعه‌ای از گره‌ها جایگزین 
المان‌ها می‌شوند. در واقع گسسته‌سازی حوزه فیزیکی )دامنه( مسئله با تعداد 
مناسبی از نقاط که هر یک زیردامنه‌های متداخل با زیردامنه‌های نقطه یا نقاط 
همسایه است انجام می‌شود. ارتباط نقاط در روش‌های اجزاء محدود از طریق 
المان‌ها و در روش‌های بدون شبکه از طریق تعداد نقاط مشترک موجود در 
ناحیه مشترک هر یک از زیرحوزه‌ها تامین می‌شود ]3[. در این روش‌ها دو 
نقطه در صورتی با یکدیگر ارتباط دارند که در ناحیه مشترک حوزه تاثیرشان 
تعداد نقاط مشخصی که تأمین کننده شرط معکوس‌‌پذیری ماتریس‌ها است، 
وجود داشته باشد. علت استقبال زیاد محققین از این روش‌ها، کاهش زمان 
اجزاء محدود می‌گردد.  در روش  تولید شبکه  است که صرف  بالایی  بسیار 
کارگیری  به  اصلی  انگیزه  شبکه  بدون  روش‌های  در  مزیت‌ها  برخی  وجود 
روشی کارامد در این مقاله است. اگر چه استفاده از روش‌های بدون شبکه 

هنوز به گستردگی روش‌های اجزاء محدود در مسائل مهندسی نیست ]4[.
زیرزمینی  آبّ  جریان  مدل‌سازی  در  شبکه  بدون  روش‌های  از  استفاده 
توسط تعدادی از نویسندگان، از جمله نویسندگان همین مقاله صورت گرفته 
است. در سال 2017، بدولا و الدیهو به کمک روش بدون شبکه محلی پتروو-

گالرکین به مدل‌سازی جریان آب زیرزمینی پرداختند. نکته مهم در کار آن‌ها 
استفاده از تابع پایه شعاعی1 به جای تابع حداقل مربعات متحرک2 بود، که 
به خودی خود محدودیت‌هایی از جمله تغییر مرز آبخوان را به همراه داشت. 
آن‌ها دو آبخوان مستطیلی استاندارد و یک آبخوان واقعی ) پوچامپاد( را مدل 
کردند و سطح آب زیرزمینی را محاسبه کردند و نتایج خود را با نتایج روش 

1  Radial Basis Function
2  Moving Least Squares Method

مقایسه  اجزاء محدود  و  تفاضل  و روش‌های  نقاط3  بدون شبکه همجایگی 
اصلی  نتیجه  پتروو-گالرکین  محلی  شبکه  بدون  روش  بالاتر  دقت  کردند. 
پژوهش آن‌ها بود ]5[. محتشمی و همکاران در سال 2017 به کمک روش 
بدون شبکه محلی پتروو-گالرکین، جریان آب زیرزمینی را در حالت ماندگار و 
غیرماندگار مدل‌سازی کردند و مدل خود را واسنجی و صحت‌سنجی نمودند. 
نتایج آن‌ها نشان داد، روش بدون شبکه محلی پتروو-گالرکین دقت بالاتری 
تابع  از  استفاده  آن‌ها  کار  مهم  نکته  دارد.  محدود  تفاضل  روش  به  نسبت 
حداقل مربعات متحرک بود که علاوه بر این که برای اولین بار در این حوزه 
مورد استفاده قرار می‌گرفت، مشکل ایجاد نقطه مجازی را که ایراد اصلی تابع 
پایه شعاعی بود را حل و برطرف کرد ]6[. در سال 2019، پاتانیا و همکاران 
با اشاره به برتری مدل‌های بدون شبکه نسبت به مدل‌های وابسته به شبکه، 
المان گالرکین4 جهت مدل‌سازی جریان آب زیرزمینی بهره  از روش بدون 
بردند. روش مورد استفاده آن‌ها بر اساس تابع تقریب حداقل مربعات متحرک 
بود. آبخوان‌هایی که در آن، سطح آب زیرزمینی را مدل کردند، یک آبخوان 
یک بعدی و دو آبخوان دو بعدی بود. آبخوان دو بعدی واقعی آن‌ها، آبخوانی 

با نام دریاجه آبی واقع در کشور کانادا بود ]7[. 
از مدل‌های شبیه‌ساز جریان آب زیرزمینی، تحلیل  اما در کنار استفاده 
به  باید  که  است  مباحثی  بزرگ‌ترین  از  هم  آن‌ها  پارامترهای  قطعیت  عدم 
به  و  است  ذاتی جهان  ویژگی‌‌های  از  یکی  قطعیت  پرداخته شود. عدم  آن 
معمولًا  می‌‌باشد.  مشاهده  قابل  انسان  روزانه  فعالیت‌های  در  گسترده  طور 
محدودیت  دلیل  به  آینده  یا  حال  وضعیت  در  دقت  کمبود  از  قطعیت  عدم 
سیستم  یک  زیرزمینی  آب  سیستم  می‌گیرد.  نشأت  داده  و  اطلاعات  در 
پیچیده و باز می‌باشد که بر روی شرایط هیدرولوژیکی و هواشناسی، ساختار 
انسانی و  فعالیت‌‌های  توپوگرافی، پوشش گیاهی،  زمین‌شناسی، ویژگی‌های 
... اثرگذار می‌باشد. از این گذشته، برخی از ویژگی‌های سیستم آب زیرزمینی 
به طور مستقیم اندازه‌گیری نمی‌شود مانند هدایت هیدرولیکی که از طریق 
آنالیز مقادیر اندازه‌گیری شده ورودی و خروجی تخمین زده می‌‌شود. از این 
رو، بررسی عدم قطعیت پارامترها در مدل‌سازی آب‌های زیرزمینی از اهمیت 

بالایی برخوردار می‌باشد.
به  که  مطالعاتی  سهم  قطعیت،  عدم  تحلیل  گسترده  مطالعات  میان  از 
تحلیل عدم قطعیت در مدل‌های آب زیرزمینی پرداخته باشند کمتر می‌باشد 
]8[. از جمله تحقیقاتی که بر عدم قطعیت شبیه‌سازی‌های آب‌های زیرزمینی 
دتینگر  و   ]9[ توسط فول و همکاران  آماری صورت گرفته است  دیدگاه  با 

3  Point Collocation Method
4  Element  Free Galerkin
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از روش‌های آماری در کنار  ارائه شده است آن‌ها استفاده  و ویلسون ]10[ 
روش‌های مبتنی بر مونت کارلو را پیشنهاد دادند و بیان کردند که به عنوان 
یک ابزار مفید در تحلیل عدم قطعیت موجود در شبیه‌سازی‌های آتی، مورد 

استفاده قرار گیرد.
به  می‌توان  زیرزمینی  آب  مدل‌های  قطعیت  عدم  تحلیل  زمینه  در   
الگوریتم مونت ‌کارلو، زنجیر مارکوف و الگوریتم‌های مشابه آن اشاره نمود. 
اما از طرف دیگر مطالعات بسیار محدودی در مورد بررسی عدم قطعیت در 
مدل‌سازی آب‌های زیرزمینی انجام شده است که اغلب آن‌ها در مورد تحلیل 
حساسیت پارامترهای مدل‌ها و تحلیل شاخص‌های آماری بوده است از جمله 
چیت‌سازان و همکاران در سال ۱۳۸۷ که با استفاده از روش مشخصه‌های 
آماری به تحلیل عدم قطعیت مدل ریاضی آبخوان دشت کازرون پرداختند و 
بهبود قابل توجهی در معیارهای برازش مدل مشاهده نمودند ]11[. همچنین 
برآورد  در  قطعیت  عدم  بررسی  به   ۱۳۸۷ سال  در  موسوی  و  زاده  رسول 
پارامترهای مدل آب زیرزمینی دشت ارسنجان با استفاده از الگوریتم لونبرگ 
که نوعی روش معکوس می‌باشد پرداختند و ابراز داشتند با اینکه سطح آب 
زیرزمینی شبیه‌سازی شده با مشاهده‌ای تطابق نسبتاً خوبی در مرحله واسنجی 
پارامترهای  پارامتر‌ها به یکدیگر  اما به علت همبستگی بالای بعضی  دارند 
برآورده شده منحصر به فرد نبوده و از عدم قطعیت بالایی برخوردارند ]12[. 
گِلو1 جهت تحلیل عدم قطعیت در مدل‌های جریان‌ آب  از روش‌  همچنین 
زیرزمینی استفاده شده است. همراز و همکاران )2015( جریان آب زیرزمینی 
افزار  نرم  محیط  در  محدود  تفاضل  عددی  مدل  کمک  به  آبخوانی  در  را 
GMS مدل‌سازی کردند و عدم قطعیت پارامترهای هدایت هیدرولیکی و 

آبدهی ویژه را  توسط روش گِلو ارزیابی کردند ]13[. در سال 2017، عابدینی 
و همکاران به کمک روش تفاضل محدود در نرم افزار GMS و روش گلو، 
به بررسی و ارزیابی دو پارامتر هدایت هیدرولیکی و تغذیه در آبخوان بجنورد 
پرداختند. نتایج آن‌ها نشان داد که پارامتر تغذیه نسبت به سایر پارامترها از 
عدم  دارای  و  بوده  برخوردار  واسنجی  فرایند  در  کم‌تری  تشخیص  قابلیت 
قطعیت بیشتری است همچنین پارامتر هدایت هیدرولیکی در فرایند واسنجی، 
به مقادیر دقیق خود نزدیک شده، به طوری که مقدار خطا، به نحو موثری 

کاهش یافته است ]8[. 
 GMS در سال 2018، دو و همکاران، به کمک مدل مادفلو در نرم افزار
 ،NRMSE و RMSR و چندین معیار ارزیابی از جمله، معیارهای خطای
روند دینامیکی سطح آب زیرزمینی، تخلیه از قنات‌ها، مکان‌های با دبی بالا و 

1  GLUE

وضعیت بیلان آب زیرزمینی به مدل‌سازی و بررسی قابلیت اعتماد پارامترهای 
هیدودینامیکی آبخوان نیانگل واقع در کشور چین پرداختند و در نهایت دقت 
مدل‌سازی خود را بالاتر بردند ]14[. توهیدل مصطفی و همکاران )2019( 
به منظور مدیریت پایدار آب زیرزمینی آبخوانی در شمال غرب بنگلادش، به 
بررسی و پیش‌بینی سطح آب زیرزمینی در آن‌جا پرداختند. آن‌ها در پژوهش 
و  تاثیر عدم قطعیت‌های مدل‌های مفهومی هیدروژئولوژی  بررسی  به  خود 
اقلیمی در پیش‌بینی‌شان اشاره کردند. شبیه‌ساز جریان آب زیرزمینی و روش 
بررسی عدم قطعیت در مطالعه آن‌ها به ترتیب نرم افزار GMS و مدل بیزین 
بود که به کمک ترکیب این دو روش دریافتند که 23 درصد عدم قطعیت‌های 
موارد  بقیه  و  است  هیدروژئولوژیکی  مفهومی  مدل‌های  به  وابسته  موجود، 
وابسته به مدل جریان و مدل‌های اقلیمی است ]15[. ناسنت و همکاران در 
سال 2020، به بررسی عدم قطعیت پارامترهای ورودی مدل آب زیرزمینی 
خود پرداختند. آن‌ها به کمک PMWIN که بر اساس روش عددی تفاضل 
محدود است، سطح آب زیرزمینی را در آبخوانی از کشور بنگلادش شبیه‌سازی 
کردند و به کمک ترکیب روش‌های 2DREAM و مدل بیزین و استفاده 
از یک معیار درست‌نمایی جدید، عدم قطعیت پارامترهای هدایت هیدرولیکی 
و آبدهی ویژه را بررسی کردند. نتایج آن‌ها کارایی بالای مدل بررسی عدم 
قطعیتشان را نشان می‌داد که به کمک آن توانستند نتایج مدل‌سازی را به 

داده‌های مشاهداتی نزدیک کنند ]16[.  
در این مطالعه روش جدیدِ فیلتر ذره‌ای که یک روش کالیبراسیون آنلاین 
مقادیر  یافتن  منظور  به  زیرزمینی،  آب  جریان  شبکه  بدون  مدل  به  است، 
دقیق شرایط مرزی و بهبود نتایج آن متصل شده است. از آن ‌جایی که فیلتر 
ذره‌ای روشی قوی جهت تخمین پارامترهای عدم قطعیت دار است، ترکیب 
آن با یک مدل جریانِ دقیق کاربردی بوده و نحوه حرکت آب در آبخوان را 
با دقت بالایی پیش‌بینی می‌کند. لازم به ذکر است از این روش، برای اولین 
بار در این حوزه استفاده شده است. در کنار این روش، از مدل بدون شبکه 
جریان آب زیرزمینی نیز استفاده می‌گردد. این مدل که دقیق‌تر از مدل‌های 
قدیمی و سنتی است با دقت بالایی، رفتار آب زیرزمینی را بررسی و ارزیابی 
روش  جریان،  مدل  از  ناشی  خطاهای  کاهش  منظور  به  همچنین  می‌کند. 

تقریب کریجینگ به مدل بدون شبکه اضافه شده است.

2  Differential Evolution Adaptive Metropolis
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مواد و روش‌ها-2 
منطقه مورد مطالعه-2 -1 

محدود مطالعاتی آبخوان بیرجند، با مختصات تقریبی 32 و ’34 تا 33 
و ’8 عرض شمالی، 58 و ’41 تا 59 و ’44 طول شرقی در استان خراسان 
جنوبی قرار گرفته است. این آبخوان که از نوع آزاد بوده با مساحت تقریبی 
269 کیلومتر مربع و میانگین ضخامت اشباع 30 متر با رنگ قرمز در شکل 1 

مشخص شده است ]17[. همچنین این شکل موقعیت جغرافیایی این آبخوان 
را در کشور ایران نشان می‌دهد.

آبخوان  بهره‌برداری و 10 چاه مشاهداتی در  قابل ذکر است 190 چاه 
به  در شکل 2  قرمز  دایره  و  آبی  دایره  با علامت  ترتیب  به  دارد که  وجود 

تصویر کشیده شده است.
شرایط مرزی در آبخوان بیرجند از دو نوع هد ثابت و جریان ثابت صفر 
بر  ثابت(  هد  مرزی  )شرایط  خروجی  و  ورودی  جبهه‌های  محدوده  است. 

  
 

 [6] موقعیت جغرافیایی آبخوان و دشت بیرجند. 1 شکل
Figure 1. Geographical location of Birjand aquifer and its plain 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 1. موقعیت جغرافیایی آبخوان و دشت بیرجند ]6[

Fig. 1. Geographical location of Birjand aquifer and its plain

 
 برداری و مشاهداتی در آبخوانهای بهرهنمایش چاه. 2شکل 

Figure 2. Presentation of observation and extraction wells in aquifer 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 2. نمایش چاه‌های بهره‌برداری و مشاهداتی در آبخوان

Fig. 2. Presentation of observation and extraction wells in aquifer
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اساس نقشه خطوط هم پتانسیل آب زیرزمینی )ایزوپیزِ( آبخوان بیرجند تهیه 
می‌شود، خطوط جریان ورودی و خروجی مرز، عمود بر خطوط هم پتانسیل 
آب زیرزمینی‌ای هستند که تا مرز آبخوان کشیده شده‌اند. طبق پژوهش‌های 
صورت گرفته شرایط مرزی هد ثابت شامل 10 منطقه می‌باشد، یک منطقه 
به عنوان شرایط مرزی هد ثابت خروجی و 9 منطقه شرایط مرزی هد ثابت 
با فلش‌هایی در شکل 2 مشخص  مناطق  این  ورودی هستند ]18 و 13[. 
شده‌اند. مقدار هد در مرزهای هد ثابت آبخوان تاثیر بسزایی در جواب‌های 
مدل دارد. شکل 3 نقاط مرزی هد ثابت را برای آبخوان بیرجند نشان می‌دهد.

روش فیلتر ذره‌ای-2 -2 
فیلتر ذره‌ای، روش عددی و محاسباتی برای به دست آوردن تابع چگالی 
احتمال یک فرایند تصادفی و نیز تخمین حالت شی در زمان آینده، بر اساس 
حالات و مشاهدات در زمان‌های قبل است. فیلتر ذره‌ای به جای یک تخمین، 
چند تخمین می‌زند تا بر اساس آن‌ها بهترین تخمین را به عنوان حالت پدیده 
انتخاب کند ]19[. برای این امر در ابتدا از حالت قبلی شی نمونه‌های مختلفی 
اخذ می‌کند تا بر اساس آن‌ها و مشاهدات جدید، حالت‌های جدید را تخمین 
بزند. ذرات بردارهای حالتی هستند که در یک جا جمع شده‌اند و از توزیع 
احتمال استفاده می‌کنند. هر ذره یک وزن مربوط به خود می‌گیرد، مقدار این 
N تعداد  1 بوده ]20[ )

N
وزن در تکرار اول برای همه ذرات یکسان و 

ذرات پخش شده در فضای حالت است( سپس بر اساس معیار درست‌نمایی 

وزن هر ذره به روز رسانی می‌شود، مقدار آن وزن، ناشی از شبهات موقعیت 
به  ذره مشخص شد،  هر  وزن  که  هنگامی  می‌باشد.  اصلی  واقعیت  به  ذره 
از انحطاط )تبهگنی( که در ادامه به آن پرداخته می‌شود،  منظور جلوگیری 
عمل نمونه‌گیری مجدد صورت می‌گیرد. به عبارت واضح‌تر ذراتی که دارای 
وزن بسیار کمی بوده حذف می‌شوند و ذرات دارای وزن زیاد در ایجاد ذرات 
جدید حول مختصات خودشان شرکت داده می‌شوند. این کار سبب کاهش 

میزان محاسبات، جلوگیری از پخش شدن بیهوده ذرات می‌شود.
با  مواجهه  در  تخمین  مسئله  حل  برای  موثر  روش  یک  ذره‌ای  فیلتر 
روش‌های  جزء  روش  این  می‌باشد.  گوسی  نویز  با  غیرخطی  سیستم‌های 
استاندارد، سیستم  فیلتر ذره‌ای  برای توصیف  آماری مونت کارلوست ]20[. 

غیرخطی زیر را در نظر بگیرید:
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توابع   g و   f اندازه‌گیری، بردار   ty حالت،  بردار   tx آن  در  که 
tv نویز  tw نویز پروسه و  غیرخطی می‌باشند، همچنین فرض می‌شود که 
 1( | )t tp x y اندازه‌گیری است. فیلتر ذره‌ای تابع چگالی احتمالی پسین 

 

 
 هد ثابت در آبخوان بیرجند مرزی قاط مرزی دارای شرایطن. 3شکل 

Figure 3. Nodes with constant head boundaries in Birjand aquifer 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 3. نقاط مرزی دارای شرایط مرزی هد ثابت در آبخوان بیرجند

Fig. 3. Nodes with constant head boundaries in Birjand aquifer
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را به صورت مجموعه‌ای از ذرات وزن داده شده به صورت زیر بیان می‌کند:
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با فیلتر  بیانگر تعداد ذرات است. شکل 4 توصیف تابع پسین   N که 
به  را   1:( | )t tp x y پسین  تابع  ذره‌ای،  فیلتر  می‌دهد.  نشان  را  ذره‌ای 

صورت رابطه 4 تقریب می‌زند ]23 و 22[. 
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به  ) وزن مربوط  ) 0i
tw > تابع دلتای دیراک است و    ( )xδ که 

) می‌باشد. )
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توزین  تابع  به  )که  اصلی  احتمال  چگالی  تابع  از  مستقیم  نمونه‌برداری 
هدف معروف است( ممکن نیست. از این رو، از روش نمونه‌برداری پر اهمیت 
نمونه‌برداری  جای  به  اهمیت،  پر  نمونه‌برداری  روش  در  می‌شود.  استفاده 
مستقیم از تابع هدف، از یک تابع توزین پیشنهادی، نمونه‌برداری می‌شود. با 
:0 وزن ذرات  1:( | )t tq x y در نظر گرفتن تابع چگالی پیشنهادی به صورت 

به صورت رابطه 5 محاسبه می‌شود ]22[: 
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به صورت  رابطه 6 وزن‌ها  به صورت  پیشنهادی  تابع چگالی  با تجزیه 

بازگشتی محاسبه خواهند شد ]24[:
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پیشنهادی  چگالی  تابع  از   ( )
0:
i
kx نمونه‌های  صورت  این  در 

 ( )
0:
i
kx جدید  حالت  با  شده‌اند  نمونه‌برداری   ( )0: 1 1: 1|k kq x y− −

) به دست می‌آید که وزن  )0: 0: 1 1: 1| ,k k kq x x y− − نمونه‌برداری شده از 
این نمونه‌ها به صورت رابطه 7 است ]26 و 25[:
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از طرفی با توجه به قانون بیز، تابع چگالی احتمال پسین را می‌توان به 
صورت رابطه 8 نوشت:
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بنابراین می‌توان وزن ذرات را به صورت رابطه بازگشتی 9 نوشت ]23[:

 

 
 [21] ایتوصیف تابع پسین با فیلتر ذره. 4شکل 

Figure 4. Posterior distribution function using particle filter 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 4. توصیف تابع پسین با فیلتر ذره‌ای ]21[

Fig. 4. Posterior distribution function using particle filter
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شکل 4 نمونه‌گیری پر اهمیت را به صورت گرافیکی نشان می‌دهد. 
این شیوه به دست آوردن تابع چگالی، احتمال پسین به نمونه‌برداری پر 
اهمیت بازگشتی 1SIS معروف است ]23 و 22[. به منظور جلوگیری از پدیده 
تباهیدگی، الگوریتم SIS با نمونه‌گیری مجدد معرفی شده است ]27[، که به 
الگوریتم SIR2 معروف می‌باشد و دارای سه گام نمونه‌برداری، محاسبه وزن 

نمونه‌ها و نمونه‌برداری مجدد است:

 1-نمونه‌برداری
ذرات با نمونه‌برداری از توزیع پیشنهادی به دست می‌آیند.
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 2-محاسبه وزن نمونه‌ها
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 3-نمونه‌گیری مجدد
ذرات با وزن بالاتر جایگزین ذرات با وزن کمتر می‌شوند.

به طوری که  بزرگی است.  ایراد  دارای  فیلتر ذر‌ه‌ای  الگوریتم  متاسفانه 
و  انحطاط  ایجاد  و  می‌یابد  افزایش  ذرات  وزن‌های  واریانس  زمان  گذر  در 
ناسازگاری می‌کند ]28[. در شرایط مطلوبِ بدون انحطاط، تمام ذرات دارای 
چگالی  توزیع  محاسبه  در  یکسان  به صورت  و  می‌باشند  متفاوت  وزن‌های 
احتمال متغیرهایِ حالت مشارکت دارند ]29[. در این شرایط واریانس وزن‌ها 
به مقدار صفر میل می‌نماید، و نیازی به نمونه‌گیری مجدد نمی‌باشد. اما در 
شرایط انحطاط، زمانی که تعدادی از ذرات دارای وزنی بیشتر از ذرات دیگر 
بوده که تفاوت معنی‌داری با هم پیدا کنند، استفاده از نمونه‌گیری مجدد نیاز 
خواهد بود. به منظور در نظر داشتن شرایط انجام نمونه‌گیری مجدد بر مبنای 
effN ( تعداد ذرات مورد استفاده  رابطه تعریف شده با نام تعداد نمونه موثر )

1  Sequential Important Sampling
2  Sequential Important Re-Sampling

بررسی می‌گردد. این متغیر به کمک رابطه 12 محاسبه می‌شود ]21[:
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i نمایش داده شده است. با استفاده از تعداد نمونه 
tw که در آن وزن‌ها با 

( تعریف  threshN موثر تعریف شده زمانی که این مقدار از یک مقدار آستانه )
( عمل نمونه‌گیری مجدد جهت حذف  Neff threshN< شده کمتر باشد )
عامل انحطاط صورت می‌گیرد ]30[. شانس تخمین‌هایی که وزن مشارکت 
بالاتری دارند، در گام‌های بعدی برای عدم حذف آن‌ها بیشتر است. مقدار 
محاسبات  در  برده شده  کار  به  ذرات  دسته  تعداد  از  معمولا کسری  آستانه 
  در نظر می‌گیرند ]31 و 

2
N می‌باشد، و طبق پژوهش‌های گذشته آن را 

30[. بنابراین به کمک این روش )نمونه‌گیری مجدد( اثر انحطاط )تبهگنی( 
را می‌توان کاهش داد و الگوریتم فیلتر ذره‌ای را در طول زمان سازگار کرد. 
این مهم در بسیاری از رفرنس‌های مربوط به فیلتر ذره‌ای صورت پذیرفته 

است ]33 و 32[.

 3- 2-)MLPG3(روش بدون شبکه محلی پتروو-گالرکین
آتلوری و ژو در سال 1998 اولین بار از روش بدون شبکه محلی پتروو-

گالرکین به منظور حل معادله پتانسیل استفاده کردند ]34[. از آن پس این 
و  علمی  مسائل  در  پژوهشگران،  و  محققین  از  زیادی  تعداد  توسط  روش 
تابع تست  از آن ‌جایی که  این روش  به کار گرفته شد ]35[. در  مهندسی 
و آزمایش از دو فضای متفاوت انتخاب می‌شوند، اساس و پایه فرمول‌بندی 
بسیاری از روش‌های بدون شبکه قرار گرفته است ]36[. در این روش از تابع 
تقریب حداقل مربعات متحرک به منظور ساخت تابع شکل استفاده می‌شود، 
اعمال  ارضا نمی‌کند در  را  دلتای کرونیکور  تابع شرط  این  از آن‌ جایی که 
بدین  و  می‌شود  مشکلاتی  دچار  مسئله  )دیریشلت(  مرزی ضروری  شرایط 
دیگر،  تکنیک‌های   .]37[ نمود  استفاده  دیگری  تکنیک‌های  از  باید  منظور 
استفاده از روش جایگزینی4 و روش تابع پنالتی5 می‌باشد ]38[ از آ‌ن‌جایی که 
این روش‌ها مقادیری تقریب در نتایج اضافه می‌کنند، بهتر است از روش‌هایی 
به  را  مدل  و  ببرد  بین  از  را  تقریب‌ها  این  که  کرد  استفاده  آن‌ها  جای  به 
هستند،  کم  روش‌ها  این  در  خطا  ایجاد  مقادیر  گرچه  کند.  نزدیک  واقعیت 
بنابراین  پذیرد.  باید صورت  که  است  اقداماتی  مهم‌ترین  از  آن‌ها  اما حذف 
3  Meshless Local Petrov-Galerkin
4  Collocation Method
5  Penalty Function
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از  متحرک  کریجینگ  روش  می‌گردد.  پیشنهاد  متحرک1  کریجینگ  روش 
جمله روش‌هایی است که بدون اضافه کردن تقریب و با ارضای تابع دلتای 
کرونیکور شرایط مرزی ضروری را اعمال می‌کند ]39[. در این مطالعه از آن 
‌جایی که نیاز است عدم قطعیت شرایط مرزی مسئله مورد بررسی و تحلیل 
قرار گیرد از روش کریجینگ متحرک جهت اعمال شرایط مرزی ضروری 
به صورت مستقیم استفاده می‌شود. این روش از سال 2013 به منظور انجام 
عمل تقریب‌سازی و ساخت تابع شکل در حوزه جامدات مورد استفاده قرار 
گرفت که می‌توان به مراجع ]41-39[ اشاره کرد و برای اولین بار در این 
استفاده قرار گرفته  به ویژه آب زیرزمینی مورد  مطالعه در حوزه سیالات و 

می‌گیرد. 

 4- 2-)MK( تابع تقریب کریجینگ متحرک
منظور  به  شده  شناخته  روش  یک  متحرک  کریجینگ  تقریب  تابع 
و  ساخت  نحوه   .]42[ است  معدن  علم  و  هندسه  در  مکانی  درون‌یابی 
داده  توضیح  ادامه  در  مختصر  طور  به  روش  این  شکل  تابع  فرمول‌بندی 
Ù به وسیله چندین  ) را در نظر بگیرید که در دامنه  )H x می‌شود. تابع 
در   N که   ,   i 1,  2,  ,  Nix = … گره‌های  باشد.  شده  گسسته  گره 
تنها  که  می‌شود  فرض  است.  دامنه  در  گره‌های پخش شده  تعداد کل  آن 
می‌گذارند.  تاثیر   ( )H x تابع  روی  بر   x نقطه  کننده  احاطه  گره   N
Ùx که شامل گره‌های احاطه کننده هست، دامنه تقریب نقطه  زیردامنه 
 x نقطه  در   ( )hH x تقریب کریجینگ متحرک  نامیده می‌شود.   x

همانطور که توسط لیو و گو )2001( ]38[ ارائه شده است، تعریف می‌شود. 
به صورت  متحرک  کرجینگ  بدون شبکه  تایع شکل  فرمول‌بندی  بنابراین 

رابطه 13 محاسبه می‌گردد.
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بردار   ( ) ( ) ( )1 2   
T

NH H x H x H x = …  آن  در  که 
 1 N× ) بردار تابع شکل با اندازه  )Ö x Ù است.  مقدار تابع در دامنه 

است که به صورت رابطه 14 بیان می گردد.
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1  Moving Kriging

B در رابطه‌های 15 و 16 تعریف می‌شوند: A و  که ماتریس‌های 
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: ( )p x N بوده و بردار  N× I ماتریس واحد با اندازه  که در آن 
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N مقادیر چند جمله‌ای پایه برای هر  M× P با اندازه  در ماتریس 
نقطه نوشته می‌شود:
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) به وسیله معادلات 19 و 20 محاسبه  )r x R و بردار  ماتریس‌های 
می‌شوند:
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در  واقع شده  نقطه  دو  بین  تابع همبستگی   ( ),i jr x x آن  در  که 
) است:  )H x jX بوده و بیانگر کواریانس مقدار واقعی  iX و 

)21(

(12)   2

1

1
eff N i

ti

N
w






 

 

(13)       
1

Φ ,        Ω
N

h
i i x

i

H x x H x H x


   

 

(14)        T Tx p x A r x B   
 

(15)     11 1T TA P R P P R
  

 
(16)    1B R I PA  
(17)          1 2  T

Np x p x p x p x    
 

(18)   
   

   

1 1

1

  
                     

     

M N

N M N

p x p x
P

p x p x

 
    
  

 

 

(19)   
   

   

1 1 1

1

,   ,
                     
,      ,

N

N N N

r x x r x x
R

r x x r x x

 
    
  

 

 
(21)          1 2,  ,  ,T

Nr x r x x r x x r x x    
 

(21)        ,i j i jr x x E H x H x    
 

(22)  
  

2

,
ij

c

r
c

d
i jr x x e


 

   
  

 

(23)   

  

x y

y
w w

H Hk H k H
x x y y

S H
Q x x y y q

t


              


    


 

�

مقادیر  که  می‌شود  مشاهده  بالا،  معادلات  به  توجه  با  بنابراین  پس 
ایفا می‌کنند.  را در محاسبات  ) نقش مهمی  ),i jr x x R و  ماتریس 
تابع همبستگی ساده که مکرراً مورد استفاده قرار می‌گیرد، تابع گوسی است 



نشریه مهندسی عمران امیرکبیر، دوره 53، شماره 12، سال 1400، صفحه 5175 تا 5194

5183

که از معادله 22 محاسبه می‌گردد ]43 و 39[:
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0cα پارامترهای همبستگی  > cd و  ij و  i jr x x= − که در آن 
استفاده شده به منظور برازش استفاده می‌شوند و مقدار آن مشخص است.

معادله حاکم بر جریان آب زیرزمینی در آبخوان آزاد-2 -5 
در شرایطی که آبخوان مورد استفاده، آزاد باشد بر اساس فرض دوپوئی 
و معادلات پیوستگی، معادله حاکم در حالت غیرماندگار رابطه 23 خواهد بود 

]45 و 44[.
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k ضریب هدایت  H سطح آب زیرزمینی )بر حسب متر(؛  که در آن 
در جهت   yk و  افقی  در جهت   xk روز(،  بر  متر  )بر حسب  هیدرولیکی 
Q دبی متمرکز ) با علامت منفی  yS آبدهی ویژه )بدون بعد( ،  عمودی؛ 
در صورت چاه بهره‌برداری و با علامت مثبت در صورت چاه تزریق با واحد 
ä تابع دلتای دیراک با این مشخصه، زمانی که مختص  متر مکعب بر روز(، 
( چاه  wy ( و عمودی ) wx y به ترتیب در مختص افقی ) x و مختص 

q دبی گسترده مانند  ä است و  0= ä و در غیر این صورت  1= باشد، 
باران )با علامت مثبت( و یا تبخیر )با علامت منفی( است. لازم به ذکر است 
از آن ‌جایی که معادله وابسته به زمان بوده )حالت غیرماندگار( شرایط اولیه1 

از حالت ماندگار به دست می‌آید و در رابطه قرار می‌گیرد.

گسسته سازی معادله آب زیرزمینی در آبخوان آزاد-2 -6 
به منظور حل معادله حاکم بر جریان آب زیرزمینی با استفاده از روش 
بدون شبکه محلی پتروو-گالرکین نیازمند به ساده‌سازی و جابه‌جایی‌هایی در 

معادله بوده به طوری که با توجه به ]46[: 
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1  Initial condition

با جایگذاری 24 در رابطه 23:
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و با توجه به همسان بودن آبخوان مورد استفاده
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دسته  یک  به  وزنی  باقی ‌مانده  روش  به  گسسته‌سازی  از  پس  نهایتا 
KU رسیده که  F= معین )به اندازه تعداد گره‌ها( معادله خطی به شکل 
 K فرم گسسته شده هر پارامتر در روابط 27 تا 29 نشان داده شده است. 
به عبارتی  و  ماتریس مجهولات   U و  بار  ماتریس   F ماتریس سختی، 

سطح آب زیرزمینی در هر دوره زمانی است ]47[. 
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∅ به ترتیب تابع وزن اسپلاین درجه سه و  W و  در معادلات بالا 
W به کمک رابطه 30 محاسبه  تابع شکل کریجینگ متحرک است. تابع 

می‌گردد ]37[:
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در ادامه، شکل 5 نمودار جریانی کار را در این پژوهش نشان می‌دهد.
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 ای متصل به مدل بدون شبکهفیلتر ذره جریانینمودار . 5شکل 

Figure 5. Flowchart of particle filter linked to the meshless model 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 5. نمودار جریانی فیلتر ذره‌ای متصل به مدل بدون شبکه

Fig. 5. Flowchart of particle filter linked to the meshless model



نشریه مهندسی عمران امیرکبیر، دوره 53، شماره 12، سال 1400، صفحه 5175 تا 5194

5185

همانطور که از نمودار جریانی بر می‌آید، در مراحل اولیه، بازه تغییرات 
سطح آب زیرزمینی برای هر یک گره‌ها )پارامترهای عدم قطعیت‌دار( تعیین 
می‌شود، سپس تعداد مشخص ذره در فضایی با ابعاد تعداد پارامترهایی که 
عدم قطعیت‌شان باید مورد بررسی قرار گیرد، پخش می‌شود. در تکرار اول )

( مکان ذرات در فضای تشکیل شده به صورت تصادفی بوده ولی  0k =

تابع درست‌نمایی  اساس  بر  با مقدار وزنی که  متناسب  بعدی  تکرارهای  در 
وزنی  کدام  هر  به  ذرات،  پخش  از  پس  می‌کند.  تغییر  می‌کنند،  دریافت 
اختصاص می‌یابد، مقدار این وزن در تکرار اول یکسان می‌باشد. بر اساس 
مقادیر سطح آب زیرزمینی‌ای که الگوریتم فیلتر ذره‌ای برای گره‌های شرط 
ذکر  به  لازم  می‌شود.  اجرا  جریان  شبکه  بدون  مدل  می‌دهد،  نشان  مرزی 
است، از آن ‌جایی مدل جریان، در حالت غیرماندگار است و برای یک سال با 
maxt  برابر 12 بوده و این الگوریتم  گام زمانی ماهانه اجرا می‌شود پارامتر 
12 بار تکرار می‌شود. در انتها تابع درست‌نمایی محاسبه شده و بر اساس آن 
وزن‌های جدید به ذرات اختصاص می‌یابد. از آن ‌جایی که فیلتر ذره‌ای در 
طول زمان ناسازگار است، از تکنیک نمونه‌گیری مجدد جهت رفع انحطاط 
و  می‌گیرد  نمونه‌گیری مجدد صورت  انحطاط،  در صورت  استفاده می‌شود. 
تبهگنی می‌کنند اصلاح می‌شود. در صورتی که  ایجاد  ذراتی که  وزن‌های 
تابع  اختلاف  یعنی  توقف  شرط  نبود،  برقرار     eff threshN N< شرط 
در  شده،  محاسبه  قبلی  و  کنونی  مرحله  در  ذرات  همه  برای  درست‌نمایی 
صورتی که کمتر از یک مقدار خیلی ناچیز )0/00000001( باشد، الگوریتم 
فیلتر ذره‌ای متوقف شده و مقادیر دقیق پارامترها را خروجی می‌دهد، در غیر 

این صورت به مرحله بعدی می‌رود.  
کمک  به  بیرجند  آبخوان  در  ثابت،  هد  مرزی  شرایط  محدوده‌های 
پژوهشگران قبلی در پژوهش‌های ]18 و 13[ مشخص شده است. اما مقدار 
دقیق سطح آب در این مرزها تعیین نشده است. هدف اصلی در این مطالعه 
 3 در شکل  که  همانطور  مرزهاست.  این  در  آب  دقیق سطح  مقادیر  یافتن 
مشخص شده است. تعداد 105 گره مرزی با شرایط مرزی هد ثابت وجود 
دارند. به تعداد گره‌های مرزیِ هدِ ثابت، پارامتر عدم قطعیت‌دار وجود دارد 
که به کمک روش فیلتر ذره‌ای مقدار دقیق این پارامترها تعیین و مشخص 
می‌شود. بدین منظور، بازه‌ای از سطح آب زیرزمینی برای هر کدام از گره‌ها و 
یا جبهه‌های ورودی و خروجی آبخوان، در نظر گرفته شده است، این مقادیر، 
بر اساس کم‌ترین و بیش‌ترین سطح آب زیرزمینی مشاهده شده در آن ناحیه 
از آبخوان به دست آمده است. تعداد ذرات در نظر گرفته شده برای الگوریتم 

فیلتر ذره‌ای به ترتیبب 500، 700 ، 1000 و2000 عدد هستند. انتخاب این 
چهار عدد بر اساس مطالعات قبلی صورت گرفته‌ است ]31[. 

این  به  است،  قطعیت‌دار  عدم  پارامترهای  تعداد  به  حالت،  فضای  ابعاد 
معنی که تعداد 500، 700 ، 1000 و 2000 ذره در فضای 105 بعدی پراکنده 
می‌شوند و بر اساس حرکت‌های مکرری که در جهت یافتن مقدار وزن بیشتر 
انجام می‌دهند در یک منطقه کوچک از این فضا جمع می‌شوند و سپس مقدار 
دقیق پارامترها را تعیین و مشخص می‌کنند. معیار درست‌نمایی‌ و یا به عبارتی 
معیار وزنی‌ای که الگوریتم فیلتر ذره‌ای بر اساس آن عملیات فیلتراسیون را 
 ]31[ مرجع  از  معیار  این  است.  شده  31 مشخص  رابطه  در  می‌دهد  انجام 

گرفته شده است.
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1 وزن ذره 
i

kw − k است،  ام در مرحله  i i وزن ذره 
kw که در آن 

 δ مقادیر شبیه‌سازی شده و   S y مقادیر مشاهدات،   ، 1k − در مرحله 
انحراف معیار در نظر گرفته شده است. پس از انتشار ذرات در فضای حالت، 
با  ذره  هر  هیستوگرام  مقایسه  با  داده می‌شود.  اختصاص  وزنی  ذره،  هر  به 
هیستوگرام لحظه قبل، با  استفاده از تابع درست‌نمایی مشاهدات، وزن آن 
ذره مشخص می‌گردد. تابع درست نمایی مشاهدات که در رابطه 31 ذکر شده 
است، ذرات را وزن‌دار کرده و از روی وزن ذرات می‌تواند به تخمین موقعیت 
)پارامتر عدم  ادامه جدول 1 مشخصات گره‌های  در لحظه جاری برسد. در 

قطعیت‌دار( هر جبهه در آبخوان را مشخص می‌کند.
همانطور که در قسمت منطقه مورد مطالعه ذکر شد، تعداد 10 جبهه هد 
ثابت در آبخوان وجود دارد که به ترتیب در ستون اول جدول 1 ذکر شده‌اند. 
این جدول تعداد گره‌های شامل شده توسط هر جبهه را نشان  ستون دوم 
هستند.   8 و   9 جبهه‌های  به  مربوط  گره‌ها  کم‌ترین  و  بیش‌ترین  می‌دهد. 
ستون سوم این جدول، کران بالا و کران پایینی سطح آب زیرزمینی‌ای که 
هر جبهه می‌تواند اختیار کند را مشخص می‌کند، این مقدار بر اساس کم‌ترین 
و بیش‌ترین سطح آب زیرزمینی مشاهده شده در آن ناحیه در نظر گرفته شده 
است. در نهایت ستون چهارم، واریانس مربوط به ذرات پراکنده شده در این 
بازه را نشان می‌دهد. این مقدار از آن‌جایی که برای یک جنس پارامتر یعنی 
سطح آب زیرزمینی است، برای همه گره‌ها و جبهه‌ها یکسان است. مقدار آن 

با توجه به مطالعه ]31[ برداشته شده است.
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نتایج-3 
تعیین  مستلزم  زیرزمینی  آب  جریان  جزئی  دیفرانسیل  معادلات  حل 
در  موجود  اطلاعات  از  استفاده  و  آب  سطح  نظر  از  مرزی  شرایط  مقادیر 
جواب  یا  و  بود  خواهد  حل  غیرقابل  صورت،  این  غیر  در  مرزهاست،  این 
دقیقی نخواهد داد. تعیین مقادیر شرایط مرزی یکی از مشکل‌ترین مراحل 
در مدل‌سازی جریان آب‌های زیرزمینی است که به کمک روش فیلتر ذره‌ای 

این امر میسر می‌گردد. 
در کنار مدل فیلتر ذره‌ای، مدل بدون شبکه جریان آب زیرزمینی متصل 
به آن اجرا می‌شود. این مدل تابعی از برنامه اصلی )ارزیابی عدم قطعیت به 

مقاله،  همین  نویسندگان  توسط  قبلا  مدل  این  است.  ذره‌ای(  فیلتر  کمک 
صحت‌سنجی شده و کالیبره شده است و نتایج آن در پژوهش ]48[ ارائه شده 
است. در این مدل، برخلاف مدل‌های عددی دیگر مانند مدل تفاضل محدود 
و اجزاء محدود که وابسته به شبکه‌بندی هستند و معادلات را بر روی شبکه 
اعمال می‌کنند، میدان حل به کمک گروهی از نقاط گرهی مشخص می‌شود 
و معادلات بر روی آن‌ها اعمال می‌گردد. هر گره اطلاعاتی همچون، هدایت 
هیدرولیکی، آبدهی ویژه، مقدار دبی )در صورت چاه(، مقدار بارندگی و تبخیر 
پراکنده  با فاصله 500 متر  تعداد 1175 گره  بیرجند  آبخوان  دارد. در  بر  در 
شده است که نحوه پراکنده شدن این گره‌ها در شکل 6 مشخص شده است. 

جدول 1. مشخصات پارامترهای در نظر گرفته شده در فیلتر ذره‌ای

Table 1. Specification of considered parameters in particle filter

 شماره جبهه
تعداد نقاط شامل 

شده )تعداد 
 پارامترها(

شماره  واریانس بازه تغییرات
 جبهه

تعداد نقاط شامل 
شده )تعداد 

 پارامترها(
 واریانس بازه تغییرات

 5 [5376و5336] 56 6 5 [5351و5331] 7 1
 5 [5331و5331] 53 7 5 [5317،5331] 51 2
 5 [5361و5331] 3 1 5 [5331، 5313] 3 3
 5 [5131و5353] 11 3 5 [5311و5361] 1 4
 5 [5167و5171] 53 51 5 [5365و5311] 1 5

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 نحوه پخش نقاط گرهی در آبخوان بیرجند. 6شکل 

Figure 6. Scattering field nodes in Birjand aquifer 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 6. نحوه پخش نقاط گرهی در آبخوان بیرجند

Fig. 6. Scattering field nodes in Birjand aquifer



نشریه مهندسی عمران امیرکبیر، دوره 53، شماره 12، سال 1400، صفحه 5175 تا 5194

5187

همچنین این مدل برای یک سال آبی و با گام زمانی ماهانه اجرا می‌گردد.
پس از اجرای مدل فیلتر ذره‌ای متصل شده به مدل جریان آب زیرزمینی، 
مقادیر دقیق شرط مرزی هر یک از گره‌ها محاسبه شد و در مدل جریان به 
تنهایی قرار داده شد، تا به کمک آن مدل‌سازی سطح آب زیرزمینی صورت 
به  آمده  به دست  و  زیرزمینی مشاهده شده  بگیرد. شکل‌های 7 سطح آب 
کمک روش‌های بدون شبکه متصل به فیلتر ذره‌ای 1000 ذره، بدون شبکه 

و تفاضل محدود را برای چند پیزومتر انتخابی، به تصویر کشیده است. 
شکل‌های 7 تغییرات سطح آب زیرزمینی، در مکان پیزومتر‌ها را نشان 
می‌دهد، قسمت الف، ب، پ، ت، ث و ج به ترتیب مربوط به پیزومترهای 
یک، دو، چهار، پنج، هفت و هشت هستند. در این شکل‌ها، نمودارهای قرمز، 
توسط  شده  محاسبه  آب  دهنده سطح  نشان  ترتیب  به  مشکی  و  زرد  آبی، 
روش بدون شبکه، روش تفاضل محدود، روش بدون شبکه متصل به فیلتر 
ذره و سطح آب مشاهده شده است. نمودار معیار، نمودار سطح آب مشاهده 
شده و به رنگ مشکی است و باقی نمودارها نسبت به آن سنجیده می‌شوند. 
در قسمت الف شکل 7 سطح آب مشاهده شده ابتدا یک روند افزایشی در 6 
ماه اول داشته و سپس روند کاهشی و مجدداً افزایشی دارد. در این قسمت، 
نموداری که بیش‌ترین تطابق را با نمودار معیار دارد مربوط به روش بدون 
شبکه متصل به فیلتر ذره‌ای است که تقریبا همان روند را تکرار می‌کند. پس 
از آن، نمودار روش بدون شبکه و در نهایت روش تفاضل محدود به نمودار 
معیار نزدیک هستند. لازم به ذکر است نتایج روش‌های بدون شبکه و تفاضل 
محدود به ترتیب برگرفته از مطالعات ]6[ و ]48[ می‌باشند. قسمت ب این 
بیشتری  فیلتر ذره‌ای، مطابقت  به  باز هم روش بدون شبکه متصل  شکل، 
نسبت به نمودار معیار دارد. در این نمودار بر خلاف نمودارهای دیگر روش 
تفاضل محدود نسبت به روش بدون شبکه بهتر عمل کرده و دقت بالاتری 
را از خود نشان می‌دهد. در قسمت ج شکل 7، همه نمودار‌ها روند نزولی خود 
را دارند، آن ‌چه مشاهده می‌شود دقت بالاتر روش بدون شبکه متصل به فیلتر 
ذره‌ای نسبت به باقی موارد است. در قسمت‌های ت، ث ج و چ ، این نتیجه 
تکرار شده و دقت روش بدون شبکه متصل به فیلتر ذره‌ای کاملا محسوس 

و قابل مشاهده است. 
شبکه  به  وابسته  روش‌های  به  نسبت  شبکه  بدون  روش  بهتر  نتایج 
وابستگی  عدم  از  ناشی  ذکر شد،  آن  نتایج  در  که  محدود  تفاضل  همچون 
آن به شبکه‌بندی میدان حل و مشکلات دنباله‌روی آن است. از آن ‌جایی 
که روش تفاضل محدود، محدود به ایجاد شبکه‌های مستطیلی است، دامنه 
آبخوان را به درستی مدل نمی‌کند و باعث ایجاد خطا در نتایج می‌گردد و 

این در حالی است که در روش بدون شبکه مرز آبخوان بدون هیچ تغییری 
مدل می‌شود.

اما نتایج بهتر روش بدون شبکه پتروو-گالرکین متصل به فیلتر ذره‌ای، 
نسبت به مدل بدون شبکه و تفاضل محدود، اتصال یک الگوریتم کالیبراسیون 
قدرتمند به مدل جریان است؛ که با انجام اقداماتی مقدار دقیق پارامترهای 
عدم قطعیت‌دار را که در اینجا سطح آب زیرزمینی در نقاط مرزی است را 

محاسبه می‌کند و در مدل قرار می‌دهد.
به منظور ارزیابی دقت روش‌ها به کمک تنها یک عدد، از معیار خطاهای 
پر کاربرد در حوزه مطالعات آب زیرزمینی استفاده شده است. خطای میانگین، 
خطای میانگین مطلق و خطای جذر میانگین مربعات به ‌عنوان معیارهایی 
برای تشخیص عملکرد مدل استفاده شدند. واحد این خطاها بر اساس واحد 
 34 تا   32 روابط  از  ترتیب  به  خطا‌ها  این  آن‌هاست.  در  شده  وارد  مقادیر 

محاسبه می‌شوند.

)32(

 

(24)  
 

2 2

2  , 2H H H HH H
x x y y

   
 

   
 

 

(25)  
 

2 2

2 y
x y

S HH Hk k R
x x y y t

       
                

 

 

(26)  
 

2 2 2 2

2 2 2 yS HH Hk R
x y t

       
                 

 

 

(27)  
  2

1
2 .

n ni i

i y

W W
K k H d H d

x x y y

W S d
t

 



  
    

   




 
 
 
 
  

∬ ∬

∬
 

(28)     1nU H  
(29)  

  2 2
n

i y i

H
F W S d W Rd

t 

   


 
 
 

∬ ∬ 
 

(31)  

 

 

2 3

2 3

2 4 4                 0.5
3

4 44 4     0.5 1
3 3
0                                      1

i i i

i i i i

i

r r r

r r r r

r

    
 
      
 
 
  

 

 

(31)   
 2

1 2

1
2.expi i

k k

y S
w w



  
  

 
 

 

 

 
1 1

m n

o sj i
h h

ME
m n

 





  (32)  

1 1

m n

o sj i
h h

MAE
m n

 





  (33)  

�

)33(

 

(24)  
 

2 2

2  , 2H H H HH H
x x y y

   
 

   
 

 

(25)  
 

2 2

2 y
x y

S HH Hk k R
x x y y t

       
                

 

 

(26)  
 

2 2 2 2

2 2 2 yS HH Hk R
x y t

       
                 

 

 

(27)  
  2

1
2 .

n ni i

i y

W W
K k H d H d

x x y y

W S d
t

 



  
    

   




 
 
 
 
  

∬ ∬

∬
 

(28)     1nU H  
(29)  

  2 2
n

i y i

H
F W S d W Rd

t 

   


 
 
 

∬ ∬ 
 

(31)  

 

 

2 3

2 3

2 4 4                 0.5
3

4 44 4     0.5 1
3 3
0                                      1

i i i

i i i i

i

r r r

r r r r

r

    
 
      
 
 
  

 

 

(31)   
 2

1 2

1
2.expi i

k k

y S
w w



  
  

 
 

 

 

 
1 1

m n

o sj i
h h

ME
m n

 





  (32)  

1 1

m n

o sj i
h h

MAE
m n

 





  (33)  
�

)34(
 2

1 1

m n
o sj i

h h
RMSE

m n
 





  (34)  

 
�

sh به ترتیب سطح آب مشاهده شده و شبیه‌سازی  oh و  که در آن 
n تعداد گام‌های زمانی و تعداد پیزومترهاست. با توجه  m و  شده است و 
به روابط 33-31 این خطاها محاسبه شده که نتایج آن در جدول 2 ذکر شده 

است.
بر اساس معیار خطای جذر میانگین مربعات که به عنوان معیار اصلی 
 ،]6[ می‌رود  شمار  به  زیرزمینی  آب  مطالعات  در  مدل  دقت  بررسی  جهت 
روش‌های بدون شبکه متصل به فیلتر ذره‌ای فارغ از تعداد ذرات نتایج بهتری 
است.  کرده  ارائه  محدود  تفاضل  و مخصوصاً  شبکه  بدون  روش  به  نسبت 
روش بدون شبکه متصل به فیلتر ذره‌ای در سه حالت با تعداد ذرات 500، 
باشند  عدد   1000 ذرات  تعداد  که  حالتی  در  نتایج  شد.  اجرا   1000 و   700
بسیار بهتر از دو حالت دیگر است. بنابراین همان طور که هاونگی )2018( 
در پژوهش خود به آن اشاره کرده است، با افزایش تعداد ذرات در مسائلی که 
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شکل 7. سطح آب مشاهداتی و محاسباتی با روش‌های مختلف عددی در بازه زمانی مدل‌سازی

Fig. 7. Observed and simulated groundwater head with different numerical methods in simulation period
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پارامترهای عدم قطعیت دار زیادی دارند، نتایج بهتری کسب می‌شود ]49[. 
اما این بدین معنا نیست که همیشه این نتیجه رخ می‌دهد، چرا که مدل، برای 
تعداد 2000 ذره هم اجرا شد، اما نتایج آن تفاوت معناداری با نتایج 1000 ذره 
نداشت )اختلاف خطای جذر میانگین مربعات کمتر از 0/000001 متر(. نکته 
دیگر اجرا شدن مدل بدون شبکه متصل به فیلتر ذره بر روی سیستم مرکز 
محاسبات سنگین دانشگاه سیستان و بلوچستان است. این مدل با افزایش 

تعداد ذره سنگین‌تر شده و زمان بیشتری را جهت اجرا صرف می‌کند. 
با توجه به پیشرفت زمانی در انجام محاسبات، مقادیر پارامترها به سمت 
یک مقدار ثابت که تکرار بیش‌تری را در محاسبه‌ها داشته و نیز وزن بالاتری 
را با استفاده از تابع درست‌نمایی مشاهدات، به خود اختصاص می‌دهند، میل 
می‌کنند، نمودار توزیع حاشیه این پارامترها که در ده جبهه قرار گرفته‌اند در 

شکل 8 نشان داده شده است.
شکل 8 کران بالا و پایین و مقادیر دقیق محاسبه شده توسط الگوریتم 
فیلتر ذره‌ای را برای گره‌های قرار گرفته در ده جبهه را نشان می‌دهد. نمودار 
زرد رنگ مقادیر دقیق هستند که در بازه تعیین شده به کمک الگوریتم فیلتر 
ذره‌ای محاسبه شدند. نقاط آبی، حد بالای سطح آب را برای گره‌های هر 
جبهه نشان می‌دهد که این مقادیر با توجه به سطح آب مشاهده شده در آن 
ناحیه به دست آمده است. همچنین نقاط قرمز حد پایین را برای پارامترهای 

عدم قطعیت‌دار را به نمایش می‌گذارد.

نتیجه‌گیری-4 
کالیبراسیون  و  داده‌ها  همگون‌سازی  روش‌های  جمله  از  ذره‌ای  فیلتر 
پارامترهای عدم قطعیت‌دار یک سیستم  آنلاین است که در جهت تخمین 
قدرتمند  مدل  به  روش  این  اتصال  می‌گیرد.  قرار  استفاده  مورد  دینامیکی 
بالاتری  دقت  با  نتایجی  ارائه  موجب  زیرزمینی،  آب  شبکه  بدون  دقیق  و 
روش  این  در  دارد.  اکثریت  تطابق  آبخوان،  واقعی  شرایط  با  که  می‌شود، 
ابتدا ذراتی با وزن‌های یکسان، در یک فضای حالت پخش می‌شوند. ابعاد 
فضای حالت در این روش به تعداد پارامترهای عدم قطعیت‌دار یعنی 105 بعد 
است، که تعداد 500، 700 و 1000 ذره در این فضا، به منظور یافتن مقادیر 
آبخوان  استفاده،  آبخوان مورد  پراکنده شدند.  ثابت  دقیق شرایط مرزی هد 
آزاد دشت بیرجند واقع در استان خراسان جنوبی است که تک لایه بوده و 
کالیبراسیون  الگوریتم‌های  عملکرد  اساس  بر  دارد.  متر   30 اشباع  ضخامت 
با  آبخوان محاسبه شد.  و مدل‌سازی، مقادیر دقیق هد در 105 گره مرزی 
ورود این مقادیر به الگوریتم شبیه‌ساز، سطح آب به دست آمده و با مقادیر 
مشاهده‌ای مقایسه شد. نکته مهم افزایش دقت مدل‌سازی با افزایش تعداد 
ذرات پراکنده شده در روش فیلتر ذره‌ای است، به طوری که خطای معیار 
را که جذر میانگین مربعات است به ترتیب برای 500، 700 و 1000 ذره به 
ترتیب  0/484، 0/401 و 0/386 متر محاسبه شد و این در حالی است که 
مدل بدون شبکه که از روش تفاضل محدود بسیار دقیق‌تر است، به تنهایی 
خطای 0/757 متر را نشان می‌دهد. این کاهش خطا، دقت کارشناسان آب 

جدول 2. محاسبه خطای میانگین، مطلق میانگین و جذر میانگین مربعات در حالت غیرماندگار

Table 2. Computation of mean, mean absolute and root mean square errors in unsteady state 

 

روش بدون 
شبکه محلی 

 گالرکین-پتروو
ر فیلتمتصل به 

 555ای با ذره
 ذره

روش بدون شبکه 
 گالرکین-محلی پتروو

ای متصل به فیلتر ذره
 ذره 055با 

روش بدون شبکه 
-محلی پتروو

گالرکین متصل به 
 1555ای فیلتر ذره

 ذره

روش بدون شبکه 
 گالرکین-محلی پتروو

[6] 

روش تفاضل 
 محدود

[44] 
 

 513/1 -51/1 -165/1 -113/1 -515/1 )متر( خطای میانگین
 خطای مطلق میانگین

 333/5 173/1 131/1 331/1 356/1 )متر(

خطای جذر میانگین 
 537/5 717/1 316/1 315/1 313/1 )متر( مربعات
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را جهت برنامه‌ریزی‌های مختلف آب در این آبخوان افزایش می‌دهد که از 
مهم‌ترین اهداف این تحقیق است.
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