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Effect of Feed Rate on Comminution Products by Fractal Geometry 
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ABSTRACT:  The effect of feed rate on the particle size distribution of crushing products was 
investigated by fractal dimension. The particle size distribution was calculated based on the cumulative 
particle weight to particle size ratio. An evaluation has been made between laboratory results and the 
fractal model by the root mean square error (RMSE) method. A comparison between fractal geometry and 
Rosin-Rammler methods has been made for the particle size distribution description. The comminution 
of the ore was performed by three-jaw, cone, and roll crushers. Each of the crushers was fed with rates of 
0.5, 1, 1.5, 2, 3, 4, and 4.5 kilograms per minute. The fractal dimension of the particle size distribution 
for jaw, cone, and roll crushers was (from 2.18 to 2.32), (from 2.12 to 2.27), and (from 2.30 to 2.43), 
respectively. The smallness of the fractal dimension of the particles crushed by the cone crusher is due 
to the uniformity of product particles. The bigness of fractal dimension of the materials crushed by 
roll crusher is due to the limited range of particle sizes. The limited range of particle sizes causes the 
uniformity of product weight distribution. A 2 mm opening sieve was selected as a target sieve, from 
which the weight percentage of the passing particles to the post-crushing stage was calculated. The 
results show that by increasing the feed rate, the amount of material passing from the target sieve is 
decreased. The RMSE, in the fractal model, for jaw, cone, and roll crushers were obtained (between 
7.87 and 9.31), (between 3.50 and 4.17), and (between 0.83 and 2.62), respectively. The RMSE results, 
in the Rosin-Rammler method, for jaw, cone, and roll crushers were obtained (between 7.87 and 9.31), 
(between 3.50 and 4.17), and (between 0.83 and 2.62), respectively. Based on the results, for the particle 
size distribution description, the fractal geometry is a quantitative and more suitable manner than the 
Rosin-Rammler method.
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1- Introduction 
The feed rate is one of the effective parameters in ore 

crushing, stabilizing the operation. The amount of required 
production is achieved by the feed rate control [1]. The feed rate 
is affected by the energy consumption and dispersion of particle 
size distribution [2]. The comminution may account for 30-50% 
of the total cost in mineral processing operations [3]. About 3% of 
the total energy consumed in the world is spent on comminution 
operations, only 1% of which is used properly for comminution 
[4]. The amount of crushed material can be examined by the 
particle size distribution. Logarithmic diagrams are the most 
common way of displaying the particle size distribution [5, 6]. 
Fractal geometry is a statistical method in which the particle size 
distribution of fragmented ores can be quantified by calculating 
their fractal dimensions [7]. The finer the particle size, the greater 
the fractal dimension [8]. The fractal dimension of the crushed 
particle size distribution depends on the ore type, the amount 
of energy consumption, the comminution mechanism, and the 
input feed particle size [9]. 

2- Materials and Methods
2.1. Material

The studied sample was copper ore, with a particle size 
of (-50 +16) mm, obtained from Ghalezari mine, Khorasan 
province, Iran. The minerals constituting the ore can be 
sorted as quartz, microcline, kaolinite, talc, chlorite, and 
chalcopyrite based on their frequencies. The chemical 
analysis indicated a CuO content of 0.64%, on which the 
stoichiometry calculations showed a grade of 1.5 % for 
chalcopyrite content in the sample.

2.3. Fractal Dimension Calculation
To calculate the fractal dimension, a correlation can be 

established between the size and cumulative weight of the 
particles, as Eq. (1) [10-14]:
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where M, MT, k, KL, and Df are the cumulative particle 
weights passing the defined fractions, the total weight of 
the particles, the size of the defined fraction, the size of 
the largest fraction, and the fractal dimension, respectively. 
Taking the logarithm of Eq. (1) yields Eq. (2), by which Df  
can be obtained as:

(2)

2.3. Rosin Rammler (R-R)
The R-R distribution is a conventional method for the 

particle size distribution description, as given in Eq. (3) [15]:

(3)

Where x is the screen aperture size, rW  is the cumulative 
mass (in %) retained on size x, x′ is the size parameter, and b 
is a measure of the spread of particle sizes. Small and large 
values of b indicate scattered and uniform distributions, 
respectively [16, 17].

3- Results and Discussion
The feed rate influences the comminution efficiency. 

The fractal dimension of the particle size distribution was 
calculated using Eq. (2). The fractal dimensions for jaw, 
cone, and roll crushers of the feed rates of 0.5, 1, 1.5, 2, 2.5, 
3, 4, and 4.5 kg/min were obtained (as 2.18-2.32, 2.12-2.27, 
and 2.30-2.43), respectively. An increase in the feed rate in 
the permitted capacity reduces the fractal dimension ( fD
), while Df is increased by an increase in the feed rate in 
unpermitted capacity. There is usually a direct relationship 
between the dispersion rate of particle size distribution and 
the fractal dimension. 

Fig. 1. Fractal dimension variations of crushing products relative to feed rates 

In jaw and cone crushers, the Rosin-Rammler index 
b increases with increasing the feed rate at the permitted 
capacity, becoming the particle size distribution of the 
crushed products more uniform. However, the index b is 
decreased with the feed rate reaching the maximum capacity 
(from 3.5 kg/min upwards), thereby increasing the dispersion 
of the particle size distribution. In the case of roll crusher, this 
index is decreased at the permitted capacity and increased in 
the unpermitted capacity.

Fig. 1 shows the fractal dimension variations of crushing 
products relative to feed rate. 

4- Conclusion
The results of this research can be summarized as follows:
The fractal dimensions for the crushed product particles 

are between 2.12 and 2.43, being under the general principles 
of fractal geometry related to the particle size distribution (to 
be between 2 and 3).

As the feed rate increases at the permitted capacity of the 
crushers, the fractal dimension of the products decreases due 
to the reduced dispersion of the particle size distribution and 
the reduced particle size of the crushed fine particles, having 
an inverse relationship between the feed rate at the permitted 
capacity and the fractal dimension of the crushed product.

As the feed rate is exceeded the permitted capacity of the 
crushers, the fractal dimension of the products is increased 
due to the choke feeding, by creating a significant amount of 
fine, soft, and irregular particles. Therefore, there is a direct 
relationship between the feed rate in the unpermitted capacity 
and the fractal dimension of the particles.
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بررسی تأثیر دبی خوراک دهی بر محصول خردایش با هندسه فرکتال

ایمان مرادی، مهدی ایران نژاد*

دانشکده مهندسی معدن و متالورژی، دانشگاه صنعتی امیرکبیر، تهران، ایران

خلاصه: در عملیات خردایش دبی خوراک دهی بر روی توزیع ابعاد ذرات خرد شده تأثیرگذار است. در این تحقیق اثرات 
تغییرات دبی خوراک دهی بر توزیع ابعاد ذرات حاصل از خردایش با استفاده از هندسه فرکتال بررسی شد که در آن برای 
محاسبه توزیع ابعاد ذرات از نسبت وزن تجمعی ذرات به ابعاد آن ها استفاده شده است. نتایج آزمایشگاهی توصیف توزیع 
ابعاد ذرات با روش های هندسه فرکتال و رازین-راملر از طریق مجذور میانگین مربعات خطا )RMSE( مورد تجزیه- 
تحلیل و مقایسه قرارگرفت. خردایش ماده مورد مطالعه با سنگ شکن های فکی، مخروطی و غلطکی آزمایشگاهی انجام 
شد. هر کدام از سنگ شکن ها با دبی های خوراک دهی 0/5، 1، 1/5، 2، 2/5، 3، 4 و 4/5 کیلوگرم بر دقیقه خوراک دهی 
شده اند. دیمانسیون فرکتال توزیع ابعاد ذرات خرد شده با سنگ شکن های فکی، مخروطی و غلطکی به  ترتیب بین 2/18 
تا 2/32، بین 2/12 تا 2/27 و بین 2/30 تا 2/43 به دست آمد. دیمانسیون فرکتال با افزایش دبی خوراک دهی در ظرفیت 
مجاز سنگ شکن ها کاهش می یابد. بنابراین رابطه دیمانسیون فرکتال با دبی خوراک دهی معکوس می باشد. با افزایش دبی 
خوراک دهی و عبور از ظرفیت مجاز سنگ شکن ها، دیمانسیون فرکتال به دلیل خوراک دهی خفه کننده، افزایش می یابد. 
کاهش دیمانسیون فرکتال مواد خرد شده با سنگ شکن مخروطی می تواند ناشی از یکنواخت تر بودن توزیع ابعاد ذرات 
محصول آن باشد. افزایش دیمانسیون فرکتال مواد خرد شده با سنگ شکن غلطکی می تواند ناشی از کوچک تر شدن بازه 
دانه بندی محصولات آن باشد که منجر به یکنواخت تر شدن توزیع وزن ذرات محصولات مختلف می شود. سرند 2 میلی متر 
به عنوان سرند هدف برای عبور مواد به مرحله بعد از سنگ شکنی انتخاب شد و میزان مواد عبور کرده از آن مورد بررسی 
قرار گرفت. نتایج به دست آمده نشان می دهد که با افزایش دبی خوراک دهی میزان مواد عبور کرده از سرند هدف کاهش 
می یابد. مقادیر مجذور میانگین مربعات خطا با روش هندسه فرکتال برای سنگ شکن های فکی، مخروطی و غلطکی به 
ترتیب بین 8/01 تا 8/596 ، بین 3/50 تا 4/17  و بین 0/83 تا 2/62 به دست آمد. این مقادیر با روش رازین-راملر برای 
سنگ شکن های فکی، مخروطی و غلطکی به ترتیب بین 8/11 تا 8/599، بین 4/50 تا 4/93 و بین 3/91 تا 7/91 به دست 
آمده است. مقایسه این مقادیر نشان می دهد که روش هندسه فرکتال نسبت به روش رازین-راملر بهتر می تواند توزیع ابعاد 

ذرات حاصل از خردایش با سنگ شکن ها را توصیف کند.
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1- مقدمه
  دبی خوراک دهی به  عنوان یکی از پارامترهای عملیات خردایش 
در فرآوری مواد معدنی است که باعث تثبیت عملیات می شود. میزان 
تولید مورد نظر در کارخانه فرآوری از طریق کنترل دبی خوراک دهی 

به دست می آید ]1[. دبی خوراک دهی به دلیل حساسیت و تأثیرگذاری 
آن بر روی مصرف انرژی خردایش، میزان خردایش مواد، پراکندگی 
توزیع ابعاد ذرات و غیره در فرآوری مواد معدنی سال هاست که توسط 
و کامپیوتری کنترل می شود ]2[. در طول  الکترونیکی  سیستم های 
دهه های اخیر در صنایع معدنی تلاش بر آن بوده است که هزینه های 
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عملیاتی استحصال کانی های با ارزش کاهش یابد. عملیات خردایش 
به  را  معدنی  مواد  فرآوری  هزینه های  درصد   50 تا   30 بین  معمولاً 
خود اختصاص می دهد ]3[. تحقیقات نشان داده است که حدود 3 
مواد  انرژی مصرفی در جهان صرف عملیات خردایش  از کل  درصد 
می شود. با توجه به اینکه از کل انرژی مصرفی در خردایش عملًا تنها 
یک درصد آن صرف خردایش می شود و بقیه به طرق مختلف اتلاف 
می شود، لذا استفاده بهینه از انرژی بکار گرفته شده اهمیت می یابد 
]4[. از طرف دیگر هدف از عملیات های خردایش رسیدن به دانه بندی 
مورد نظر برای مراحل بعدی است. از این رو توجه به هر پارامتری که 
بتواند با صرف انرژی کمتری برای خردکردن مواد به دانه بندی مورد 
از این پارامترها دبی خوراک دهی  نظر برسد، ضروری می باشد. یکی 

می باشد ]5[.
توزیع  توسط  را می توان  از خردایش  مواد خرد شده پس  میزان 
ذرات  ابعاد  توزیع  توصیف  برای  داد.  قرار  بررسی  مورد  ذرات  ابعاد 
از روش های آماری )از جمله: توزیع نرمال، توزیع  خرد شده معمولاً 
گیتس- گودن- شومان و توزیع رازین-راملر و غیره( استفاده می شود. 
رایج ترین روش نمایش توزیع ابعاد ذرات نمودارهای لگاریتمی هستند 
فرکتال  لگاریتمی  لگاریتمی-  توابع  از  که  شده  داده  نشان   .]6  ،5[
استفاده کرد  ابعاد ذرات خرد شده  توزیع  توصیف  برای  هم  می توان 
برای خطی سازی  نوین  روش  یک  عنوان  به  فرکتال  هندسه  از   .]7[
منحنی توزیع اندازه ذرات استفاده می شود ]8، 9[. ترکیب این روش 
به یک رویکرد مؤثر جهت  با روش های قدیمی می تواند منجر  نوین 
تعیین مورفولوژی ذرات خرد شده و ویژگی های مکانیکی خرد کردن 
ذرات شود ]10[. دیمانسیون فرکتال یک شاخص خوب برای ارزیابی 
عملیات خردایش می باشد و تفسیری بهتر از مکانسیم های خردایش 
ابعاد  توزیع  کنترل  برای  نظری  پایه  یک  به  منجر  که  می دهد  ارائه 
ذرات خرد شده می شود ]11[. استفاده از مدل نظری در هر عملیات 
خردایش مواد این امکان را می دهد که توزیع های احتمال خردایش 
با   .]12[ کرد  تبدیل  عملیات  از  واقعی  شبیه سازی  مدل  یک  به  را 
ابعاد ذرات آن ها توسط  توزیع  نمونه و توصیف  زیادی  تعداد  بررسی 
دیمانسیون فرکتال مشخص شد پارامترهای دیمانسیون فرکتال دارای 
ساختار فضایی خوبی هستند و می توانند تغییرات فضایی بافت مواد 
آنجایی که  از  بهترین شکل توصیف کنند ]13[.  به  را  مورد مطالعه 
و  اشیاء  ابعاد  دقیق  اندازه گیری  و  توصیف  قابلیت  اقلیدسی  هندسه 

پدیده های نامنظم و پیچیده طبیعی را ندارد، لذا از هندسه فرکتال 
برای توصیف و اندازه گیری ابعاد این پدیده ها و اشیاء استفاده می شود. 
اشیاء و پدیده های فرکتالی توسط جزء های کوچکی ساخته شده اند 
از طرف دیگر  این جزء های کوچک مشابه کل مجموعه هستند.  که 
پدیده ها و اشیاء فرکتالی دارای یک الگوی ثابت هستند که این الگو 
در تمام مراحل با مقیاس ثابت تکرار می شود. این نحوه تغییرات الگوی 
اندازه گیری  فرکتال  دیمانسیون  توسط  کل  به  جزء  از  تکرارشونده 
توسط  پدیده  یا  فرکتال یک جسم  دیمانسیون  اندازه گیری  می شود. 
روش های مختلفی از جمله: دیمانسیون های توپولوژیکی، هوسدورف، 
می گیرد.  صورت  لیاپانوف  و  همبستگی  اطلاعاتی،  ظرفیت،  تشابهی، 
جسم  یک  تبدیلات  اثر  در  که  است  معنی  بدین  توپولوژیکی  بعد 
دیمانسیون  بحث  در  ندهد.  رخ  آن  پیوستگی  در  تغییری  هندسی 
توپولوژیکی همیشه ابعاد پدیده یا شئی با عدد صحیح بیان می شوند. 
دیمانسیون هوسدورف همواره با یک مقیاس تعریف می شود که این 
آن ها  مجموع  که  می کند  تقسیم  گونه ای  به  را  اجزا کوچک  مقیاس 
برابر کل پدیده یا شئی باشد. با استفاده از این مقیاس می توان یک 
مقدار عددی به کل شئی یا پدیده نسبت داد. به هر پدیده یا شئی 
بزرگ تر  مراتب  به  آن  هوسدورف  دیمانسیون  که  می گویند  فرکتال 
اغلب  هوسدورف  دیمانسیون  باشد.  آن  توپولوژیکی  دیمانسیون  از 
مفهوم کسری دارد که به آن دیمانسیون فرکتال می گویند ]14، 15 
و 16[. در هندسه اقلیدسی نقطه، خط، سطح و حجم به ترتیب دارای 
هندسه  در  که  حالی  در  می باشند.  و سه  دو  یک،  دیمانسیون صفر، 
دارای  بر عدد صحیح می توانند  اشیاء علاوه  و  ابعاد پدیده ها  فرکتال 
مقادیر گویا هم باشند. دامنه تغییرات دیمانسیون در هندسه فرکتال 
بین 0 تا 3 می باشد. دیمانسیون بزرگ تر از 3 به لحاظ فیزیکی برای 
دیمانسیون  محاسبه  برای   .]17[ نمی باشد  امکان پذیر  پدیده ی  هیچ 
فرکتال باید یک رابطه توانی بین پارامترهای مورد مطالعه برقرار کرد 
که توان این رابطه در واقع همان دیمانسیون فرکتال است. دیمانسیون 
فرکتال عددی غیرمنفی است که می تواند دارای مقادیر گویا و صحیح 

باشد ]14[.
بین میزان مصرف انرژی و میزان خردایش مواد معدنی می توان 
رابطه ای توانی به دست آورد. از این رابطه ی توانی می توان دیمانسیون 
فرکتال ذرات خرد شده را به دست آورد. نتایج تحقیقات مختلف نشان 
داده است که دیمانسیون فرکتال مرتبط با انرژی خردایش بین 2 تا 3 
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تغییر می کند ]18[. تمامی روش های استفاده شده برای توصیف رابطه 
انرژی مصرفی و خردایش مواد معدنی از جمله: ریتینگر، کیک، باند 
و غیره بر اساس ابعاد موادی که 80درصد آن از یک اندازه مشخص 
ریزتر هستند و لذا تمامی مواد مورد خردایش قرار گرفته را در نظر 
نمی گیرند. بنابراین لازم است تمامی مواد مورد بررسی قرار گیرند تا 
به درستی مصرف انرژی برای مواد خرد شده به نمایش گذاشته شود، 
و  تجزیه   .]19[ می باشد  انجام  قابل  فرکتال  هندسه  توسط  امر  این 
تحلیل های تجربی نشان می دهد که دیمانسیون فرکتال استفاده شده 
برای یک نمونه خاص در هر مقیاسی از خردایش رفتاری خودمتشابه 
و یکسان دارد. از طرف دیگر مفاهیم فرکتال این اجازه را می دهد تا 
انرژی مصرفی  و  ابعاد ذرات خرد شده  توزیع  بین  میزان همبستگی 
برای خردایش ذرات را به دست آورد ]20[. هر چه ذرات یک ماده 
از طرف دیگر  نیز بیشتر می شود.  انرژی مصرفی  معدنی ریزتر شوند 
افزایش  نیز  آن  فرکتال  دیمانسیون  معدنی  ماده  یک  شدن  ریزتر  با 

می یابد ]21[. 
طبق نظرات محققان با افزایش دبی خوراک دهی در ظرفیت غیر 
ایجاد خوراک دهی خفه کننده، میزان خردایش مواد و  مجاز، بدلیل 
میزان ذرات دانه ریز افزایش می یابد ]22، 23[. بر اساس بررسی های 
صورت گرفته مشخص شد که با افزایش دبی خوراک دهی و عبور از 
پراکندگی  دارای  آن  محصول  غلطکی  سنگ شکن  در  مجاز  ظرفیت 
تحقیقات  نتایج   .]24[ است  نامنظم  شکل های  و  ذرات  ابعاد  توزیع 
انجام شده نشان می دهد که با استفاده از دیمانسیون فرکتال توزیع 
ابعاد ذرات حاصل از خردایش می توان مراحل بعدی خردایش و درجه 
آزادی مواد را پیش بینی و کنترل کرد ]25[. برای محاسبه دیمانسیون 
فرکتال توزیع ابعاد ذرات موادی که رفتار فرکتالی دارند معمولاً از دو 
فراکسیون های مختلف  ابعاد  و  پارامتر وزن تجمعی ذرات خرد شده 
تغییرات  که  است  داده  نشان  نتایج   .]26[ می شود  استفاده  آن ها 
کانسنگ،  نوع  به  شده  خرد  ذرات  ابعاد  توزیع  فرکتال  دیمانسیون 
میزان انرژی مصرفی، مکانیزم خردایش، دانه بندی بار ورودی و غیره 
بستگی دارد ]27[. با بررسی پنج نوع کرومیت از معادن مختلف که 
توسط مکانیزم های خردایش مختلف خرد شدند، مشخص شد با تغییر 
نیز  فرکتال  دیمانسیون های  خردایش  مکانیزم های  و  کانسنگ ها  ژنز 
تغییر می کند ]28[. با بررسی دو نوع کانسنگ کوارتز و مرمریت در 
خطی  رگرسیون  روش  از  استفاده  با  مختلف  خردایش  مکانیزم های 

مشخص شد هر کدام از مکانیزم های خردایش دارای دامنه ی مشخص 
و منحصربه فرد خود می باشد که تابع انرژی خردایش هستند. از طرف 
دیگر اندازه ذرات بار ورودی و نوع کانسنگ نیز تأثیر قابل ملاحظه ای 
بر توزیع ابعاد ذرات دارد ]29[. با بررسی مواد زیست محیطی مشخص 
شد که دارای رفتاری فرکتالی هستند. دیمانسیون فرکتال این مواد 
توزیع  شد  مشخص  همچنین  است.  متغیر   3/125 تا   2/25 بین 
غیریکنواخت اندازه ذرات تأثیر چشمگیری بر دیمانسیون فرکتال های 
به دست آمده می گذارد ]30[. با جمع آوری تعدادی نمونه از مناطق 
توسط  آن ها  ذرات  ابعاد  توزیع  بررسی  و  سیل  توسط  شده  تخریب 
دیمانسیون فرکتال مشخص شد که دیمانسیون فرکتال آن ها بیشتر 
در دامنه ی از حدود 2/250 تا 2/798 به دست آمده است ]31[. موادی 
آغشته به مواد آلی، بدون مواد آلی، آغشته به کلسیم کربنات و بدون 
کلسیم کربنات مورد خردایش و بررسی قرار گرفتند. دیمانسیون های 
آلی،  مواد  به  آغشته  ماده  که  حالت هایی  در  آمده  دست  به  فرکتال 
بدون مواد آلی و آغشته به کلسیم کربنات بود تفاوت چندانی نداشت، 
اما با حذف کلسیم کربنات تغییرات چشمگیری ملاحظه شد ]32[. با 
بررسی شیل های نفتی در محیط های احتراق و اکسیداسیون و بررسی 
توزیع ابعاد ذرات آن ها بعد از خردایش مشخص شد که این کانسنگ 
رفتار فرکتالی خود را حفظ می کند. در حالتی که دمای احتراق پایین 
بوده و زمان اکسیداسیون کم بوده است، دیمانسیون فرکتال بین 2/7 
تا 2/9 به دست آمده و با افزایش دمای احتراق و زمان اکسیداسیون، 
در   .]33[ است  آمده  به دست   2/4 تا   2/2 بین  فرکتال  دیمانسیون 
یک تحقیق بر روی ضایعات باقی مانده از تخریب ساختمان ها که با 
توزیع  فرکتال  دیمانسیون  شده اند،  خرد  ارتعاشی  از چکش  استفاده 
با  مختلف  تست های  در  آمد.  دست  به   2/6 تا   2/5 شده  خرد  ابعاد 
تا   2 از  فرکتال  دیمانسیون  ارتعاشی،  چکش  مختلف  فرکانس های 
نمونه هایی  بررسی  با  تغییر کرده است ]34[. در تحقیقی دیگر   2/9
با لیتوگرافی متفاوت نشان داده شد که توزیع ابعاد ذرات خرد شده 
از این نمونه  ها رفتاری فرکتالی دارند و هر چه میزان فشار وارده بر 
نمونه ها بیشتر شود، میزان پراکندگی توزیع ابعاد ذرات بیشتر شده و 

به تبع آن میزان دیمانسیون فرکتال نیز افزایش می یابد ]35[.
از  ذرات  ابعاد  توزیع  توصیف  برای  شد،  اشاره  که  همان گونه 
هندسه  گیتس-گودن-شومان،  رازین-راملر،  نظیر  آماری  روش های 
فرکتال و غیره استفاده می شود. در روش های رازین-راملر و گیتس-
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گودن-شومان شیب خط برازش شده بر نقاط به دست آمده به عنوان 
شاخص پراکندگی یا یکنواختی محصولات شناخته می شود که معمولاً 
تا   0/6 بین  گرفته  تحقیقات صورت  در  روش  دو  هر  برای  عدد  این 
1/2 به دست می آید. بر اساس قوانین انرژی ریتینگر و کیک، انرژی 
خردایش معمولاً در حال تولید سطوح بیشتر )دو بعدی( و در حال 
گیتس-گودن-شومان  روش  در  می باشد.  بعدی(  )سه  حجم  کاهش 
بررسی  را  یکنواختی محصولات خردایش  و  پراکندگی  فقط می توان 
کرد؛ در حالی که با استفاده از روش هندسه فرکتال می توان تغییرات 
توسط  بتوان  اینکه  برای  کرد.  بررسی  را  هم  ذرات  مورفولوژیکی 
روش های آماری شناخت دقیق تری از تغییرات مورفولوژیکی ذرات در 
عملیات مختلف خردایش به دست آورد، تورکات تغییراتی در معادله 
گیتس-گودن-شومان ایجاد کرده و با تلفیق آن با اصول اولیه هندسه 
همواره  آن  از  مقادیر حاصل  که  ارائه دهد  را  مدلی  توانست  فرکتال 
بین 2 )سطح( و 3 )حجم( به دست می آید. از این رو، نتایج به دست 
نزدیک تر  خردایش  عملیات های  واقعیت  به  فرکتال  هندسه  از  آمده 
از آن شبیه سازی های  از داده های حاصل  استفاده  با  بوده و می توان 
واقعی تری از عملیات خردایش به دست آورد. در روش هندسه فرکتال 
استفاده  فراکسیون  بزرگ ترین  ابعاد  به  فراکسیون  ابعاد هر  از نسبت 
می شود که باعث نزدیک بودن داده ها به داده های واقعی شده و لذا 
طرف  از  داد.  قرار  مطالعه  مورد  دقت  به  می توان  را  جزئی  تغییرات 
چند  و  فرکتالی  تک  مفاهیم  از  استفاده  با  فرکتال  هندسه  در  دیگر 
فرکتالی برای محصولات سنگ شکن هایی مانند سنگ شکن ضربه ای، 
که با سایر روش های آماری به سختی می توان خط مناسبی بر نقاط 
حاصل از آن ها برازش کرد، با استفاده از روش های چند فرکتالی به 
ابعاد  توزیع  و  برازش کرده  نقاط  بر  مناسبی  راحتی می توان خطوط  
ذرات آن ها را مورد مطالعه قرار داد. در این تحقیق نتایج آزمایشگاهی 
توصیف توزیع ابعاد ذرات با روش های هندسه فرکتال و رازین-راملر، 
برای بررسی داده های به دست آمده و نزدیکی آن ها به نتایج واقعی، از 
طریق مجذور میانگین مربعات خطا )RMSE( مورد بررسی و مقایسه 

شدند.
فکی،  توسط سه سنگ شکن  مطالعه  مورد  ماده  پژوهش  این  در 
این  از  هدف  است.  گرفته  قرار  خردایش  مورد  غلطکی  و  مخروطی 
تأثیر  و  مطالعه  مورد  کانسنگ  فرکتالی  رفتار  بررسی  پژوهش 
تغییرات دبی خوراک دهی در ظرفیت های مجاز و غیرمجاز هر کدام 

از  استفاده  با  آن ها  محصولات  ذرات  ابعاد  توزیع  بر  از سنگ شکن ها 
روش  با  فرکتال  هندسه  روش  همچنین  می باشد.  فرکتال  هندسه 
رازین-راملر نیز مورد مقایسه قرار گرفته است. دبی خوراک دهی برای 
هر سه سنگ شکن 0/5، 1، 1/5، 2، 2/5، 3، 3/5، 4 و 4/5 کیلوگرم بر 
دقیقه می باشد. برای انجام آزمایش ها، نمونه هایی با وزن های یکسان 
در  دبی خوراک دهی  به  توجه  با  و سپس  تهیه شده  کیلوگرم(   10(
زمان های مختلفی نمونه ها به سنگ شکن ها خوراک دهی شده است. 
تقسیم  ریفل  توسط  تمامی محصول  عملیات خردایش  اتمام  از  پس 
شده و نمونه ی معرف جهت انجام آنالیز سرندی به دست آمده است. 

2- مواد و روش ها
1-2- شناسایی نمونه مورد مطالعه

1-1-2- نمونه برداری
ماده معدنی مورد مطالعه در این پژوهش از معدن مس قلعه زری 
بعد  تونل های معدن  از  استخراج شده  معدنی  ماده  است.  تهیه شده 
با  گریزلی  سرند  روی  بر  فیدر  یک  توسط  زمین  سطح  به  انتقال  از 
سرند،  روی  بر  مانده  مواد  که  می شود  ریخته  سانتی متر   80 دهانه 
خوراک سنگ شکن فکی مرحله اول می باشد. محصول این سنگ شکن 
بر روی سرندی دو طبقه ریخته می شود که مواد را به سه فراکسیون 
)5+(، )2/5+5-( و )2/5-( سانتی متر تقسیم می کند. فراکسیون )5+( 
فکی  از سنگ شکن  قبل  گریزلی  سرند  از  کرده  عبور  مواد  همراه  به 
مرحله اول جهت خوراک دهی به سنگ شکن فکی مرحله دوم انتقال 
داده می شود. محصول سنگ شکن فکی مرحله دوم بر روی سرندی 
با دهانه 2/5 سانتی متر ریخته شده و مواد بزرگ تر از دهانه به همراه 
مخروطی  سنگ شکن  به  خوراک دهی  جهت   )-5+2/5( فراکسیون 
فراکسیون  مواد  با  مخروطی  سنگ شکن  محصول  می شود.  استفاده 
مورد  نمونه  می شود.  منتقل  آسیاها  به  خوراک دهی  جهت   )-2/5(

مطالعه قبل از سنگ شکن مخروطی نمونه گیری شده است.

2-1-2- کانی شناسی نمونه مورد مطالعه
لذا  است،  بوده  مدنظر  کانسنگ  فرکتالی  رفتار  که  آنجایی  از 
نمونه مورد مطالعه با دو روش پراش اشعه ایکس )XRD( و مطالعات 
میکروسکوپی مورد آنالیز کانی شناسی قرار گرفته است. نتایج حاصل 
از پراش اشعه ایکس در جدول 1 نشان داده شده است. بر اساس این 
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به  فراوانی  نظر  از  مطالعه  مورد  نمونه  تشکیل دهنده  کانی های  نتایج 
ترتیب کوارتز، میکروکلین، کائولنیت، تالک و کلریت می باشند. 

نحوه  تخلخل،  ساخت،  )بافت،  ذرات  مورفولوژی  بررسی  برای 
مورد  نمونه  از  ذرات(  ابعاد  توزیع  و  دانه بندی  کانی ها،  درگیری 
مطالعه مقاطع نازک و صیقلی تهیه شد. این مقاطع توسط مطالعات 
کانی شناسی  نتایج  گرفتند.  قرار  بررسی  مورد  نوری  میکروسکوپ 
حاصل از مطالعات میکروسکوپی با نتایج به دست آمده از پراش اشعه 
ایکس کاملًا منطبق بوده است. از طرف دیگر آنالیز پراش اشعه ایکس 
کانی هایی را که به لحاظ فراوانی از یک میزان مشخص )به طور مثال 
3% وزنی( کمتر باشند را در نتایج نشان نمی دهد. مطابق مطالعات 
میکروسکوپی مقاطع مشخص شد که ماده معدنی علاوه بر کانی های 
ذکر شده در جدول 1 حاوی کانی های کالکوپیریت، پیریت و اولوژیست 

نیز می باشد.

3-1-2- آنالیز شیمیایی نمونه مورد مطالعه
روش  از  مطالعه  مورد  نمونه  شیمیایی  ترکیب  تعیین  برای 
فلوئورسانس اشعه ایکس )XRF( استفاده شده است. نتایج در جدول 
2 آورده شده است. طبق این نتایج، بیشترین میزان ترکیبات موجود 
در نمونه به ترتیب: CaO ،Fe2O3 ،Al2O3 ،SiO2 و غیره بوده است. با 
توجه به اینکه کانی با ارزش نمونه مورد مطالعه کالکوپیریت می باشد 
و از طرفی با توجه به نتیجه آنالیز شیمی که میزان CuO برابر 0/64 
می باشد لذا طبق محاسبات استوکیومتری میزان کالکوپیریت موجود 

در نمونه 1/5 درصد می باشد.

4-1-2- دانه بندی نمونه مورد مطالعه
نمونه مورد مطالعه بعد از آماده سازی از نظر دانه بندی مورد آنالیز 
سرندی قرار گرفت. نتایج در شکل 1 آورده شده است. همان طور که 

از روی نمودار مشخص می باشد 80 درصد مواد دارای ابعادی ریزتر از 
.)d80 =3700  37 میلی متر هستند )میکرون

2-2- روش تحقیق
1-2-2- شمای عملیات سنگ شکنی

ابعاد ذرات حاصل از خردایش تحت تأثیر چندین پارامتر  توزیع 
قطعات  مورفولوژی  خردایش،  مکانیزم  خوراک دهی،  دبی  جمله:  از 
کانسنگ، دانه بندی بار ورودی و غیره می باشد. با تغییر هرکدام از این 
پارامترها و با توجه به رفتار کانسنگ در مراحل خردایش، توزیع ابعاد 
تجهیزاتی  از  هرکدام  می شود.  متفاوتی  پراکندگی های  دارای  ذرات 
که برای عملیات خردایش استفاده می شود دارای یک مکانیزم غالب 
)از جمله: فشاری، ضربه ای، برشی و سایشی( می باشد ]36[. در این 
پژوهش، هر سه سنگ شکن مورد استفاده دارای مکانیزم یکسانی بوده 
و نیروی غالب برای خرد کردن مواد در آن ها، نیروی فشار می باشد. 
عملیات   کننده  تثبیت  پارامتر  اصلی ترین  عنوان  به  دبی خوراک دهی 
خردایش در این پژوهش مورد مطالعه قرار گرفته است. در شکل 2 
شده  داده  نشان  مطالعه  مورد  ماده  کردن  خرد  عملیات  طرح واره ی 
فکی  توسط سنگ شکن  محصول خرد شده  این شکل  مطابق  است. 
 +4/76  -16( فراکسیون  و  شده  تقسیم  مختلفی  فراکسیون های  به 
محصول  سپس  می شود.  مخروطی  سنگ شکن  وارد  آن  میلی متر( 
خرد شده توسط سنگ شکن مخروطی نیز به فراکسیون های مختلفی 
تقسیم شده و فراکسیون )9/52- 2/38+( آن وارد سنگ شکن غلطکی 

می شود.
ظرفیت بیشینه خوراک دهی به هر سه سنگ شکن 3/5 کیلوگرم 
بر دقیقه می باشد. برای بررسی تأثیر دبی خوراک دهی بر روی عملکرد 
هر سه سنگ شکن، خوراک دهی به آن ها در ظرفیت مجاز )1، 2 و 3 

کیلوگرم بر دقیقه( صورت گرفته است.

)XRD( جدول 1. نتایج کانی شناسی
Table 1. Mineralogical Results of the ore by XRD

 

 

  

 شیمیایی فرمول کانی نام
 2SiO کوارتز

 8O3KalSi میکروکلین

 10O4Si8[(OH)4Al[ کائولنیت
 10O4Si2(OH)3Mg تالک

 10O4[Si8(OH) 6(Mg, FeAl)[ کلریت
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)XRF( جدول 2. نتایج آنالیز شیمیایی
Table 2. Chemical Analysis Results of the ore by XRF

 

 

  

شکل 1. نمودار آنالیز دانه بندی نمونه مورد مطالعه
Fig. 1. Particle size analysis of the ore

و  سرندی  آنالیز  طریق  از  سنگ شکن ها  از  هرکدام  محصولات   
محاسبات دیمانسیون فرکتال مورد بررسی قرار گرفت.

خوراک  ابعاد  می کنند.  کار  باز  مدار  در  سنگ شکن  سه  هر 
      ،)+16  -45( ترتیب  به  غلطکی  و  مخروطی  فکی،  سنگ شکن های 
ابعاد  به  توجه  با  بوده که  میلی متر  و )9/52- 2/38+(   )+4/76 -16(
گلوگاه سنگ شکن و نسبت خردایش آنها در نظر گرفته شده است. 
این  توسط  آنها(   100d )یعنی  شده  خرد  مواد  ابعاد  دیگر،  طرف  از 

سنگ شکن ها نیز به ترتیب زیر 19، 9/52 و 3 میلی متر  می باشند. 
از  کدام  هر  توسط  شده  خرد  ذرات  ابعادی  توزیع  تعیین  برای 
سرندهای  سری  توسط  آن ها  خردشده  محصولات  سنگ شکن ها، 

فکی  سنگ شکن  برای  گرفتند.  قرار  دانه بندی  آنالیز  مورد   ASTM

این سری شامل سرندهای: 16000، 12700، 9520، 4760، 4000، 
 ،150 ،200 ،300 ،425 ،500 ،600 ،850 ،1000 ،2000 ،2380
از  سری  این  مخروطی  سنگ شکن  برای  میکرون،   53 و   75  ،106
 53 تا   2380 از  غلطکی  سنگ شکن  برای  و  میکرون   53 تا   4760

میکرون بوده است.

2-2-2- دیمانسیون فرکتال
برای توصیف توزیع ابعاد ذرات معمولاً از روش های آماری استفاده 
شامل  ذرات  ابعاد  توزیع  توصیف  برای  معمول  روش های  می شود. 

 

 

  

 MgO 3O2Al 2SiO S O2K عنصر

 66/0 66/0 7/60 6/02 02/0 درصد
 سایر 3O2Fe CuO CaO L.I.O عنصر

 65/0 08/5 60/6 64/2 4/8 درصد
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شکل 2. شمای عملیات خردایش ماده مورد مطالعه
Fig. 2. Flow diagram of crushing operations of the ore

گادین-ملوی،  برادبنت-کالکت،  گیتس-گودن-شومان،  رازین-راملر، 
با  که  روش هایی  از  یکی   .]7[ می باشد  هاریس  و  احتمالی  لگاریتم 
استفاده از آن می توان داده های توزیع ابعاد ذرات را خطی کرد هندسه 
چگالی  و  دارای شکل  حاصل  ذرات  چنانچه   .]37[ می باشد  فرکتال 
 )1( رابطه  مانند  ذرات  تعداد  و  اندازه  بین  تناسبی  باشند  یکنواختی 

به دست می آید ]14، 26[:

)1(. .
که در آن:

N: تعداد ذرات هر فراکسیون 
R: انداره بزرگ ترین فراکسیون ابعادی

D: دیمانسیون فرکتال می  باشد.
هر  ذرات  اندازه  و  تعداد  مبنای  بر  که   )1( رابطه  از  استفاده 
فراکسیون می باشد، معمولاً در عمل به دلیل اینکه ذرات دارای شکل 
و چگالی یکسانی نمی باشند، با خطا همراه است ]38[. به منظور رفع 
این مشکل، رابطه ی تناسبی بین اندازه و وزن ذرات، مانند رابطه )2( 

برقرار شده است ]26، 39[:

)2(

که در آن:
: وزن تجمعی عبوری از هر فراکسیون   

MT: وزن کل نمونه

DN Rα −
3( ) ( ) fDL

T L

M k K k
M K

α −<



نشریه مهندسی عمران امیرکبیر، دوره 53، شماره 5، سال 1400، صفحه 2043 تا 2062

2050

k: اندازه ابعاد هر فراکسیون 
KL: اندازه ابعاد بزرگ ترین فراکسیون

Df: دیمانسیون فرکتال

با تبدیل رابطه )2( به تساوی، معادله ای مانند رابطه )3( به دست 
می آید:

)3(

برای   )3( رابطه  در  ترتیب  بدین  است.  ثابت  عدد   c آن  در  که 
محاسبه دیمانسیون فرکتال بجای تعداد ذرات هر فراکسیون از وزن 
تجمعی عبوری ذرات از هر فراکسیون استفاده می شود. با لگاریتم گیری 

از طرفین رابطه )3(، رابطه )4( به دست می آید:

)4(

با مقایسه رابطه )4( با معادلات روش های معمول توصیف توزیع 

تابع گیتس- گودن-  با  معادله  این  که  ذرات مشخص می شود  ابعاد 

شومان مشابه است. از این رو می توان نتیجه گرفت که تابع گیتس- 

به  است.   n آن  شیب  که  بوده  فرکتالی  معادله  یک  شومان  گودن- 

عبارتی دیگر  است ]7[.

به صورت  را  آن  می توان  که  است  معادله خطی  یک   )4( رابطه 

رابطه )5( نوشت:

)5(

که در آن:

)6(

)7(

)8( b=
 عرض از مبداء خط )عدد ثابت( 

از رابطه )9( به دست  باتوجه به معادله )8( دیمانسیون فرکتال 
می آید:

)9(

لگاریتمی-  نمودارهای  روی  بر  نقطه  تعدادی   )4( معادله  از 
این  تعداد  می آید.  به  دست  شده  خرد  ذرات  ابعاد  توزیع  لگاریتمی 
نقاط با تعداد فراکسیون های موجود در آنالیز سرندی برابر است. به  
طور مثال در سنگ شکن های فکی، مخروطی و غلطکی به ترتیب 18، 
15 و 13 فراکسیون جهت تعیین توزیع ابعاد ذرات حاصل از خردایش 
بر روی  نقاط به دست آمده  بنابراین تعداد  آن ها استفاده شده است، 
نمودارهای لگاریتمی- لگاریتمی آن ها به ترتیب 18، 15 و 13 نقطه 

بوده است.

جدول 3. نحوه محاسبه دیمانسیون فرکتال برای توزیع ابعاد ذرات محصول سنگ شکن فکی
Table 3. Fractal dimension calculation of the PSD on jaw crusher product

3( ) ( ) fDL

T L

M k K kc
M K

−<
=

y ax b= +

( ) (3 ) ( )L
f

T L

M k K kLn D Ln Lnc
M K
<

= − +

( )L

T

M k Ky Ln
M
<

=

( )
L

kx Ln
K

=

3 fa D= −

3fD a= −

(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7) (8) (9) 
 

 K 
 (میکرون)

TM 
 (گرم)

M 
 (گرم)

LK 
 (میکرون)

< k)= LM(K 
Sum(m)– TM 

 (گرم)
  

   (6)Ln  (7)Ln 

06111 6/988 6/978 06111 691 698/1 0 279/1- 1 
09711 6/988 2/947 06111 9/279 404/1 782/1 990/1- 921/1- 

...
 ...
 ...
 ...
 ...
 ...
 ...
 ...
 ...
 

32 6/988 9/0 06111 9/4 1146/1 1122/1 266/3- 701/3- 
Pan 6/988 9/4 06111 1 - - - - 

 

( )L

T

M K k
M



L

k
K
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به عنوان مثال در جدول 3 نحوه محاسبات و نتایج مربوطه برای 
سنگ شکن  محصول  ذرات  ابعاد  توزیع  فرکتال  دیمانسیون  محاسبه 

فکی نشان داده شده است.
از آنجایی که دستگاه های جداکننده در روش های فیزیکی فرآوری 
مواد معدنی، هر کدام در یک دامنه مشخصی از دانه بندی کارایی لازم 
با  که  می باشد  مشخص  دامنه  این  به  دست یابی  هدف  لذا  دارند،  را 
استفاده از دیمانسیون فرکتال، که کوچک ترین تغییرات در پراکندگی 
توزیع ابعاد ذرات را نشان می دهد، می توان عملیات  جدایش را کنترل 
و بهینه سازی کرد. نتایج تحقیقات مختلف بر پایه محاسبه دیمانسیون 
فرکتال توزیع ابعاد ذرات خرد شده نشان داده است که دیمانسیون 
فرکتال حاصل از آن ها بین 2 تا 3 می باشد. این مسأله بیانگر این است 
که انرژی مصرف شده در عملیات  خردایش صرف ایجاد سطوح جانبی 
بیشتر در ذرات )2Df =( و کاهش حجم ذرات )3Df =( می شود ]40، 

.]41
ابعاد ذرات، روش  توزیع  برای توصیف  از روش های معمول  یکی 

رازین-راملر است که در رابطه )10( نشان داده شده است. 

)10(

مواد  تجمعی  وزنی  درصد   Wr سرند،  دهانه  اندازه   x آن  در  که 
باقیمانده بر روی سرند،  x’مقدار ثابت بنام پارامتر اندازه و b مقداری 
پراکندگی  میزان  که  دانه بندی(  توزیع  منحنی  شیب  با  )برابر  ثابت 
موسوم  رازین-راملر"  "شاخص  به  و  می کند  مشخص  را  ذرات  اندازه 
است. مقادیر کوچک b نشان دهنده این است که ماده معدنی دارای 
توزیع یکنواخت  از  بزرگ حاکی  دانه بندی وسیع تری است و مقادیر 

ابعاد ذرات می باشد ]42،43[.
خطا  مربعات  میانگین  مجذور  آماری  روش  با  تحقیق  این  در 
)RMSE(، کارایی دو روش هندسه فرکتال و رازین-راملر برای توصیف 
توزیع ابعاد ذرات حاصل از روش های خردایش، مورد تجزیه- تحلیل 

و مقایسه قرار گرفتند. 

)RMSE( 3-2-2- مجذور میانگین مربعات خطا

یکی   ،)  Mean Square Error)MSE(( خطا  مربعات  میانگین 

می باشد.  شده  پیش بینی  مدل  دقت  یافتن  برای  آماری  ابزارهای  از 

روش محاسبه ی مجذور میانگین مربعات خطا از رابطه )11( به دست 

می آید:

مقدار  تحقیق  این  در  )که  داده ها  واقعی  مقدار   )xr( آن  در  که 
آزمایشگاهی درصد تجمعی مواد عبور کرده از هر فراکسیون می باشد(، 
رابطه )4( )که در  از مدل فرکتال مطابق  به دست آمده  )xi( مقدار 
هر  از  کرده  عبور  مواد  تجمعی  درصد  محاسباتی  مقدار  تحقیق  این 
فراکسیون می باشد( و )n( تعداد کل داده ها )در این تحقیق تعداد کل 

فراکسیون های دانه بندی( می باشد ]44، 45[. 

3- نتایج و بحث
هدف از عملیات  خردایش در فراوری مواد معدنی، دست یابی به 
در  دیگر  طرف  از  می باشد.  بعدی  عملیات   برای  موردنظر  دانه بندی 
فرایند، عملیات  خردایش بیشترین مصرف انرژی را به خود اختصاص 
می دهد. بنابراین یکی از اهداف خردایش رسیدن به دانه بندی موردنظر 
این راستا در تحقیق  انرژی می باشد ]46،47[. در  با صرف کمترین 
حاضر، از سرند 2 میلی متر به عنوان سرند هدف استفاده شده و میزان 

مواد عبور کرده از این سرند مورد بررسی قرار گرفته است.
 

1-3- توصیف توزیع ابعاد ذرات با دیمانسیون فرکتال
ذرات  ابعاد  توزیع  لگاریتمی  لگاریتمی-  نمودارهای   3 شکل  در 
شده اند.  رسم  فرکتال  دیمانسیون  آوردن  دست  به  برای  محصولات 
از نسبت وزن تجمعی هر فراکسیون معین  این نمودارها  قائم  محور 
نسبت به وزن کل نمونه )Ln(M/MT( به دست می آید و محور افقی 
از نسبت ابعاد سرند معین به ابعاد بزرگ ترین سرند )Ln(k/KL( به 

دست می آید. هر دو محور بی بعد هستند. 
فکی،  سنگ شکن های  فرکتال  دیمانسیون های   4 جدول  مطابق 
 ،0/5 خوراک دهی   دبی های  با  محصولات  برای  غلطکی  و  مخروطی 
 ،2/26( ترتیب  به  دقیقه  بر  کیلوگرم   4/5 و   4  ،3  ،2/5  ،2  ،1/5  ،1
 ،2/17 ،2/19 ،2/21( ،)2/32 ،2/29 ،2/18 ،2/19 ،2/21 ،2/23 ،2/24
 ،2/33  ،2/35  ،2/37  ،2/38( و   )2/27  ،2/25  ،2/12  ،2/14  ،2/15
و  بیشتر  بررسی های  برای  آمد.  به دست   )2/43  ،2/41  ،2/30  ،2/31
دبی  به  نسبت  محصولات  فرکتال  دیمانسیون  تغییرات  روند  بررسی 
خوراک دهی مطابق شکل 4، دبی خوراک دهی 3/5 کیلوگرم بر دقیقه 

'

100 exp[( ) ]b

r

x
W x

=

)11(( )n 2
i ri 1

x x
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مجاز  ظرفیت  بیشینه  در  می رفت  انتظار  که  شد  خوراک دهی  نیز 
این  که  یابد  افزایش  آن  محصول  فرکتال  دیمانسیون  سنگ شکن ها، 
دبی خوراک دهی  محصول  فرکتال  دیمانسیون  پیوست.  وقوع  به  امر 
3/5 کیلوگرم بر دقیقه برای سنگ شکن های فکی، مخروطی و غلطکی 
به ترتیب برابر با 2/23، 2/19 و 2/36 شد. دیمانسیون های فرکتال به 
دست آمده با اصل کلی هندسه فرکتال که دیمانسیون فرکتال حاصل 
از توزیع ابعاد بین 2 تا 3 است مطابقت دارند. اختلافات به وجود آمده 
ذرات  ابعاد  توزیع  پراکندگی  میزان  دلیل  به  فرکتال  دیمانسیون  در 
پراکندگی  میزان  رابطه  می باشد.  محصولات  از  کدام  هر  شده  خرد 
مستقیم  رابطه ای  معمولاً  فرکتال  دیمانسیون  با  ذرات  ابعاد  توزیع 
در  دبی خوراک دهی  افزایش  با  نتایج حاصل شده  به  توجه  با  است. 
کاهش  مواد  خردایش  میزان  سنگ شکن ها  ظرفیت  مجاز  محدوده 
محصولات  فرکتال  دیمانسیون  کاهش  به  منجر  امر  این  که  می یابد 
مجاز  حد  از  عبور  و  خوراک دهی  دبی  افزایش  با  است.  شده  آن ها 
منجر  که  یافته  افزایش  مواد  میزان خردایش  ظرفیت سنگ شکن ها، 
به تولید مقدار قابل توجهی ذرات ریز شده که این امر موجب افزایش 
دیمانسیون فرکتال محصولات آن ها شده است. تغییرات دیمانسیون 
تغییرات  به  نسبت  مختلف  دبی های خوراک دهی  فرکتال محصولات 
دبی خوراک دهی در شکل 4 نشان داده شده است. بنابراین طبق نتایج 
به دست آمده می توان نتیجه گرفت بین دبی خوراک دهی در ظرفیت 
مجاز و دیمانسیون فرکتال محصولات آن ها رابطه ای معکوس برقرار 
است و رابطه بین دیمانسیون فرکتال محصولات و دبی خوراک دهی 

در ظرفیت غیرمجاز رابطه مستقیم است. 
دبی  افزایش  با  مواد  کمتر  خردایش  علت  فکی  سنگ شکن  در 
خوراک دهی در ظرفیت مجاز می تواند ناشی از نیم سیکل بودن، نحوه 
عامل  باشد.  درخردایش  مواد  ماند  زمان  کاهش  و  فک ها  قرارگیری 
ابعاد  با  مواد  میزان  خوراک دهی  دبی  افزایش  با  که  است  این  دیگر 
افزایش یافته و فک ها بیشتر  ابعاد گلوگاه )19 میلی متر(  از  بزرگ تر 
درگیر خردایش این مواد می شوند و فرصت کافی برای عبور مواد با 
به  سنگ شکن  از  گلوگاه  زیر  ابعاد  با  مواد  و  گلوگاه  به  نزدیک  ابعاد 
وجود می آید. دلیل افزایش خردایش مواد در دبی های خوراک دهی 4 
و 4/5 کیلوگرم بر دقیقه می تواند ناشی از این باشد که با افزایش دبی 
خوراک دهی و عبور از ظرفیت بیشینه میزان مواد با ابعاد بزرگ تر از 
ابعاد گلوگاه بیش از حد افزایش یافته و بستری ایجاد می شود که مواد 

با ابعادِ نزدیک به ابعاد  گلوگاه و مواد با ابعادِ کمتر از ابعاد گلوگاه نیز 
خرد شده و در نتیجه میزان مواد ریزدانه افزایش یابد. 

در سنگ شکن مخروطی با افزایش دبی خوراک دهی، در ظرفیت 
مجاز سنگ شکن، میزان خردایش مواد کاهش می یابد. علت این امر 
می تواند ناشی از این باشد که در سنگ شکن مخروطی مواد در یک 
خوراک دهی  دبی های  در  می شوند  خوراک دهی  شکل  دایره  مقطع 
نمی شود  عملیات خردایش  درگیر  مقطع  این  از  زیادی  فضای  کمتر 
پراکندگی  دارای  آمده  دست  به  محصول  ذرات  ابعاد  توزیع  بنابراین 
بیشتری است. از طرف دیگر مخروط ها ابتدا درگیر خردایش مواد با 
ابعاد بزرگ تر از ابعاد گلوگاه )9/52 میلی متر( می شوند و با توجه به 
زمان  تا  نمی آید  به وجود  مواد  از  بستری  بودن دبی خوراک دهی  کم 
ماند مواد افزایش پیدا کند بنابراین فرصت و فضای کافی برای مواد با 
ابعاد کوچک تر از گلوگاه وجود دارد تا بدون خردایش از سنگ شکن 
خارج شوند. در نتیجه محصول به دست آمده دارای طیف گسترده ای 
از دانه بندی خواهد بود که باعث پراکندگی بیشتر توزیع ابعاد ذرات 
به علت  افزایش دبی  خوراک دهی  با  اما  از خردایش می شود.  حاصل 
اینکه مواد با ابعاد کوچک تر از ابعاد گلوگاه، فرصت و فضای کمتری برای 
عبور دارند و زمان ماند افزایش می یابد، بنابراین محصولات به دست 
آمده دارای یکنواختی بیشتری می باشند. در نتیجه، دیمانسیون های 
و  خوراک دهی  دبی  افزایش  با  اما  است.  یافته  کاهش  آن ها  فرکتال 
عبور از حد مجاز ظرفیت سنگ شکن به دلیل ایجاد بار خفه کننده و 
خردایش بیشتر مواد در سنگ شکن میزان مواد دانه ریز افزایش می یابد 

که منجر به افزایش دیمانسیون فرکتال آن ها می شود. 
ظرفیت  در  خوراک دهی  دبی  افزایش  با  غلطکی  سنگ شکن  در 
از  ناشی  می تواند  امر  این  می یابد  کاهش  فرکتال  دیمانسیون  مجاز 
به  محصولی  ایجاد  باعث  که  باشد  مواد  خردایش  ماند  زمان  کاهش 
ابعادی یکنواخت تر شده است. از طرف دیگر با افزایش  لحاظ توزیع 
دبی خوراک دهی میزان مواد موجود در بین غلطک ها افزایش می یابد 
لذا  بزرگ تر می شوند؛  ابعاد  با  ابتدا درگیر خردایش مواد  و غلطک ها 
فرصت کافی برای عبور مواد با ابعاد ریزتر فراهم می شود تا سریع تر 
کاهش  دانه ریز  مواد  میزان  نتیجه  در  کنند.  عبور  غلطک ها  بین  از 
می یابد که منجر به کاهش دیمانسیون فرکتال محصولات می شود. اما 
با افزایش دبی خوراک دهی و تجاوز از ظرفیت مجاز سنگ شکن منجر 
به افزایش تولید موادی با شکل و ابعاد نامنظم و مواد دانه ریز می شود 
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که این  عوامل باعث افزایش دیمانسیون فرکتال محصولات می شوند.
نتایج دیمانسیون های فرکتال به دست آمده از توزیع ابعاد ذرات 
دیمانسیون های  از  کوچک تر  مخروطی  سنگ شکن  با  شده  خرد 
فرکتال سنگ شکن های فکی و غلطکی می باشد که علت آن می تواند 
باشد.  مخروطی  سنگ شکن  از  حاصل  محصولات  بیشتر  یکنواختی 
نتایج دیمانسیون های فرکتال به دست آمده از توزیع ابعاد ذرات خرد 
شده با سنگ شکن غلطکی بزرگ تر از دیمانسیون های فرکتال به دست 
آمده برای محصولات سنگ شکن های فکی و مخروطی می باشد. علت 
افزایش میزان ذرات ریزدانه در محصولات  از  این امر می تواند ناشی 
محصولات  ابعاد  توزیع  دامنه  دیگر  طرف  از  باشد.  سنگ شکن  این 
سنگ شکن غلطکی محدودتر از دو سنگ شکن دیگر می باشد که این 
امر باعث یکنواختی توزیع وزنی محصولات شده و باعث کاهش شیب 

نمودار های توزیع ابعاد ذرات می شود.
محصولات  فرکتال  دیمانسیون   محاسبه  در  که  همان گونه 
سنگ شکنی مشاهده شد، چنانچه سنگ شکن ها در ظرفیت های بسیار 
پائین کار کنند، باعث پراکندگی توزیع ابعاد ذرات محصولات خردایش 
شده و کارایی عملیات های بعدی فرآوری مواد معدنی را هم با مشکل 
مواجه می کنند. از طرف دیگر در این حالت انرژی مصرفی، به علت 
طولانی شدن عملیات و خردایش مجدد بخش درشت دانه، افزایش 
کاهش  با  بیشینه،  خوراک دهی  دبی  به  شدن  نزدیک  با  اما  می یابد . 
دیمانسیون  فرکتال، دانه بندی محصولات به دست آمده یکنواخت تر 
کارایی  می گیرد.  قرار  بهینه  وضعیت  در  خردایش  عملیات  و  شده 
جداکننده هایی نظیر میز لرزان و اسپیرال و یا طبقه بندی کننده هایی 
از  حاصل  خوراک  دانه بندی  توزیع  به  هیدروسیکلون،  و  سرند  مثل 
وضعیت خردایش حساس هستند. در وضعیت دبی خوراک دهی خفه 
ظرفیت  از  بیشتر  خوراک دهی  معنی  به   ،)Choke Feeding( کننده 
سنگ شکن، اولاً به دلیل اینکه تجمع ذرات در بین فک ها، مخروط ها و 
غلطک ها افزایش می یابد، بخشی از نیروی مؤثر خردایش از فشاری به 
سایشی تبدیل می شود. این امر منجر به تولید ذرات ریزدانه بیشتر و 
در نتیجه افزایش دیمانسیون فرکتال ذرات خرد شده می شود. ثانیاً در 
این نوع خوراک دهی ذرات ریز بین ذرات درشت درگیر شده و ضمن 
دیمانسیون  ریزدانه،  مواد  درصد  افزایش  با  آنها،  بیشتر  شدن  ریزتر 
افزایش نیروی سایشی  به  با توجه  از طرفی  افزایش می یابد.  فرکتال 
در حالت خوراک دهی غیرمجاز خفه کننده، سایش فک ها، مخروط ها 

در  می شود.  سنگ شکن ها  به  جدی  آسیب های  موجب  غلطک ها  و 
کنترل  دقت  به  وضعیت  این  در  خوراک دهی  میزان  اگر  حال  عین 
می شود،  خردایش  انرژی  مصرف  توجه  قابل  کاهش  به  منجر  شود، 
زیرا در این وضعیت عمل خردایش نه تنها توسط فک ها، مخروط ها و 
غلطک ها انجام می شود، بلکه خود مواد هم همدیگر را خرد می کنند. 
در عملیات فرآوری مواد معدنی علاوه بر کنترل دانه بندی خوراک، 
هندسه  در  است.  برخوردار  خاصی  اهمیت  از  هم  ذرات  مورفولوژی 
فرکتال، با محاسبه دیمانسیون فرکتال ذرات، می توان دانه بندی خوراک 
و مورفولوژی ذرات آن را  توصیف و کنترل کرد. به عنوان مثال در این 
تحقیق ذرات خرد شده توسط سنگ شکن غلطکی، با توجه به اینکه 
دیمانسیون  فرکتال آن ها بین 2/30 تا 2/43 می باشد، به سمت اشکال 
سه بعدی گرایش پیدا کرده اند. لذا محصولات این سنگ شکن برای 
تجهیزاتی که به شکل ذرات کروی حساس  باشند مناسب نمی باشد. 
در این راستا، نتایج به دست آمده از محاسبه دیمانسیون فرکتال مواد 
آن  محصولات  که  می دهد  نشان  مخروطی  با سنگ شکن  شده  خرد 
برای عملیات  فرآوری که به دانه بندی یکنواخت و اشکال مسطح )دو 

بعدی( نیازمندند، مناسب بوده و کارایی بیشتری دارد.  

2-3- توصیف توزیع ابعاد ذرات با شاخص رازین-راملر
نتایج توزیع ابعاد ذرات خرد شده و توصیف آن ها با روش رازین-

 )b( افزایش شاخص رازین-راملر راملر در جدول 5 درج شده است. 
حاکی از توزیع یکنواخت ابعاد ذرات و کاهش آن نشانگر پراکندگی 
بیشتر و دانه بندی وسیع تر است. در این جدول مقادیر به دست آمده 
 ،2 دبی های خوراک دهی 0/5، 1، 1/5،  با  راملر  رازین  برای شاخص 
فکی،  به سنگ شکن های  دقیقه  بر  کیلوگرم   4/5 و   4  ،3/5  ،3  ،2/5
مخروطی و غلطکی به ترتیب )0/7882، 0/8066، 0/812، 0/8375، 
 ،0/8653(  ،)0/7329 و   0/7642  ،0/819  ،0/8739  ،0/8707
 0/8257 ،0/8851 ،0/9483 ،0/9313 ،0/9214 ،0/8987 ،0/8814
 ،0/8862  ،0/8859  ،0/8863  ،0/8963  ،0/9375( و   )0/8105 و 
0/8815، 0/9052، 0/9328 و 0/9447( به دست آمده است. مطابق 
با  مخروطی  و  فکی  سنگ شکن های  در  که  می شود  ملاحظه  نتایج 
یافته  افزایش  شاخص  مجاز،  ظرفیت  در  خوراک دهی  دبی  افزایش 
افزایش  با  مجاز،  ظرفیت  در  سنگ شکن،  دو  این  در  بنابراین،  است. 
دبی خوراک دهی توزیع ابعاد ذرات محصولات خرد شده یکنواخت تر 
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فکی مخروطی غلتکی
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فکی مخروطی غلتکی

 شده است. اما با افزایش دبی خوراک دهی و رسیدن به ظرفیت بیشینه 
)از 3/5 کیلوگرم بر دقیقه به بالا( شاخص رازین-راملر کاهش یافته، 
در  است.  یافته  افزایش  ذرات  ابعاد  توزیع  پراکندگی  میزان  بنابراین 
مورد سنگ شکن غلطکی در خوراک دهی مجاز این شاخص کاهش و 

در ظرفیت غیر مجاز افزایش یافته است.

شاخص   با  رازین-راملر  و  فرکتال  هندسه  مدل های  مقایسه   -3-3
)RMSE( آماری مجذور میانگین مربعات خطا

در  رازین-راملر  و  فرکتال  هندسه  مدل های  دقت  بررسی  برای 
مجذور  آماری  روش  از  خردایش  محصولات  ذرات  توزیع  توصیف 

میانگین مربعات خطا )RMSE( استفاده گردید. 
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در این راستا  ضریب همبستگی )R2( بین داده های آزمایشگاهی و 
مدل ها محاسبه شده است. 

هرچه این ضریب بیشتر باشد، نشانگر انطباق داده های آزمایشگاهی 
با مدل مربوطه است.   

مطابق جداول  4 و 5، ضرایب همبستگی به دست آمده از روش 
هندسه فرکتال نسبت به روش رازین-راملر دارای مقادیر بزرگ تری 
می باشند، لذا روش هندسه فرکتال نسبت به روش رازین-راملر برای 

توصیف توزیع ابعاد ذرات مناسب تر می باشد. 
در مقایسه کارایی دو مدل استفاده، آن مدلی ارجح  است که دارای 

 شکل 3. نمودارهای فرکتالی توزیع ابعاد ذرات دبی های خوراک دهی 5/0 )الف(، 1 )ب(، 5/1 )ج(، 2 )د(، 5/2 )ن(، 3 )و(، 4 )ه(، 5/4 )ی( و 5/3 )خ( کیلوگرم
 بر دقیقه

Fig. 3. Fractal diagrams of PSD for feed rates of 0.5 )a(, 1 )b(, 1.5 )c(, 2 )d(, 2.5 )n(, 3 )f(, 4 )e(, 4.5 )Y( and 3.5 )x( kg/min

مجذور میانگین مربعات کمتری باشد. مطابق شکل 5، مقادیر مجذور 
میانگین مربعات خطا با روش های هندسه فرکتال و رازین-راملر برای 
سنگ شکن فکی به ترتیب بین 8/1 تا 8/596 و بین 8/11 تا 8/599، 
برای سنگ شکن مخروطی به ترتیب بین 3/50 تا 4/17 و بین 4/50 
تا 4/93 و برای سنگ شکن غلطکی به ترتیب بین 0/83 تا 2/62 و بین 
3/82 تا 7/91 به دست آمده است. شکل 5 مقادیر مجذور میانگین 
مربعات خطاهای به دست آمده برای روش هندسه فرکتال نسبت به 
روش رازین-راملر کوچک تر می باشد. در نتیجه روش هندسه فرکتال 
برای توصیف توزیع ابعاد ذرات خرد شده نسبت به روش رازین -راملر 
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 5 در شکل  موجود  نمودارهای  مطابق  دقیق تر می باشد.  و  مناسب تر 
میانگین  مجذور  مقادیر  بیشترین  و  کمترین  که  می شود  مشخص 
مربعات خطا در روش هندسه فرکتال به ترتیب برای سنگ شکن های 
غلطکی و فکی به دست آمده است. از این رو، می توان نتیجه گرفت 
ذرات  ابعاد  توزیع  توصیف  برای  ترتیب  به  فرکتال  هندسه  روش  که 
مناسب  فکی  و  غلطکی، مخروطی  توسط سنگ شکن های  خرد شده 

می باشد. 
برای مقایسه داده های به دست آمده از نتایج آزمایشگاهی و مدل 

هندسه فرکتال نمودارهای توزیع ابعاد ذرات با دبی های خوراک دهی 
برای تمامی دبی های  تغییرات  نتایج نشان داد که روند  رسم شدند. 
یکسان است. برای جلوگیری از تطویل مقاله در  خوراک دهی تقریباً 
شکل 6، این روند تنها برای دبی خوراک دهی 0/5 کیلوگرم بر دقیقه 
ارائه شده است. از آنجایی که مطابق این شکل مشخص می شود که 
از داده های آزمایشگاهی و داده های محاسباتی  به دست آمده  نتایج 
مدل فرکتال به ترتیب برای سنگ شکن های غلطکی، مخروطی و فکی 
بیشترین مطابقت را دارند. از طرفی مطابق این شکل مشخص می شود 

جدول 4. نتایج کلی توزیع ابعاد ذرات خرد شده سه سنگ شکن و توصیف آن ها با روش هندسه فرکتال
Table 4. Df of PSD for crushers’ products
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شکل 4. تغییرات دیمانسیون فرکتال محصولات خردایش سنگ شکن ها نسبت به دبی  خوراک دهی
Fig. 4. Fractal dimension variations of crushing products relative to feed rate

 شکنسنگ نوع
 
 

 دهیخوراک دبی
 (دقیقه بر گرم کیلو)

 غلطکی شکنسنگ مخروطی شکنسنگ فکی شکنسنگ

fD 
 دیمانسیون

 فرکتال
 

2R 
 ضریب

 همبستگی

 مواد درصد
 از کرده عبور

  هدف سرند
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 فرکتال
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 مواد درصد
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  هدف سرند
 

fD 
 دیمانسیون

 فرکتال

2R 
 ضریب

 همبستگی

 مواد درصد
 کرده عبور

 سرند از
  هدف

5/0 62/6 6269/0 00/2 62/6 6602/0 47/62 09/6 6647/0 29/62 
2 67/6 6402/0 02/2 26/6 6627/0 24/62 04/6 6646/0 62/62 
5/2 60/6 6260/0 76/5 24/6 6662/0 62/60 05/6 6646/0 44/94 
6 62/6 6426/0 69/7 25/6 6667/0 26/60 00/6 6625/0 45/97 
5/6 26/6 6405/0 66/7 27/6 6669/0 96/26 02/6 6697/0 60/90 
0 29/6 6454/0 00/7 26/6 6626/0 06/26 00/6 6609/0 20/42 
7 66/6 6262/0 67/2 65/6 6620/0 29/67 72/6 6624/0 06/69 
5/7 06/6 6256/0 07/4 64/6 6629/0 29/65 70/6 6626/0 00/66 
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شکل 4. تغییرات دیمانسیون فرکتال محصولات خردایش سنگ شکن ها نسبت به دبی  خوراک دهی
Fig. 4. Fractal dimension variations of crushing products relative to feed rate

جدول 5. نتایج کلی توزیع ابعاد ذرات خرد شده و توصیف آن ها با روش رازین-راملر

Table 5. Description of crushed products PSD by Rasin-Rammler
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شکل 5. مجذور میانگین مربعات خطای مدل های فرکتال و رازین راملر در سنگ شکن های فکی )الف(، مخروطی )ب( و غلطکی )ج(  
Fig. 5. RMSE of fractal and Rasin-Rammler models in jaw )a(, cone )b( and roll )c( crushers

 شکنسنگ
 
 

 دهیخوراک دبی

 غلطکی شکنسنگ مخروطی شکنسنگ فکی شکنسنگ

b 
 

2R 'x b 2R 'x b 2R 'x 

5/0 2887/0 7502/0 55/55702 8558/0 7278/0 58/2785 7825/0 7885/0 78/880 
1 8055/0 7517/0 71/58550 8815/0 7275/0 557/8011 8758/0 7527/0 17/725 
5/1 817/0 7512/0 7/58521 8782/0 7815/0 557/2785 8878/0 7517/0 772/1188 

7 8825/0 7578/0 28/50757 7715/0 7872/0 75/2571 8857/0 7517/0 587/1758 
5/7 8202/0 7502/0 82/85757 7818/0 785/0 725/2555 8857/0 7815/0 088/1888 

8 8287/0 7557/0 87/85580 7588/0 7818/0 555/8088 8815/0 7885/0 275/1507 
5 2557/0 7527/0 52/50120 8752/0 7805/0 575/2728 7878/0 7188/0 2287/287 
5/5 2877/0 7555/0 11/55810 8105/0 7807/0 575/2051 7552/0 7157/0 5228/585 
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بیشترین تطابق بین داده های آزمایشگاهی و داده های محاسباتی مدل 
فرکتال در فراکسیون های ابعادی ریزدانه می باشد. 

4- نتیجه گیری کلی 
 نتایج حاصل از این تحقیق را می توان به صورت کلی به شرح زیر 

خلاصه کرد:
ذرات  ابعاد  توزیع  روی  بر  دبی خوراک دهی  تأثیر  تحقیق  این  1-در 
بررسی  مورد  فرکتال  هندسه  از  استفاده  با  خردایش  از  حاصل 
قرار گرفت که موجب توصیف پارامترهای کیفی )ریزی، درشتی 
کمی  پارامتر  یک  با  خردایش(  از  حاصل  ذرات  ابعاد  توزیع  و 

)دیمانسیون فرکتال( می شود. 
2-ضمن اینکه خط برازش شده بر نقاط به دست آمده از توزیع ابعاد 
ذرات خرد شده دارای الگوی خطی مناسبی می باشد، نمودارهای 
سنگ شکن ها  از  کدام  هر  محصولات  به  مربوط  دانه بندی  آنالیز 
نیز مشابه هم می باشند. بنابراین ماده مورد مطالعه دارای رفتاری 

خودمتشابه و به تبع آن فرکتالی می باشد.
3-دیمانسیون های فرکتال به دست آمده برای ابعاد ذرات محصولات 

خرد شده بین 2/12 تا 2/43 می باشد که با اصول کلی هندسه 
فرکتال مربوط به توزیع ابعاد ذرات خرد شده، که باید بین 2 تا 3 

باشد، مطابقت دارد. 
سنگ شکن ها،  مجاز  ظرفیت  در  خوراک دهی  دبی  افزایش  4-با 
دیمانسیون فرکتال محصولات، به دلیل کاهش پراکندگی توزیع 
کاهش  شده،  خرد  ریزدانه  ذرات  میزان  کاهش  و  ذرات  ابعاد 
می یابد. بنابراین رابطه، بین دبی خوراک دهی در ظرفیت مجاز و 

دیمانسیون فرکتال محصول خردشده، معکوس می باشد.
5-با افزایش دبی خوراک دهی و عبور از ظرفیت مجاز سنگ شکن های 
خفه  بار  دلیل  به  محصولات،  فرکتال  دیمانسیون  مطالعه،  مورد 
و  نرمه  ریزدانه،  مواد  توجهی  قابل  مقدار  ایجاد  باعث  که  کننده 
با ابعاد نامنظم می شود، افزایش پیدا می کند. بنابراین رابطه بین 
دبی خوراک دهی در ظرفیت غیرمجاز و دیمانسیون فرکتال ذرات 

حاصل، رابطه ای مستقیم می باشد.
سه  هر  محصولات  برای  آمده  دست  به  فرکتال  6-دیمانسیون های 
را  مشابهی  تغییرات  خوراک دهی،  دبی  افزایش  با  سنگ شکن 
مورد  کانسنگ  مشابه  خردایش  رفتار  نشان دهنده  این  داشته اند. 
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شکل 6. مقایسه نتایج توزیع ابعاد آزمایشگاهی و مدل فرکتال سنگ شکن ها با دبی خوراک دهی 5/0 کیلوگرم بر دقیقه
Fig. 6. PSD comparison of Laboratorial results and fractal model of crushers for feed rate of 0.5 kg/min
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مطالعه در مکانیزم های خردایش مختلف می باشد.
7-با بررسی نتایج هر سه سنگ شکن مشخص شد به ترتیب محصولات 
سنگ شکن های غلطکی، فکی و مخروطی دارای بزرگ ترین مقادیر 
دیمانسیون های فرکتال می باشند. از آنجایی که دیمانسیون فرکتال 
و پراکندگی توزیع ابعاد ذرات دارای رابطه مستقیم می باشند؛ از 
این رو به ترتیب سنگ شکن های غلطکی، فکی و مخروطی دارای 

بیشترین پراکندگی توزیع ابعاد ذرات می باشند.
8-با افزایش دبی خوراک دهی در ظرفیت های غیرمجاز )خفه کننده( 
)Choke Feeding( بخشی از نیروهای مؤثر خردایش از فشاری به 

سایشی تبدیل  شده و تولید نرمه می کند.
ظرفیت  در  خوراک دهی  دبی  افزایش  با  رازین-راملز  9-شاخص های 
توزیع  پراکندگی  کاهش  نشان دهنده  این  می یابد.  افزایش  مجاز 
در ظرفیت  دبی خوراک دهی  افزایش  با  اما  می باشد.  ذرات  ابعاد 
می دهد  نشان  که  می یابد  کاهش  رازین-راملر  غیرمجاز، شاخص 
پراکندگی توزیع ابعاد ذرات محصولات سنگ شکنی افزایش یافته 

است.
و مجذور   )R2( )از جمله: ضریب همبستگی  آماری  10-شاخص های 
دیمانسیون  روش  دو  هر  برای   ))RMSE( خطا  مربعات  میانگین 

فرکتال و رازین-راملر در محدوده ی مناسبی قرار دارند.
 )R2( همبستگی  )ازجمله: ضریب  آماری  شاخص های  مقایسه  11-با 
)RMSE(( مشخص می شود که  مربعات خطا  میانگین  و مجذور 
می تواند  بهتر  رازین-راملر  روش  به  نسبت  فرکتال  دیمانسیون 

توزیع ابعاد ذرات را توصیف کند.
12-با افزایش دبی خوراک دهی در ظرفیت مجاز سنگ شکن ها، میزان 
خردایش مواد و میزان مواد عبور کرده از سرند هدف برای هر سه 
سنگ شکن کاهش یافته است. اما با افزایش دبی خوراک دهی و 
عبور از حد مجاز ظرفیت سنگ شکن ها به دلیل بار خفه کننده، 
افزایش  از سرند هدف  میزان خردایش و میزان مواد عبور کرده 

یافته است.     
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