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خلاصه: به منظور افزايش بهره وری استخراج هيدروکربن ها و گسترش ترک ها تا محل مخزن آن ها، ترک ها معمولا عمود 
بر تنش حداقل و به صورت دسته  ای رشد داده می شوند. از دهه اخير، هر ساله در قاره ی آمريکا بيش از ده هزار چاه افقی 
برای ايجاد و رشد ترک عمودی بر تنش کمينه در حال حفاری است و در هر چاه افقی بالغ بر صد ترک هيدروليکی ايجاد 
می گردد. به منظور کاهش هزينه اجرايی، معمولا 3-8 ترک را به طور هم زمان در يک محدوده 10-30 متری ايجاد 
می کنند و آن ها را در مخزن گسترش می دهند. رشد هم زمان ترک ها با توجه به شکل، تعداد، موقعيت، فاصله و طول آن ها 
بر چگونگی رشد يکديگر موثر است. به عبارت ديگر وقتی ترکی در سطوح خود تحت فشار ناشی از تزريق سيال قرار می 
گيرد، باعث رشد آن می شود اما ممکن است اين فشار بر روی رشد ترک های مجاور اثر منفی داشته باشد، که به اين اثر 
سايه يا اندرکنش گفته می شود. مسلما برآورد صحيح از اثر تنش سايه بين ترک ها منجر به طراحی بهينه تری می شود 
در اين نوشتار به کمک روش کشش کاذب ارتقا يافته به بررسی اثر اندرکنش بين ترک های هيدروليکی با توجه به فواصل 
ترک ها بر روی يکديگر پرداخته می شود. نتايج نشان می دهدکه در ترک های ميانی تحت تاثير تنش سايه بيشتری نسبت 
به ترک های کناری قرار دارند و از طرفی افزايش فواصل بين ترک ها باعث کاهش اثر سايه می شود. نتايج اين پژوهش در 

تعيين تعداد و فواصل ترک ها، در طراحی شکست هيدروليکی بسيار کاربردی است.
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1- مقدمه و پيشينه پژوهش
پژوهش هاي گسترده اي بر روي گسترش ترک هاي هیدرولیکي 
منفرد، چه حل عددي و چه روش هاي تحلیلي انجام شده است اما 
بر روي رشد هم زمان ترک های هیدرولیکي  اکثر پژوهش ها  اخیرا 
متمرکز شده است ]1-13[ که برخي از این پژوهش ها در زیر اشاره 

شده است.
لکامپوین و همکارانش ]5[ با استفاده از ترکیب روش هاي حجم 
معادله ی  مجراسازي  براي  ترتیب  به  گسسته  جابه جایی  و  محدود 
دسته  رشد  توانستند  موفقیت آمیزي  به طور  کشساني  و  جریان 
ترک هاي موازي سکه اي شکل را با در نظرگیري اثر اندرکنش این 

ترک ها الگوسازي کنند. آن ها فرض کردند که ترک هاي هیدرولیکي 
چاه  و  یابد  گسترش  چاه  سیماني  برجداره  عمود/عرضي  به صورت 
این حالت  گردد.  افقي کمینه حفر  تنش  و درجهت  افقي  به صورت 
بهترین حالت حفر چاه در عمل است. همچنین ترک ها نسبت بهم 
موازي باقي بمانند و هیچگونه انحناي نسبت بهم نداشته باشند. آن ها 
در این تحقیق اثرات افت فشار در محل اتصال چاه با ترک و همچنین 

اثر اندرکنش ترک ها و سیال را درنظرگرفتند. 
توان  میزان  مقیاس کردن،  و  ساده سازي  از  استفاده  با   ]1[ بونگر 
ورودي مورد نیاز پمپ جهت تزریق سیال و ایجاد شکست هیدرولیکی و 
رشد آن را از روش انرژي براي یک دسته از ترک هاي هیدرولیکي موازی 
در رژیم هاي سختي و گرانروي تعیین کرد. ایشان اثرات اندرکنش بین 

https://www.creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/legalcode
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دو ترک موازی و مجاور هم را با استفاده از رابطه وسترگارد1 بررسي کرد 
]14[. همچنین در بررسي انجام شده اثرات شکل ترک را در نظرگرفت و 
 ،KGD2 توان ورودي مورد نیاز براي شکست را براي ترک هاي دوبعدي
شعاعي3 و PKN4 برآورد کرد. در ادامه این کار، بونگر و همکارانش ]2[ 
با در نظرگیري اثر افت فشار ناشي از جریان سیال در محل اتصال چاه 
و ترک ها، مسئله مشابهي را بررسي کردند. آن ها همچنین سه نوع از 
ترک PKN را با توجه به نسبت ارتفاع، فاصله و طول ترک ها نسبت بهم 
در رژیم گرانروي مورد بررسي قرار دادند. همچنین، بونگر و همکارانش 
در سال 2013 ]15[ گسترش دایک ها را مورد توجه قرار دادند. آن ها 
دایک ها را به صورت یک ترک PKN تیغه اي شکل در دو حالت )1- 
وقتي ارتفاع ترک بزرگتر از فاصله بین دو دایک مجاور باشد و 2 - وقتي 
ارتفاع ترک کوچکتر از فاصله بین دو دایک مجاور باشد( بررسي کردند. 
آن ها نشان دادند که بهینه ترین حالت بر مبناي توان ورودي مورد نیاز 
پمپ براي رشد هم زمان ترک ها، موقعي است که فاصله دایک ها با ارتفاع 
آن ها برابر باشند. در پژوهش هاي اخیر بونگر و همکارانش، تنش هاي 

اندرکنش ترک هاي موازي به درستي مدل نشده اند.
اثرات  بعدي5،  سه  الگوي  یک  پیشنهاد  با   ]7[ بونگر  و  پیرس 
به هم  را نسبت  اندرکنشي ترک هاي هیدرولیکي موازي  تنش هاي 
بررسي کردند. این الگو قادر است اثرات تنش لایه هاي محدوده کننده 
اطراف مخزن را در نظر گیرد. توضیح اینکه ترک تیغه اي شکل6 سه 
موانع7  به  وقتي  و  مي کنند  رشد  شعاعي  صورت  به  ابتدا  در  بعدي 
برخورد کردند با ارتفاع ثابت و به شکل ترکPKN  رشد خواهند کرد. 
همچنین آن ها دریافتند که ترک هاي میاني تحت اثرات بیشتري از 
تنش هاي اندرکنش8 )از نوع تنش فشاري( قرار مي گیرد که منجر 
به رشد کمتر آن ها خواهد شد. این پدیده توسط پژوهشگران دیگر 
نیز توصیف شده است ]4, 16-18[. از طرفي ترک هاي کناري رشد 
بیشتري خواهند داشت. اگر فواصل ترک  میاني نسبت به هم زیادتر و 
ترک هاي کناري نسبت به هم کمتر شود آنگاه ممکن است منجر به 

رشد هم زمان ترک هاي میاني و کناري شود.

1  Westergard
2  Khristianovic and Zheltov; Geertsma and de Klerk (KGD or 
KZGD)
3  penny shape or radial
4  Perkins and Kern; Nordgern (PKN)
5  novel parallel-planar 3D model
6  blade-like geometry
7  barriers
8  stress shadowing

در گذشته، براي در نظر گرفتن اثرات اندرکنش بین ترک ها بدون 
حضور سیال، نعمت ناصر و هوري ]19, 20[ روش کشش کاذب9 را 
معرفي کردند و در سال 1987 ]21[ آنرا گسترش دادند. این روش 
در  ]22[ مي باشد.  موسخلیشویلي  مختلط  پتانسیل  توابع  مبناي  بر 
اندرکنش  اثرات  بررسي  به  روش  همین  از  استفاده  با  پژوهش،  این 
بین ترک هاي هیدرولیکي پرداخته مي شود. نوآوري در این پژوهش 
مربوط به به کارگیري روش کشش کاذب با حضور سیال است که در 
است. همچنین  کاربردي  بسیار  ترک ها  بین  اندرکنش  تنش  برآورد 
اثر اندرکنش در تر ک های هیدرولیکی چندتایی با توجه به موقعیت 
مکانی و تعداد آن ها به صورت تحلیلی بررسی نشده است که در این 

پژوهش به آن نیز پرداخته شده است.
برای برآورد تحلیلی از تنش های اندرکنشی ترک های هیدرولیکی 
بندی  دسته  بدین صورت  نوشتار  این  ساختار  هم،  به  نسبت  مجاور 
بای- حاکم،  معادله ی  مورد  در  مختصری  ابتدا  در  شده است: 

هارمورنیک10، بر پایه تئوری الاستیسیته ی اشاره می شود. حل این 
معادله منجر به تعیین تنش ها و جابجایی ها در یک محیط الاستیک 
می شود. تحلیل معادله ی بای هارمونیک در حالت کلی یعنی؛ بدون 
درنظرگرفتن شرایط مرزی و نوع بارگذاری توسط موسخلشویلي ]22[ 
برمبنای توابع پتانسیل مختلط ارائه شد. این توابع پتانسیل باید طوری 
تعیین  شوند که شرایط مرزی را ارضا کنند. در ادامه ی همین بخش، 
تنش های ایجاد شده در یک محیط دوبعدی حاوی یک ترک ناشی از 
تنش کششی به کمک روابط موسخلشویلي تعیین می شوند. در بخش 
به روش تنش  بین دو ترک هیدرولیکی مورب   اندرکنش  اثر  سوم، 
کششی کاذب مورد بررسی قرار می گیرد. روش تنش کششی کاذب 
بر پایه روابط موسخلیشویلی )بخش دوم( است. سپس با کمک همین 
هیدرولیکی  موازی  ترک های  دسته  برای  اندرکنش  میزان  روش، 
محاسبه می گردد و در پایان نتیجه های محقق شده از این نوشتار 

مورد بررسی قرار می گیرد. 

پتانسيل در يک  توابع مختلط  با  رابطه تنش و جابه جايی   -2
سيستم شامل ناپيوستگي

یک  در  دیگر  ترک هاي  رشد  روي  بر  ترک   یک  رشد  مسلما 
اطلاعاتي  ابتدا  است  نیاز  اثرات  این  برآورد  براي  دارد.  تاثیر  محیط 

9  pseudo-traction method
10  Biharmonic

https://en.wikipedia.org/wiki/Biharmonic_equation
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در مورد توزیع یا پخش تنش در یک محیط دو بعدی با وجود یک 
نیاز است معادله باي- ترک، داشته باشیم. براي تعیین توزیع تنش 

4 )به طور مثال آمده در مرجع ]23[ ( تحلیل  0U∇ = هارمورنیک، 
U تابع تنش ایري1 است که با تعیین آن مي توان تنش ها،  شود. 
شامل  محیط  در  دلخواه  نقطه  یک  در  را  جابه جایی ها  و  کرنش ها 
فرضیات  برپایه ی  معادله  این  که  است  ذکر  به  لازم  آورد.  به دست 
تعیین  و  نحلیل  برای  به دست می آید.  الاستیسیته ی خطی  تئوری 
تابع تنش ایري به صورت حقیقي براي یک محیط دو بعدی با شرایط 
مرزي دلخواه کاری نسبتا دشواریست ولي با استفاده از توابع مختلط 
توابع  حسب  بر  را  باي-هارمورنیک  معادله  عمومي  جواب  مي توان 
محاسبه کرد. موسخلشویلي ]22[  ( )zΨ ) و  )zΦ پتانسیل مختلط 
یک راه حل تحلیلي با استفاده از توابع پتانسیل مختلط براي معادله 
ارائه کرد. مطابق  براي یک ترک در محیط کشسان  بای-هارمونیک 
موجود  قبل  از  ترکي  سیستمي  یک  در  اگر  موسخلشویلي،  تئوري 
در  جابه جایی  و  تنش  مولفه هاي  آنگاه  شکل) 1((،  به  )رجوع  باشد 
) از مرکز مختصات آن ترک از روابط زیر به دست  ),z x y= نقطه 

مي آید]22[:

 )1(

[ ]

( ) ( )

2[ ( ) ( )] 4 Re ( )

2 2[ ( ) ( )]

2 ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
3 4 , Plane strain

, 1,
3 1 , Plane Stress

A A
xx yy

A A A
yy xx xy

A A
x y

z z z

I z z z

G u Iu z z z z

z z z z z

z x Iy I

σ σ

σ σ τ

κ

κ υ
κ υ υ

′ ′ ′+ = Φ +Φ = Φ

′′ ′− + = Φ +Ψ

′+ = Φ − Φ −Ψ

′ ′ ′ ′′Ψ = Φ −Φ − Φ

= −= + = −  = − +

تابع مختلط و مشتق  به ترتیب نشانه مزدوج  بار و پریم  علامت 
نسبت به متغیر  است. همچنین پارامترهای به کار رفته در رابطه ی 

1 به صورت زیر تعریف شده اند:
:  مختصات مکانی y x و

z x Iy= + :  متغییر توابع مختلط که برابر است با: z
ابعاد  به  که  هستند  مختلط  پتانسیل  توابع    : ( )zΨ و   ( )zΦ

هندسي ترک، بارگذاري خارجي و مکان وابسته است.
A y برای نقطه ی x و :  تنش های نرمال در جهت A

yyσ A و
xxσ

A :  تنش  برشی در نقطه ی A
xyτ

1  Airy Stress Function

 y x و A در جهت :  جابجایی های نقطه ی A
yu A و 

xu

υ:  ضریب پواسون محیط
G :  مدول برشي محیط

رابطه ی 1 از معادلات تعادل و سازگاري تنش و جابه جایی قابل 
اثبات است. براي اطلاع از چگونگی اثبات آن می توانید به مرجع]24[ 

رجوع کنید.
شرایط  و  بارگذاري  حالت هاي  به  ( )zΦ مختلط  پتانسیل  تابع 
مرزی و نوع ناپیوستگی )مثل ترک، حفره( بستگي دارد. برای اطلاعات 
بیشتر از چگونگی تعیین توابع پتانسیل به کمک شرایط مرزی و نوع 

بارگذاری می توانید به مرجع ]22[ رجوع کنید.
∞σبه طور عمود   براي حالت خاصي، اگر تنش کششي محیطي 

2 وارد شود آن گاه داریم]25[: بر امتداد ترک به طول

2 2 2
( ) 1 1 ,

2 2 1

, , ,

zz
z

x yz x Iy I

σ σ

ρ ξ ρ ξ

∞ ∞
   ℑ′Φ = − = −  

− ℑ −   

= + ℑ = + = =



 

 )2(

 x ξ به ترتیب مختصات بی بعد شده در جهت  ρ و  که در آن 
y هستند. و 

در  xxθ ′ تحت زاویه x y′ براي تعیین تنش ها در مختصات محلی′
z از مرکز ترک، روابط )1(  x و به فاصله جهت پادساعتگرد از محور

به صورت زیر تغییر می کنند: 

[ ]
( )
( )

2

2

2[ ( ) ( )] 4Re ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

, 1

xx

xx

xx xx

A A
x x y y

IA A
x x x y

IA A
y y x y

I I

z z z

I z z e z z z

I z z e z z z

z x Iy de x e I

θ

θ

φ θ

σ σ

σ τ

σ τ

′

′

′ ′

′ ′ ′ ′

−
′ ′ ′ ′

−
′ ′ ′ ′

′ ′ ′+ = Φ +Φ = Φ

′ ′ ′′ ′+ = Φ +Φ − Φ +Ψ

′ ′ ′′ ′− = Φ +Φ + Φ +Ψ

′= + = + = −

 )3(

1 
 

 
 
 
 
 

 

 در يک محيط همسان و کشسان 2(: ترک با طول  1شکل)

AA

x 

y 

xx 

x

y d

xx   

در يک محيط همسان و کشسان 2 شکل  1. ترک با طول 
Fig. 1. A crack with 2  length in the isotropic linear elastic 

solid
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مرکز  تا   ) xy مختصات )مرکز  ترک  مرکز  فاصله   d آن در  که 
و   x محور با  d راستای  بین  زاویه ی   xxφ ′ ،  x y′ محلی′ مختصات 
در  برشی  تنش  و  نرمال  ترتیب تنش های  به   A

x yτ ′ ′ و   ,A A
y y x xσ σ′ ′ ′ ′

x هستند. y′ ′ مختصات محور محلی 
شکل  2، توزیع تنش در جهات افقي و عمودي در حول یک ترک 
این  نشان می دهد.  را  ترک  بر  عمود  در جهت  کششی  تنش  تحت 

0xxθ ′ = شکل با جایگذاری رابطه ی 2 در رابطه ی 3  و در شرایط
، ترسیم شده اند. همان طورکه در شکل مشاهده می شود در نوک 
ترک به دلیل وجود نقطه تکینه تمرکز تنش وجود دارد. هر چقدر از 
نوک ترک دورتر شویم اثر تنش کم رنگ تر خواهد شد. رنگ آبی و 
نقطه  آن  در  فشاری  و  تنش کششی  ایجاد  نشانه ی  ترتیب  به  قرمز 

است.

3- اندرکنش متقابل ترک ها
پژوهشگران زیادي با در نظرگرفتن فرض هاي بسیار ساده کننده 
اثر اندرکنش بین ترک ها را مطالعه کردند ]26-28[. نعمت ناصر و 
هاري]19, 20[ روش کشش کاذب1 را معرفي کردند و در سال 1987 
به صورت  ترک  که  کردند  فرض  آن ها  دادند.  را گسترش  آن   ]21[
KGD هستند.  همچنین با استفاده از تجزیه محیط به چند محیط 

با  را  اندرکنش  تنش  اثر  مي شود،  اشاره  بدان  بعد  قسمت  در  که 
استفاده از اصل جمع آثار قوا تعیین کردند. برخي از پژوهشگران براي 

1  Pseudo-traction method (PTM)

الگو سازي اثر اندرکنش از این روش استفاده کردند ]29, 30[. لازم 
به ذکر است که روش کشش کاذب بر مبناي توابع پتانسیل مختلط 

موسخلیشویلي ]22[ مي باشد.

3-1- رابطه ی سازگاري و اندرکنش بین دو ترک هیدرولیکي
در این جا براي ارزیابي اندرکنش بین دو ترک هیدرولیکي از روش 
تنش کاذب استفاده شده است. این روش توسط هاري و نعمت ناصر 
]19, 20[ در سال 1985 براي تحلیل تنش محیط ناهمسانگرد شامل 

ترک هاي ریز در محیط کشساني پیشنهاد شده است.
i و ترک  دو  با  ابتدا یک محیط صفحه اي  در  ما  براي سادگي 
j در یک سیستم تحت تنش هاي  i و j به ترتیب به طول هاي 

fjp و  fip فشار سیال  و  12σ ∞ برشي  و   22σ ∞ و  11σ ∞ نرمال محیطي 
مطابق شکل  3 درنظر مي گیریم. در اینجا فرض مي شود که ترک ها 
همواره باز است و سطوح آن ها هیچ تماسی با یکدیگر ندارند. هر یک 
i و  ix y j  در مرکز خود داراي محورهاي مختصات i و از ترک هاي

ix jiθ و زاویه بین محور  jx با  ix تا j هستند. زاویه از محور jx y

نشان داده شد. همچنین فاصله  jiφ و خط مرکز تا مرکز ترک ها با 
ijd است. مرکز تا مرکز ترک ها برابر با 

تقسیم  j و  i همگن،  جزء  سه  به  شکل  4  مطابق  مسئله  این 
و محصور  ترک  هیچ  بدون  محیط  یک  مي شود. جزء همگن شامل 
شده توسط تنش محیطي مي باشد و تنش ها در محل فرضي ترک ها 
تعیین مي شود. این تنش ها با استفاده از روابط دایره مور نیز قابل 

2 
 

 

 
افزار  ز نرمترسيم شده با استفاده ا لط مخت نرمال شده حول يک ترک با استفاده از توابع پتانسيلو برشی افقی  های قائم،توزيع تنش (:2شکل)

Mathematica version 9.0.0 
شکل 2. توزيع تنشهای قائم، افقی و برشی نرمال شده حول يک ترک با استفاده از توابع پتانسيل مختلط ترسيم شده با استفاده از نرمافزار 

9.0.0 Mathematica version
Fig. 2. Distribution of normalized stresses vicinity of half-length crack in x  and y  direction using of complex potentials 

(drawn using Mathematica version 9.0.0)
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ام، محیط فقط شامل یک ترک هیدرولیکي i تعیین مي باشند. جزء
i تحت فشار سیال و بدون هیچ تنش محیطي است. تنش ناشي از 
پتانسیل  توابع  از  استفاده  با   j ترک هیدرولیکي در محل ترک این 

موسخیلیشویلي تعیین مي گردد. 
هیدرولیکي ترک  یک  شامل  فقط  نیز  ام  j جزء  مشابه،  به طور 
j تحت فشار سیال و بدون هیچ تنش محیطي است. تنش ناشي از 

i نیز با استفاده از توابع پتانسیل  این ترک هیدرولیکي در محل ترک
موسخیلیشویلي تعیین مي گردد. با در نظر گرفتن شرایط مرزي در 
سطوح ترک ها و اصل جمع آثار قوا مي توان تنش اندرکنشي را تعیین 
کرد. البته نکته مهمي که در اینجا قابل ذکر است مي توان جابه جایی 
ناشی از اندرکنش بین ترک ها را نیز از روابط موسخیلیشویلي تعیین 

کرد.
j تابع پتانسیل به صورت  مطابق با رابطه موسخلشویلي، در جزء 

زیر تعیین مي شود:

( ) ( ){ }
{ } { }

2 2

2 2

22 22 12 12

1( ) ,
2

( ) ( ) ( ) ( ), 1, 2

,

, Re , Im

j

j

ij ij

j
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jj j

j j j j j j j j j j j j

I I
j ij i i j

j pj j pj
fj
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T s
z ds

s zI z

z z z z z z x Iy j

z d e x e x

T I p

T T IT T T T T
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π

σ σ σ σ

−

∞ ∞

−
′Φ = −

−−

′ ′ ′ ′′Ψ = Φ −Φ − Φ = + =

= + ≤

= + − + −

= + = =

∫










 )4(

از تنش هاي  ناشي  ، تنش موضعي  12
jσ ∞ و   22

jσ ∞ که در آن در 
21 تنش هاي کششي 

pjσ ،  و 22
pjσ است و مقادیر   j محیطي در ناحیه

کاذب1 هستند که در قسمت هاي بعدي تعیین مي شوند.
، تنش کل بر روي سطوح آزاد  j و i با فرض باز بودن ترک هاي 
با فشار سیال وارد بر آن است؛  هر یک از ترک ها هیدرولیکي برابر 

بنابراین داریم:

22 22 22 22 22 22

12 12 12 12 12 12

,
0 0

i i pi j j pj
fi fj

i i pi j j pj

p pσ σ σ σ σ σ

σ σ σ σ σ σ

∞ ∞

∞ ∞

 + + = + + = 
 

+ + = + + =  
 )5(

روابط فوق همان شرایط مرزی مسئله هستند که از اثر اصطکاک 
برشي ناشي از حرکت سیال در ترک صرف نظر شده است و سطح ترک 
رابطه ی 3،  و  این شرایط مرزي  به  با توجه  صیقلی فرض شده است. 
روابط سازگاري برای جزء اصلی مسئله به صورت زیر تعیین مي شوند:  

( )

( )

11 12

2

22 12

2

( ) ( )

( ) ( ) ,

( ) ( )

( ) ( ) , 1

ij

ij

pj pj
i i i i

I
i i i i i

pi pi
j j j j

I
j j j j j

i z z

e z z z

i z z

e z z z I

θ

θ

σ σ

σ σ

−

−

′ ′+ = Φ +Φ −

′′ ′Φ +Ψ

′ ′− = Φ +Φ +

′′ ′Φ +Ψ = −

)6-الف( 

1  pseudo tractions 3 
 

 
 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 (: شماتيک دو ترک هيدروليکی زاويه دار در يک صفحه 3شکل)

ijd

jy

jx

ji

j

12

11

22

ji

iy

ix

i

x

y
Crack i

ji

i

iy

ix

fip

i−

Crack j

j

jy

jx

fjpj−

21dij

شکل 3. شماتيک دو ترک هيدروليکي زاويه دار در يک صفحه
Fig. 3.  Schematic of two inclined hydraulic fractures under compression far-field stresses
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,

, 1

, , .

ji ji ji

ij ij ij

I I I
i ji j ji j

I I I
ij i ij j j

ji ij ij ji ij ji ji

z d e x e d e z

d e x e d e x

d d

φ θ φ

φ θ φ

θ θ φ φ π θ

= + ≈ =

+ ≈ ≤

= = − = + −



توجه شود که با ثابت فرض کردن فاصله مرکز تا مرکز ترک ها
، تنش ها و توابع پتانسیل ناشي از ترک ijφ ijd و زاویه بین آن ها 

ix است که در اینجا این تغییرات نادیده  i تابعي از در امتداد ترک j

در نظر گرفته مي شود.
حل معادلات انتگرالي ) 6-الف( در حالت دقیق و از راه صریح کار 
نسبتا پیچیده است. در حالت خاص با فرض این که زاویه بین ترک ها 
در  انتگرال  متغییر  به  نسبت   T مقدار و  باشد،  صفر  با  برابر   ، ijθ

رابطه ی)4(، ثابت فرض شود و با جایگذاری رابطه ی 4 در رابطه ی 
 6-الف، حل دقیق آن به صورت رابطه ی 6-ب در می آید:

( ) ( )( )
( )

( ) ( )( )
( )( )

( ) ( )( )
( )( )

( ) ( )( )

2

22 12 22 2 2 24

22 3

3/422 2 2 2

22 3

3/422 2 2 2

2

2

1sin arg 1 I
2

1 4

33 sin arg 1 I
2

1 4
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2

1 4

1cos arg

2

1 I
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R
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R

I

I I I
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I

xT yT x y
I

x y x y

xT y xT yT x T x y

x y x y

x y y y T x y

x y x y

xT yT x y

x

σ σ

 − + + 
 −

− − +

 + − + + 
 +

− − +

 − − + + 
 +

− − +

 −

−

+ + 


−
+

+



=

+ −

( )22 2 24 1 4
RT

y x y
−

− − +

)6-ب(

 شکل 5 توزیع دو بعدی تنش های قائم و افقی با در نظرگرفتن 
اثر اندرکنش ترک های هیدرولیکی موازی را از روش دقیق برگرفته از 

4 
 

 
 ها های کوچکتر برای درنظرگيری اندرکنش بين آنزءهای فشاری به ج(: روند تجزيه دو ترک تحت تنش 4شکل)

شکل 4. روند تجزيه دو ترک تحت تنشهاي فشاري به جزءهاي کوچکتر براي درنظرگيري اندرکنش بين آنها
Fig. 4. Process of decomposition of (a) original evolution problem to (b) homogeneous problem and (c, d) sub-problems 

i   and j
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رابطه ی 6-ب نشان می دهد. همان طور مشاهده می شود، اثر سایه 
با کم شدن فاصله ترک ها بیشتر می شود و این اثر با نزدیک شدن 

ترک ها بیشتر می شود.
ترک های  حالت  در  انتگرالي  6-الف،  معادلات  حل پذیري  براي 
(، فرض مي شود که تنش هاي کششی کاذب در  0ijθ ≠ زاویه دار)
 1j jz  شرط همچنین  و  هستند  ثابتي  مقادیر  ترک  سطوح 
از  بالاتري  مرتبه  ترم هاي  از  کردن  نظر  صرف  با  است.  برقرار 
و  ( )j jz′Φ پتانسیل  توابع  روابط  4،  از  استفاده  با  و  ( )5

O j jz

بصورت زیر به دست مي آید: j براي جزء ( )j jz′Ψ

2 4

2 4

3 5

2 4 4

2 4 4

1 3( ) ,
4 16

1 3( ) ,
2 2

1 3 3( )
2 8 8

j j
j j

j j
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j j R

j j j
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z z z
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 )7(

بسط  کمک  به   7 رابطه ی  در   ( )j jz′Φ که است  ذکر  به  لازم 
تابع  ) همان مشتق  )j jz′′Φ و  تعیین می شود  رابطه ی 4  از  تیلور 
ترم هاي  روابط 7 در   با جایگذاري  jz است.  به  ) نسبت  )j jz′Φ

سمت راست از روابط سازگاري  6-الف داریم:
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0ijهای موازی با اثر سايه با فرض  قائم و افقی حول ترک هایتنش  ع(: توزي5شکل) 1Tو =  Mathematicaافزار  )ترسيم شده با استفاده از نرم =

version 9.0.0 ) 
 Mathematica version 1  ترسيم شده با استفاده از نرمافزارT = 0ijθ و = شکل  5. توزيع تنشهای قائم و افقی حول ترکهای موازی با اثر سايه با فرض 

)9.0.0
Fig. 5. Distribution of vertical and horizontal stresses vicinity of half-length parallel cracks (drawn using Mathematica 

version 9.0.0)
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با قراردادن روابط 8 در  در روابط سازگاري 7 داریم:  
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تنش هاي کششي کاذب که همان تنش هاي اندرکنش بین دو 
شده است.  فرض  ثابت  ترک  طول  در  مي شوند،  محسوب  هم  ترک 

بنابراین روابط فوق به صورت زیر ساده مي شوند:
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 در نهایت رابطه فوق را مي توان به صورت یک رابطه تانسوري 

بیان کرد.

( ) ( )( )
( )( )
( ) ( )( )
( )( )

( ) ( )( ) ( )

211

22
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cos 2 cos 2 2 cos 2
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IT در رابطه فوق داریم: و RT  با جاي گذاري ترم هاي 

{ } { } { } { } { }( )pi j pj
ij ij fjpσ γ ϖ σ σ∞   = + + −    )12(

و    { }11 22 12, ,
Ti i i iσ σ σ σ∞ ∞ ∞ ∞=  ، { }11 22 12, ,

Tpi pi pi piσ σ σ σ= آن  در  که 
مي باشد و تانسورهاي سازگاري تقریب از درجه اول و  { }0, ,0

T

fj fjp p=

دوم از ماتریس زیر پیروي مي کند:

2 1 4

2 5

3 6

4 1 4

2 5

3 6

0
1 0
2

0

0
3 0
8

0

j
ij

ij

j
ij

ij

a a
a a

d
a a

b b
b b

d
b b

γ

ϖ

 
     =          

 
 

     =          
 





 )13(

}از رابطه زیر تعیین مي شوند: }1,2,...,6 , ii b= و  ia که در آن 

( ) ( )
( ) ( )
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cos 2 cos 2 2 cos 2

sin 2 2 sin 2

sin 2 sin 2 2

sin 2 sin 2 2

cos 2 2

ij ij ij ij ij
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( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )
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( )( ) ( )( )

( )( )
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sin 4 2sin 2 3 sin 2 2

2cos 2 3 co

ij ij ij ij ij
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= − − + ( )( )s 2 2 ij ijφ θ−

 )15(

مقادیر ضرایب روابط 14 و 15 در مختصات قطبي براي مقادیر 
ijθ در شکل  6 ترسیم شده است. این ضرایب، درایه هاي  مشخصي از 
تاثیر تنش هاي محیطي و فشار  تانسور سازگاري هستند که میزان 

هیدرولیکي را در برآورد تنش های کششی کاذب بیان مي کند.

3-2- رابطه اندرکنش بین دو ترک هیدرولیکي موازی
شکل  مطابق  سیستم  یک  در   j و  i هیدرولیکی ترک  دو  اگر 
باشند  گرفته  قرار  هم  از  موازی  و  زاویه اي  اختلاف  هیچ  بدون   4  
(، آنگاه تانسورهاي سازگاري از رابطه ی  2, 0,ij ij ijd hφ π θ= = = (

13 به صورت در می آید: 

2 40 1 0 0 3 0
1 30 3 0 , 0 5 0
2 8

0 0 1 0 0 3
ij ijh h
γ ϖ

−   
         = − =               −   

  )16(

h فاصله بین دو ترک هیدرولیکی است. اگر از اثرات  که در آن 
تنش های  آن گاه  گردد،  نظر  صرف  12σ ∞ و 11σ ∞ فشاري  تنش هاي 
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2ijو با فرض  ijها ها بر حسب زاويه نسبی بين آن (: نمودار ضرايب اندرکنش ترک6شکل) = . 
. 2ijθ π= و با فرض  ijφ شکل 6. نمودار ضرايب اندرکنش ترکها بر حسب زاويه نسبي بين آنها 

Fig. 6. Dependence of interaction effects on relative angle ijφ  assuming 2ijθ π=  .
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کششی کاذب به کمک رابطه ی 11 به صورت زیر درمی آید:

2 4

11 11 112 4

22 22 22

12 2 4 12 12

2

22
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3 150 0
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σ

∞

∞

∞

    −    
       +        = − + + −             
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   = − +  
   

 

 

 

  { }
4

22 22
j pj

fjpσ σ∞
 

+ −  
 

 )17(

22 باشد رابطه ی )17( 
pj pj

Iσ σ= و  22
pi pi

Iσ σ= با فرض این که 
به صورت زیر ساده می شود:

( )22 02 4

22 0 22

3 15
2 8

, ,

pi pi pj
I fj I

j pj pj
I

p

h

σ σ σ σ
ξ ξ

σ σ σ σ ξ∞

 
= = − + − + 

 

= = =


 )18(

با توجه به این که طول نیم ترک ها و دیگر مشخصات آنها یکسان 
که  اثری  این که  یعنی  است؛  pi pj

I Iσ σ= نتیجه  در  فرض شده است 
 i ترک  روی  بر  j ترک  اثر  با  می گذارد   j ترک روی  بر   i ترک 

یکسان است. بنابراین رابطه ی  18 به صورت زیر ساده می شود: 

( ) ( )

0

2
6

0

2 4
03 4 5

O
1 8

,

,

5 12
pi
I

f

p

hp p β

ξ
σ ξ

ξ ξ

σ ξ

−
−

=

= −

− + +

=

+



 )19(

رابطه ی 19 یک رابطه ی تقریبی برای تعیین اندرکنش با تقریب
ناشی  )تنش کاهنده   ( ) pj

ij ij Iγ ϖ σ+ ترم  اثر  است که  ( )6O ξ −

دقیق  رابطه  تعیین  برای  گرفته شد.  درنظر  نیز  اندرکنش(  تنش  از 
نرم افزار  تحت  کدی  کاهنده،  تنش  اثر  درنظرگرفتن  با  اندرکنش 
رابطه  این  شده است.  نوشته   9.0.0  Mathematica version

به صورت زیر است:

( )
( )

( )
( )

3
2 2

3
3 2

3/22
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2 4 6

3
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1 11 1
22 1

1

3 33 179 3873 O
2 8 16 128
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I

p
ξσ

ξ

ξ

ξ
ξ ξ ξ

ξ ξ

ξ
−

 
+ = = − = 

  −− + +  +

− + − +

−

)20-الف( 

) )تنش کاهنده ناشی  ) pj
ij ij Iγ ϖ σ+ در حالت خاص اگر اثر ترم 

، در رابطه ی  pi
Iσ از تنش اندرکنش(، برای محاسبه ترم اندرکنشی،

12 نادیده فرض شود، در این صورت رابطه ی 20-الف به صورت زیر 
در می آید:

( )

( )

2
2 4

2
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3

3
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35 315 O , 1
16 128

pi
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p
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 = = − + 
 +
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− + 

)20-ب( 

رابطه ی 20-ب با یافته های مراجع ]31, 32[ نیز مطابقت دارد. 
با ترم تنش کاهنده ناشی  اندرکنش  شکل) 7( مقایسه ای بین تنش 
از تنش اندرکنش )رابطه ی 20-الف( و بدون آن )رابطه ی )20-ب( را 
نشان می دهد. نتایجی که از این شکل برداشت می شود اینست که 
اولا: با افزایش فاصله ترک ها  از هم تنش اندرکنشی کاهش می یابد 
از دو  اندرکنشی  بین تنش های  اختلاف  ثانیا:  ناچیز است.  اثر آن  و 
رابطه ی 20- الف و ب با افزایش فاصله کاهش می یابد و مسلما برای 
فواصل کمتر این اثر قابل توجه است. لازم به ذکر است که رابطه ی 

20-ب تنش اندرکنش را دست بالاتر تعیین می کند.

، ناشي از چندین ترک موازي  Iσ 3-2-1- محاسبه تنش اندرکنش،
: KGD هیدرولیکي در حالت ترک دو بعدی

 ( )z′Ψ و  ( )z′Φ با فراخواني و کمک از رابطه ی  3، توابع پتانسیل
براي ترک دو بعدي KGD از رابطه زیر به دست مي آید:

2 2

02 2

1( )
2

( ) ( ) ( ) ( )

, 1

sz p ds
s zz

z z z z z

z x Iy I

π −

−′Φ = −
−−

′ ′ ′ ′′Ψ = Φ −Φ − Φ

= + = −

∫








 )21(

0p بر سطوح ترک نسبت   طول نیم ترک است. اگر فشار  که 
زیر  به صورت  رابطه ی 21  آنگاه  فرض شود  ثابت  انتگرال  متغیر  به 

ساده می شود:
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( ) ( )

0
2 2

0 0
2 2

( ) 1
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1 1
2 2 11

, 1

p zz
z

zp p

z

z x yI I Iρ ζ

 
′Φ = − − = 

− 
     ℑ − − = − −      ℑ −−    

ℑ = = + = + = −







  

 )22(

با  فراخوانی رابطه ی 3 و فرض موازي بودن ترک هاي هیدرولیکي 
و رشد هم زمان، تنش اندرکنش از رابطه ی زیر تعیین مي شود:

[ ]
Re ( ) ( ) ( ) ( )

Re 2 ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ),

, 0, , 1,

A
y y I z z z z z

z z z z

z z z z z

z x Iy x y d I

σ σ′ ′  ′ ′ ′′ ′= = Φ +Φ + Φ +Ψ 
′ ′′ ′= Φ + Φ +Ψ

′ ′ ′ ′′Ψ = Φ −Φ − Φ

= + = = = −

)23(

با جایگذاري رابطه ی  22 در رابطه ی  23 و با کمک سري مجانب 
شونده1 به رابطه ی زیر مي رسیم:

( )
2 4 2

8
2 4 6

0

1 115 35 3
3 4 8 O

2 2 2
I

p

ρ ρ ρ
σ ζ

ζ ζ ζ
−

   + + +   
   = − + +  )24(

دارد.  قبولي  قابل  نسبتا  دقت  1ζ  مقادیر  براي  رابطه ی  24 
گفتني است که بسط مجانبي براي مقادیر نسبتا بزرگتر از یک استفاده 
مي گردد و براي مقادیر کوچکتر از یک از بسط تیلور استفاده مي شود. 
مقایسه اي بین مقادیر رابطه ی  24 و مقادیر دقیق آن )رابطه ی  23( 
در شکل  8 نشان داده شد. با توجه به ماهیت سری مجانب شونده هر 
به حل  اندرکنش نسبت  باشد، میزان خطای تنش  بزرگتر   ζ چقدر
اثر تنش  دقیق کمتر است. لازم به ذکر است که رابطه ی  24 بدون 

1  asymptotic expansion

)  و بدون آن ) pj
ij ij Iγ ϖ σ+ شکل 7. مقايسه ی ترم اندرکنش با در نظرگيری ترم

Figure 7. Comparison the interaction term considering ( ) pj
ij ij Iγ ϖ σ+   and without it.  

شکل  8. مقايسه ي بين مقادير رابطه   24( و مقادير دقيق محاسبه شده از رابطه   23(
Fig. 8. Comparison Between exact solution of (Eq. 23) and 3 term series approximation (Eq. 24) for  

0

I

p
σ
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کاهنده تاشی از اندرکنش ترک مجاور، به دست آمده از رابطه ) 19( 
) و بالاتر صرف نظر شود و  )4O ζ − است. در شرایطي که از ترم هاي

0ρ باشد، روابط  24 و  19 یکسان مي شوند. =

آن چه مسلم است، مطابق با رابطه ی 24، میزان تنش اندرکنش 
ترک هاي مجاور بر روي یکي از آن ها به موقعیت آن ترک و تعداد 
اندرکنش اثر  برآورد  براي  بنابراین  است.  وابسته  موازی  ترک های 

ترک هیدرولیکي بر روي یکي از ترک ها در موقعیتΡ̂ از ترک  N

) به صورت زیر تغییر  )6O ζ − کناری، رابطه ی  24 با تقریب درجه  
مي کند:
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 )25(

زتاي  تابع    و   k درجه  از  هارمونیک1  عدد   ( )k
r در آن که 

ریمان است. تنش هاي اندرکنشي با استفاده از رابطه ی  25 براي تمام 
به  بسته  پیدا کنند،  و هم زمان رشد  باهم  است  قرار  ترک هایي که 

موقعیت مکاني ترک ها محاسبه مي گردد.

Iσ با یک متوسط گیري ساده مي توان تنش اندرکنش متوسط، 
1  Harmonic Number

، بر روي یک ترک جداي از موقعیت مکاني آن ترک را از رابطه ی زیر 
به دست آورد: 

2 41 1
2 4

2 4
1 10

2 2 4

2 4
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2 8
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p N h N h
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p h h

σ

π πσ

− −

= =
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→∞⇒ ≈ −

∑ ∑ 

 

 

 )26(

که  حالتي  در   ]33[ همکارانش  و  بنسم  یافته ی  با  فوق  رابطه ی 
تعداد ترک ها بي نهایت فرض شود، مطابقت دارد.

به  توجه  با  اندرکنش  تاثیر  میزان  بهتر  درک  برای   ،9 شکل 
موقعیت و تعداد ترک های موازی، به کمک رابطه ی 25 و با خطای 
، ترسیم شده است. مطابق با این شکل، ترک هاي میاني  ( ) 4O h −



از  مي گیرند.  قرار  اندرکنش  تاثیر  تحت  کناري  ترک هاي  از  بیشتر 
طرفي با افزایش تعداد ترک ها، میزان اندرکنش براي ترک هاي میاني 
افزایش یافته است ولی این افزایش چندان چشمگیر نیست. با توجه 
با  سیالی  موازی  ترک های  دسته  به  اگر  مسلما  فوق،  توضیحات  به 
دبی یکسان تزریق شود، ترک های میانی رشد کمتری به دلیل وجود 
تنش های فشاری ناشی از اندرکنش خواهند داشت. این رشد ناهمسان 
باعث تغییر مجدد در برآورد اثر اندرکنش خواهد گذاشت که به دلیل 
اختلاف در طول های دسته ترک، رابطه ی 25 بلا استفاده است. البته 
برای این که ترک ها رشد یکسانی داشته باشند و یا به عبارت دیگر، 
تنش اندرکنش یکسانی داشته باشند می توان فواصل بین ترک های 
میانی را نسبت به فواصل ترک های کناری افزایش داد. این دستاورد 

9 
 

 
 

 تايی وازده  تايی و د شش های ها برای دسته ترکميزان ضريب اندرکنش با توجه به موقيعت ترک (:9شکل)

شکل 9. ميزان ضريب اندرکنش با توجه به موقيعت ترک ها براي دسته ترک هاي شش تايي و دوازده تايي
Fig. 9. The shadow stress ratio according to the location of the cracks for the six- and twelve-array cracks
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در  ترک ها  بین  فواصل  و  اولیه1  سوراخ  تعداد  انتخاب  در  می تواند 
فرآیند شکست هیدرولیکی بسیار کمک کننده باشد.

تادا و همکارانش ]14, 25[، فشار  و  رابطه ي سندون  با  مطابق 
سیال بر روي سطوح ترک به راحتي از رابطه ی زیر قابل تعیین است:

0
0 2

1
2

E Q tp
π

′
=



 )27(

با تعیین میزان اندرکنش بین دسته ترک ها با توجه به تعداد و 
موقعیت آن ها در محیط الاستیک، می توان نرخ کار انجام شده ناشی 

از اثر اندرکنش را برای ترک هیدرولیکی به دست آورد:

0

2 ,I I
wW dx
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تنش  ترتیب  به   Iσ و   Iσ و  ترک  بازشدگی   w آن در  که 
از ترک های هیدرولیکی مجاور و متوسط است که  ناشی  اندرکنش 

مطابق رابطه ی زیر تعیین می شود:
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انرژی می توان، توان مورد نیاز پمپ  از رابطه ی نرخ  با استفاده 
هنگامی که  زد.  تخمین  ترک ها  دادن  رشد  و  شکست  ایجاد  برای 
ترک های هیدرولیکی بطور هم زمان رشد می کنند باعث افزایش در 
تنش فشاری ناشی از اندرکنش بین ترک های همسایه می شود؛ در 
نتیجه توان یا قدرت پمپ بالاتری جهت تامین فشار سیال ورودی و  

به تبع آن برای گسترش ترک نیاز است.

4- نتيجه گيري
در این پژوهش، روش کشش کاذب براي تعیین میزان اندرکنش 
با  برای دسته ترک ها  و  ارائه شد  بین ترک های هیدرولیکی مورب 
توجه به تعداد و موقعیت ترک ها در محیط الاستیک گسترش داده 
شد. پژوهش حاضر نشان می دهد که با افزایش تعداد ترک ها، میزان 

1  Perforation

اندرکنش براي ترک هاي میاني افزایش یافته است ولی این افزایش 
برای دسته های بزرگی از ترک ها چندان چشمگیر نیست. ترک هاي 
نوع تنش  )از  اندرکنش  هاي  تنش  از  بیشتري  اثرات  تحت  میاني 
فشاري( قرار مي گیرد که منجر به رشد کمتر ترک ها خواهد شد. از 
طرفي ترک هاي کناري رشد بیشتري خواهند داشت. اگر فواصل ترک  
کمتر  هم  به  نسبت  کناري  ترک هاي  و  زیادتر  هم  به  نسبت  میاني 
و  میاني  ترک هاي  هم زمان  رشد  به  منجر  است  ممکن  آنگاه  شود 
کناري شود. نتایج این پژوهش می تواند در تعیین تعداد سوراخ اولیه 
و فواصل بین ترک ها در صنعت شکست هیدرولیکی بسیار موثر باشد.

نوع رژیم  اثرات هندسه ترک ها و  ادامه پژوهش، مي توان  براي 
)سختي یا گرانروي( را در برآورد تنش اندرکنش بین ترک ها بررسي 

کرد.
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