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خلاصه: اثر سخت شوندگی کششی که ناشی از  مشارکت بتن بین ترک ها در تحمل کشش است، منجر به کاهش 
کرنش های عضو بتن مسلح نسبت به کرنش میلگردها به تنهایی می شود. در برخی پیشنهادها، این اثر در رفتار تنش- کرنش 
بتن بعد از ترک خوردگی گنجانده شده است که تعداد اندکی از آن ها بتن با مسلح کننده های FRP را بررسی کرده اند. در 
این تحقیق از مقایسه نتایج تحلیل غیرخطی لایه ای و نتایج آزمایشگاهی مجموعه ی نسبتاً گسترده ای از تیرهای بتنی 
مسلح شده با میلگردهای FRP نسبت به تحقیقات پیشین، برای استخراج رابطه ی تنش- کرنش بتن بعد از ترک خوردگی 
استفاده شده است. مدل به دست آمده برخلاف مدل های پیشین برای همه ی انواع میلگردهای FRP  ارائه شده است. 
ثابت های مدل با کاربرد روش بهینه سازی ژنتیک به دست می آیند. از 87 نمودار بار- خیز آزمایشگاهی تیرهای بتنی مسلح 
شده با میلگردهای FRP تحت خمش چهارنقطه ای ، 78 نمودار برای استخراج ثابت های مدل و 9 نمودار برای بررسی مدل 
بهینه به دست آمده به کار می روند. علاوه براین 20 درصد از داده های 78 تیر درنظر گرفته شده برای استخراج مدل، به 
صورت تصادفی حذف شده و به جای محاسبه ی مدل در کنترل مدل به کار می روند. میانگین لگاریتم طبیعی نسبت خیز 
آزمایشگاهی به محاسباتی برای داده های انتخاب شده برای کنترل، با کاربرد مدل اولیه   1/0457 و با کاربرد مدل بهینه 
0/2668 است. با توجه به این که مقدار ایده آل لگاریتم نسبت خیز آزمایشگاهی به محاسباتی صفر است، کاربرد مدل بهینه 
این پارامتر آماری را 74 درصد بهبود داده است. نتایج تحلیل غیرخطی با مدل های اولیه و بهینه با روابط آیین نامه ای نیز 

مقایسه شده اند.
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1- مقدمه
ترک ها،  حضور  دلیل  به  ترک خورده،  مسلح  بتن  تیر  یک  برای 
سختی خمشی آن کم تر از سختی خمشی قبل از ترک خوردگی است، 
میلگردهای  با  تماس  در  بتن  تیر،  کششی  ناحیه ی  در  وجود  این  با 
از  پیوستگی  نیروی  انتقال  طریق  از  ترک ها  بین  کننده  مسلح 
تحمل سطح خاصی  به  قادر  هنوز  بتن  به  کننده  مسلح  میلگردهای 
از تنش های کششی است و در سختی خمشی تیر سهیم است. این 
پدیده، سخت شوندگی کششی نامیده می شود، این نام گذاری به این 

دلیل است که تیر بر اثر مقاومت کششی بتن سخت تر شده است]1[. 
در تحلیل  میلادی،  هفتاد  دهه ی  از  کششی  سخت شوندگی  اثر 
مشخصات بار- خیز المان های بتن مسلح و از دهه ی هشتاد میلادی، 
بهره برداری،  بار  سطح  برای  طراحی  آیین نامه  های  توصیه های  در 
معرفی شد. این اثر تا روی دادن تسلیم مسلح کننده های طولی وجود 
دارد]2[. سخت شوندگی کششی ویژگی مهمی از سازه های بتن مسلح 
محسوب می شود زیرا نه تنها تغییرشکل های سازه بلکه عرض ترک ها، 

فاصله ترک ها و شکل گیری ترک های گوناگون را کنترل می کند]3[.
بینی  پیش  برای  میانگین  و کرنش های  تنش ها  مواردی که  در   
اثر سخت شوندگی  نیاز است که  برده می شوند،  به کار  رفتار عضو  

https://www.creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/legalcode
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کششی در نظر گرفته شود. این روش ها به یک مدل رفتاری مناسب 
کششی  سخت شوندگی  روابط  و  دارند  نیاز  ترک خورده  بتن  برای 
می توانند برای به دست آوردن پاسخ تنش – کرنش کششی بتن پس 
از ترک خوردگی استفاده شوند. بر مبنای فرضیات مختلف مدل های 

رفتاری متفاوتی برای بتن مسلح در کشش پیشنهاد شده است]4[.
تعدادی  برای  مقطع  لایه ای  تحلیل  کاربرد  با  تحقیق  این  در 
خیز   – بار  منحنی  که  نقطه ای  چهار  خمش  تحت  ساده  دوسر  تیر 
برای  شده  ارائه  مدل های  از  یکی  است،  موجود  آن ها  آزمایشگاهی 
رفتار کششی بتن مسلح شده با میلگردهای FRP مورد بررسی قرار 
می گیرد و پارامترهای آن براساس کمینه سازی خطای نتایج بار - خیز 
می آیند.  دست  به  غیرخطی  تحلیل  از  حاصل  نتایج  و  آزمایشگاهی 
می گیرد  صورت  بهره برداری  بارهای  محدوده ی  در  پارامترها  بررسی 
اکثر  در  دارد.  اهمیت  بهره برداری  شرایط  در  تنها  خیز  کنترل  زیرا 
کششی  سخت شوندگی  کرنش   – تنش  مدل های  گذشته  تحقیقات 
نمودارهای  از  استفاده  شده اند،  بررسی  انحنا   – لنگر  نمودارهای  با 
آزمایشگاهی  این پژوهش موجب گستردگی داده های  – خیز در  بار 
به  تنها  تحقیق  این  در  است.  شده  نتایج  استخراج  در  رفته  کار  به 

تغییرشکل های آنی پرداخته شده است. 

2- پیشینه تحقیق
با یک پاسخ تنش –  اثر سخت شوندگی کششی  در نظر گرفتن 
کرنش میانگین برای بتن ترک خورده که معادل با در نظر گرفتن مدول 
الاستیسیته کاهش یافته برای بتن است اولین بار تحت عنوان روش 
سهم بار بتن حدود 100 سال پیش توسط کانسیدر1 در سال 1899 
معرفی شد و توسط اسکنلون2 و ماری3 در سال 1974 برای تحلیل المان 
بودند که سخت شوندگی  اولین کسانی  آن ها  کاربرده شد،  به  محدود 
کششی را با مدول کاهش یافته ی بتن مدل کردند ]5[. مدل در نظر 
گرفته شده توسط آن ها در شکل 1 نشان داده شده است، دراین شکل 
  crε و ft ،به ترتیب تنش و کرنش کششی میانگین بتن مسلح tε و tσ

نیز به ترتیب تنش و کرنش ترک خوردگی بتن می باشند.
را  همواری  کاهشی  روند  اسکوردلیس5   و  لین4  سال 1975  در 

1  Considere
2  Scanlon
3  Murray 
4  Lin
5  Scordelis

مطابق شکل 2 برای تنش کششی میانگین بتن بعد از ترک خوردگی 
در نظر گرفتند که براساس مطالعات آن ها روی دال ها و پوسته های 
بتنی به دست آمده است، مدل ارائه شده توسط آن ها دارای شاخه 
آن ها،  از  پس  است]6[.  ترک خوردگی  از  پس  چندجمله ای  نزولی 
گیلبرت6 و وارنر7 در سال 1978، نموداری برای تنش – کرنش بتن 
بعد از ترک خوردگی در نظر گرفتند که شاخه ی نزولی آن بعد از ترک 
خوردگی مطابق شکل 3- الف به صورت دوخطی و با ناپیوستگی می 
باشد. علاوه بر این، آن ها به لایه های کششی مختلف، بسته به مجاورت 
پارامتر های مدل متفاوتی نسبت  آن ها به مسلح کننده های فولادی، 
دادند]6[.  مدل ارائه شده توسط آن ها بعدها در سال 2006 توسط 
نایال8 و رشید9 برای تیرهای بتنی مسلح شده با میلگردهای فولادی 
  St ، Rt ، Pt  مورد استفاده قرار گرفت. آن ها برای پارامترهای  FRP و
و Ft  که در شکل 3- ب نشان داده شده اند به ترتیب مقادیر 0/8 ، 

6  Gilbert
7  Warner
8  Nayal
9  Rashid

 
 [ 6]مدل سخت شوندگی کششی ارائه شده توسط اسکنلون و ماری:  1شکل 

 

  

شکل 1. مدل سخت شوندگی کششی ارائه شده توسط اسکنلون و ماری]6[
Fig. 1. Tension Stiffening model suggested by Scanlon and 

Murray[6]

 
 [6]ارائه شده توسط لین و اسکوردلیس مدل سخت شوندگی کششی. 2شکل 

 

  

شکل 2. مدل سخت شوندگی کششی ارائه شده توسط لین و اسکوردلیس]6[
Fig. 2. Tension Stiffening model suggested by Lin and 

Scordelis [6]
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 FRP 0/45، 4 و 100 را برای تیرهای بتنی مسلح شده با میگردهای
پیشنهاد نمودند.

پس از ارائه ی شاخه ی نزولی چندجمله ای و شاخه نزولی دوخطی 
را   )1( رابطه ی   ،1986 سال  در  وکیو2  و  کالینس1  محققان،  توسط 
با  که  نمودند  ارائه  خوردگی  ترک  از  بعد  بتن  میانگین  تنش  برای 
اثر  تحت  فولادی  میلگردهای  با  مسلح شده  بتنی  ورق  آزمایش 30 
شرایط مختلف تنش های دو محوری گسترده یکنواخت شامل برش 

خالص به دست آمده است]7[.

 )1(

 ε t ،تنش کششی بتن fct ،مدول الاستیسیته بتن Ec در این رابطه
کرنش کششی میانگین ناشی از تنش در بتن، fcr   تنش ترک خوردگی 
بتن و εcr کرنش ترک خوردگی است]7[. کالینس و میچل3 در سال 
1991، ضرایب رابطه ارائه شده توسط کالینس و وکیو )رابطه 1( را 

مورد بررسی قرار دادند و آن را مطابق رابطه )2( اصلاح نمودند]8[.

 )2(

1α ضریبی است که مشخصات پیوستگی بتن به میلگردها را  که 

1  Collins
2  Vecchio
3  Mitchell

1 برای مسلح  0=α 1 برای پیوستگی کامل و  1=α اعمال می کند )
( می گیرد  نظر  در  را  بارگذاری  نوع   2α و  پیوستگی(  بدون  کننده 

 )1( رابطه  مشابه  نیز  پارامترها  سایر  آنی(،  بارگذاری  برای   2 1=α

تعریف می شوند]8[.
در همین راستا، شو4 و چو5 نیز در سال 2002 با بررسی ورق های 
بتنی مسلح شده با میلگردهای فولادی تحت اثر برش، رابطه ای توانی 
)رابطه )3( ( را برای تخمین تنش کششی میانگین بتن مسلح بعد از 

ترک خوردگی پیشنهاد نمودند]9[.

 )3(

که پارامترهای این رابطه مشابه رابطه )1( تعریف می شوند.
برای  را  رابطه )4(   2018 سال  در  نیز  همکاران  و  کاکلوسکاس6 
اثر  که  در شرایطی  مختلف  های  بتن  برای  سخت شوندگی کششی 

جمع شدگی حذف می شود، ارائه نمودند]10[:

 )4(

( ارائه شده است. cf این رابطه براساس مقاومت فشاری بتن )
با توجه به روابط ارائه شده اثر سخت شوندگی کششی بتن مسلح 
با یک مدل نسبتاً ساده مورد بررسی قرار   FRP با میلگردهای شده 

4  Hsu
5  Zhu
6  Kaklauskas

  
 )ب( )الف(

 [6و )ب( نایال و رشید ] . مدل سخت شوندگی کششی ارائه شده توسط )الف( گیلبرت و وارنر3شکل 
 

  

شکل 3. مدل سخت شوندگی کششی ارائه شده توسط )الف( گیلبرت و وارنر و )ب( نایال و رشید ]6[
Fig. 3. Tension Stiffening model suggested by (a) Gilbert and Warner and (b) Nayal and Rasheed  [6]

 
             

ی  رابطه   ،1986در سال    2و وکیو  1کالینسشاخه نزولی دوخطی توسط محققان،  و    ی نزولی چندجمله ایشاخه   یارائه   پس از
  ورق بتنی مسلح شده با میلگردهای فولادی تحت اثر  30با آزمایش  که    ( را برای تنش میانگین بتن بعد از ترک خوردگی ارائه نمودند1)

 . [7]ده یکنواخت شامل برش خالص به دست آمده استگستر ی دو محوریهاتنششرایط مختلف 

(1) 

t cr( )   ct c tf E=  

t cr( )   cr
ct

t

ff
1 200

=
+ 

 

 

تنش ترک خوردگی      crf کرنش کششی میانگین ناشی از تنش در بتن،   t  ε،  تنش کششی بتن  ctf  مدول الاستیسیته بتن،   cE  ابطهدر این ر
( را  1ضرایب رابطه ارائه شده توسط کالینس و وکیو )رابطه  ،  1991در سال    3کالینس و میچل .[7]استخوردگی  کرنش ترک crεو  بتن  

 . [ 8]( اصلاح نمودند2دادند و آن را مطابق رابطه )قرار بررسی مورد 

(2) 
( )t cr  =ct c tf E  

( )t cr  1 2

1 500
=

+
cr

ct
t

ff  


 

1)   کند میضریبی است که مشخصات پیوستگی بتن به میلگردها را اعمال    1که   1=    1برای پیوستگی کامل و 0=    برای مسلح
2گیرد ) نوع بارگذاری را در نظر می  2کننده بدون پیوستگی( و   1=  )( تعریف  1، سایر پارامترها نیز مشابه رابطه )برای بارگذاری آنی

 . [8]شوندمی

 وانیتای ردهای فولادی تحت اثر برش، رابطه بتنی مسلح شده با میلگهای  با بررسی ورق  2002در سال نیز  5وچو  4شو  ،در همین راستا
 . [9]پیشنهاد نمودندبعد از ترک خوردگی بتن مسلح میانگین کششی  تنشرا برای تخمین  (( 3)رابطه )

(3 ) 
( )t cr  =ct c tf E  

( )t cr  ( )0.4/ /=ct cr t crf f   

 . شوند می( تعریف 1پارامترهای این رابطه مشابه رابطه )که 
اثر جمع  برای بتن های مختلف در شرایطی که  را برای سخت شوندگی کششی    (4)رابطه   2018و همکاران نیز در سال    6کاکلوسکاس 

 : [10]می شود، ارائه نمودند  حذفشدگی 

(4 ) 
( )t cr  =ct c tf E  

( )t cr  
3 0.8

3 0.3

0.85(10 ) 1.50.025
0.25(10 ) 0.8

−
= −

+
t

ct c
t

f f 


 

 ارائه شده است.( cfاین رابطه براساس مقاومت فشاری بتن ) 

با یک مدل نسبتاً ساده مورد بررسی قرار    FRPاثر سخت شوندگی کششی بتن مسلح شده با میلگردهای    ارائه شده روابط  با توجه به  
 شود. مدلسازی می FRPگرفته و تأثیر آن در خیز تیرهای بتنی مسلح شده با میلگردهای 

 

 
1 Collins 
2 Vecchio 
3 Mitchell 
4 Hsu 
5 Zhu 
6 Kaklauskas 

 
             

ی  رابطه   ،1986در سال    2و وکیو  1کالینسشاخه نزولی دوخطی توسط محققان،  و    ی نزولی چندجمله ایشاخه   یارائه   پس از
  ورق بتنی مسلح شده با میلگردهای فولادی تحت اثر  30با آزمایش  که    ( را برای تنش میانگین بتن بعد از ترک خوردگی ارائه نمودند1)

 . [7]ده یکنواخت شامل برش خالص به دست آمده استگستر ی دو محوریهاتنششرایط مختلف 
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 ارائه شده است.( cfاین رابطه براساس مقاومت فشاری بتن ) 
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 FRP گرفته و تأثیر آن در خیز تیرهای بتنی مسلح شده با میلگردهای
مدلسازی می شود.

3- عوامل مؤثر بر سخت شوندگي کششي
شوندگی کششی به عوامل متعددی مانندشرایط  اثر سخت 
بارگذاری، نسبت آرماتور، قطر میلگردهای کششی، مدول الاستیسیته 
و مقاومت مصالح و نیز پیوستگی بین مسلح کننده ها و بتن بستگی 
دارد. تحقیقات نشان می دهد که مدول الاستیسیته بتن تأثیر قابل 
توجهی روی رفتار سخت شوندگی کششی ندارد، در حالی که با 
افزایش مقاومت بتن اثر سخت شوندگی کششی افزایش می یابد]11[. 
شرایط بارگذاری که همان تغییر لنگر خمشی، انحنا و تنش 
کششی در جهت طولی تیر است، تأثیرات خاصی را روی رفتار سخت 
شوندگی کششی اعمال می کند]1[. در این تحقیق به دلیل بارگذاری 
همه ی تیرها تحت شرایط یکسان )بارگذاری چهارنقطه ای( این عامل 

تآثیرگذار نمی باشد. 
اینگ1 و همکاران در سال 2011 تأثیر پیوستگی بتن به آرماتور 
را روی سخت شوندگی کششی مورد بررسی قرار دادند، این نتیجه 
حاصل شد که برای یک نسبت آرماتور خاص، اگر تعداد بیشتری 
کار برده شود، سختی پیوستگی و  از میلگردها با قطر کوچکتر به 
نیروی پیوستگی نهایی بیشتری فراهم میشود و اگر تعداد کمتری از 
میلگردها با قطر بزرگ به کار رود، سختی پیوستگی کمتر و نیروی 
هم سختی  پیوستگی نهایی کمتری فراهم میشود .از طرف دیگر، 
پیوستگی و هم نیروی پیوستگی نهایی، برای میلگردهای آجدار بیشتر 
بنابراین مشخصات پیوستگی هم به نوع  از میلگردهای صاف است. 
در  ها و هم به سطح تماس آنها با بتن بستگی دارد.  کننده  مسلح 
نتیجه توافق عمومی ای درباره ی تأثیر مشخصات پیوستگی بر سخت 
شوندگی کششی به دست نیامده است و وابستگی بلوک تنش کششی 

به پارامتر پیوستگی گزارش نشده است]1[.
در سال 2008 مدلی رابطه تنش–   و لارووِر3  استراماندینولی2 
مدول  و  ها  کننده  مسلح  نسبت  همزمان  اثر  که  کردند  کرنش ارائه 
پیچیدگی  اما  گرفت.  می  نظر  در  را  ها  کننده  مسلح  الاستیسیته 
این مدل منجر می شود که تأثیر منحصر این عوامل قابل تشخیص 

1  Ng
2  stramandinoli
3  La Rovere

نباشد]2[. علاوه بر این تحقیقات صورت گرفته توسط مؤلفان بر روی 
مدلی که تأثیر مدول الاستیسیته را در مدل سخت شوندگی اعمال 
می نماید نشان داد که به کارگیری این مدل نمی تواند نتایج را به 
از  مدل  پیچیدگی  کاهش  برای  و  بخشد  بهبود  توجهی  قابل  میزان 
اعمال این پارامتر در مدل صرف نظر شده است]پایان نامه مؤلف12[.
اگر میزان کرنش جمع شدگی بتن مشخص باشد، با استفاده از 
حذف اثر جمع  روابط سازگاری میتوان این مقدار کرنش را برای 
شدگی و اصلاح روابط یا نمودارها به کار برد. در یک نمودار سخت 
حذف  شدگی  جمع  اثر  اگر  آزمایشگاهی  نتایج  از  حاصل  شوندگی 
شود کرنش های نمودار سخت شوندگی افزایش می یابند.  در این 
های آزمایشگاهی به کار رفته و  پژوهش به دلیل گستردگی داده 
عدم اطلاعات کافی درباره شرایط آزمایشگاهی در آنها، تأثیر جمع 
شدگی ناچیز در نظر گرفته شده و از اثر آن بر نتایج صرفنظر می 

شود]8[.

4- مدل پیشنهادی
همه ی مدل های ارائه شده توسط محققان گذشته روند مشابهی 
در قسمت کاهشی نمودار تنش-کرنش دارند و تمرکز اصلی در این 
از داده های آزمایشگاهی در  تحقیق کاربرد مجموعه نسبتا گسترده 
محاسبه ضرایب و ثابت های مدل می باشد که می تواند دقت مدل 
با  شده  مسلح  بتن های  در  شوندگی  سخت  اثر  بینی  پیش  برای  را 
توسط  شده  معرفی  مدل های  از  دهد.  افزایش   FRP میلگردهای 
محققان در تحقیقات گذشته، در این تحقیق مدل ارائه شده توسط 
شو و جو در سال 2002 به دلیل سادگی و امکان استفاده از آن برای 
همه ی تیرهای مورد بررسی با توجه به مشخصات دردسترس از آن ها 
و  آزمایشگاهی  نتایج  مقایسه  با  شده  انتخاب  مدل  می شود.  انتخاب 
دو  مدل  این  در  می گیرد.  قرار  بررسی  مورد  غیرخطی  تحلیل  نتایج 
پارامتر a و b، مطابق رابطه )5(، برای کالیبره کردن مدل با استفاده 
از نتایج آزمایشگاهی تیرهای بتنی مسلح شده با میلگردهای FRP در 

نظر گرفته شده است.

 )5(

 
             

 

 

(5 ) 

 

( )t cr  =ct c tf E  
 

( )t cr  

=
 
 
 

cr
ct b

t

cr

aff



 

 مدل پیشنهادی  ه ازاستفادتحلیل غیرخطی با  -  5
باشد. در این روش طول تیر  ای مقطع میهای ذکر شده محاسبه خیز تیرهای بتنی با روش تحلیل غیرخطی لایهیکی از کاربردهای مدل

شود که تنش ها در هر لایه ی موازی با محور خنثی در مقطع تقسیم بندی میو هر مقطع آن نیز به تعدادی لایهبه قطعاتی کوچک  
شوند. در این مطالعه سعی بر این است که  محاسبه می  ی غیرخطی در نظر گرفته شده برای بتن  رابطهها و همچنین  براساس کرنش

((  به گونه ای تعیین شود که دقت مقدار خیز ارائه شده با این 5ثابت های رابطه تنش کرنش بتن بعد از ترک خوردگی )مطابق رابطه )
 روش افزایش یابد.  

  افزایشی   روش  یک  FRPمیلگردهای    و   فولادی  میلگردهای  با   شده   مسلح  بتنی  تیر  مقاطع  خمشی  رفتار  بینی  پیش  برای  شده  دنبال  روش
  عمق   با  تیرهای  به  مربوط  2ناویر  –  1برنولی  قراردادی  فرض  از  مقطع  که  شودمی  فرض.  است  سکانتی  سختی  بندی  فرمول  با  تکراری  –

در این روش بتن به صورت یک مصالح همگن و توزیع کرنش در عمق مقطع   .[ 6]کند   پیروی  برشی،  شکل  تغییر  اثر  از  پوشی  چشم  با  کم،
 . [13]شودمیاز بتن تحت کشش، رابطه تنش کرنش یکسانی به کار برده   ایلایه. علاوه بر این برای هر  شودمیخطی در نظر گرفته 

  ،سپس با روش لنگر سطح  شودمیانحنای مقطع عضو محاسبه    -ی لنگرابتدا رابطه   ایلایهر تحلیل غیرخطی به روش مقطع  د
  یابد،می  کاهش   لنگر   افزایش  با   خمشی  صلبیت  که  جاییآن  از.  شودمی  بندی   فرمول  سطح   از لنگر  استفاده  با   تیر  غیرخطی  خیز  - بار  پاسخ
  دارد  قصد  مطالعه  این  .باشد  متغیر  تیر  یدهانه  طول  در  خمشی  لنگر  در  تغییر  با  غیرخطی،  روش  یک  در  تیر،  سختی  که  رودمی  انتظار

 قطعه  زیادی  تعداد  به  تیر  طول  کل  باید   سختی  دقیق  توزیع  آوردن  بدست  برای.  بگیرد  نظر  در  تیر  طول در  را  سختی  دقیق  توزیع  یک  که
تعداد تقسیمات هر تیر به جا شود در این محاسبه مشخص بار افزایش هر تحت  قطعه،  هر وسط در مقطع خمشی صلبیت و شود تقسیم

 .استمتر سانتی 5ای است که هر قطعه دارای طول گونه

 تقسیم   میلی متر  10به ضخامت    مجزا  های  لایه  تعدادی  به  مقطع  ،انحنا  -ی لنگربرای محاسبه رابطه   به کاربرده شده  عددی  روند  در
ابتدا برای محل مرکز غیرالاستیک یک .  شودمی  گرفته  نظر  در  لایه  ضخامت  کل  برای  لایه  هر  مرکز  در  کرنش  که  طوری  به.  شودمی

اولیه فرض می شود   با  کرنش  توزیع  .شودمیغیرالاستیک محاسبه    مرکز  حول  سکانتی  خمشی  صلبیت  جاری  مقدار  سپس  موقعیت 
از   از  استفاده   تعیین  غیرالاستیک  مرکز  حول  سکانتی  خمشی  صلبیت  جاری  مقدار  بر  شده   اعمال   لنگرتقسیم  انحنای به دست آمده 

.  شودمی  محاسبه  لایه  هر  مرکز  در  کرنش   ؛ شوندمی  مشخص  مقطع  کششی  و  فشاری  هایناحیه  کرنش  توزیعبا مشخص شدن    .شودمی
نیروی محوری مقطع   توانمیبا محاسبه تنش هر لایه  .  شودمی  تعیین  مصالح  برای  متناظر  سکانتی  مدول  از  استفاده  با  لایه  هر  در  تنش

غیر الاستیک با سعی و خطا و بر مبنای صفر شدن مقدار   ، محل مرکزغیرالاستیک مفروض است محاسبه نمود  مرکزرا که متناظر با  
75نیروی محوری مقطع با تلرانسی برابر با 10−    ی   رابطه   توانمی. با تکرار این روند برای مقادیر لنگر اعمال شده مختلف  شودمیمحاسبه

 . [ 6] لنگر انحنای مقطع را محاسبه نمود

 
1 Bernoulli 
2 Navier 
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 5-تحلیل غیرخطی با استفاده از مدل پیشنهادی
یکی از کاربردهای مدل های ذکر شده محاسبه خیز تیرهای بتنی 
با روش تحلیل غیرخطی لایه ای مقطع می باشد. در این روش طول 
تیر به قطعاتی کوچک و هر مقطع آن نیز به تعدادی لایه ی موازی با 
محور خنثی در مقطع تقسیم بندی می شود که تنش ها در هر لایه 
رابطه ی غیرخطی در نظر گرفته شده  براساس کرنش ها و همچنین 
که  است  این  بر  مطالعه سعی  این  در  بتن  محاسبه می شوند.  برای 
ثابت های رابطه تنش کرنش بتن بعد از ترک خوردگی )مطابق رابطه 
این  با  ارائه شده  )5((  به گونه ای تعیین شود که دقت مقدار خیز 

روش افزایش یابد. 
روش دنبال شده برای پیش بینی رفتار خمشی مقاطع تیر بتنی 
روش  یک   FRP میلگردهای  و  فولادی  میلگردهای  با  شده  مسلح 
افزایشی – تکراری با فرمول بندی سختی سکانتی است. فرض می شود 
که مقطع از فرض قراردادی برنولی1 –  ناویر2 مربوط به تیرهای با عمق 
کم، با چشم پوشی از اثر تغییر شکل برشی، پیروی کند]6[. در این 
روش بتن به صورت یک مصالح همگن و توزیع کرنش در عمق مقطع 
خطی در نظر گرفته می شود. علاوه بر این برای هر لایه ای از بتن تحت 

کشش، رابطه تنش کرنش یکسانی به کار برده می شود]13[.
لنگر-  رابطه ی  ابتدا  لایه ای  مقطع  روش  به  غیرخطی  تحلیل  در 
انحنای مقطع عضو محاسبه می شود سپس با روش لنگر سطح، پاسخ 

1  Bernoulli
2  Navier

بار- خیز غیرخطی تیر با استفاده از لنگر سطح فرمول بندی می شود. 
از آن جایی که صلبیت خمشی با افزایش لنگر کاهش می یابد، انتظار 
لنگر  در  تغییر  با  غیرخطی،  روش  یک  در  تیر،  سختی  که  می رود 
خمشی در طول دهانه ی تیر متغیر باشد. این مطالعه قصد دارد که 
یک توزیع دقیق سختی را در طول تیر در نظر بگیرد. برای بدست 
باید کل طول تیر به تعداد زیادی قطعه  آوردن توزیع دقیق سختی 
هر  تحت  قطعه،  هر  وسط  در  مقطع  و صلبیت خمشی  تقسیم شود 
افزایش بار مشخص محاسبه شود در این جا تعداد تقسیمات هر تیر به 

گونه ای است که هر قطعه دارای طول 5 سانتی متر است.
در روند عددی به کاربرده شده برای محاسبه رابطه ی لنگر- انحنا، 
تقسیم  متر  میلی  به ضخامت 10  تعدادی لایه های مجزا  به  مقطع 
ضخامت  کل  برای  لایه  هر  مرکز  در  کرنش  که  طوری  به  می شود. 
ابتدا برای محل مرکز غیرالاستیک یک  لایه در نظر گرفته می شود. 
خمشی  صلبیت  جاری  مقدار  سپس  شود  می  فرض  اولیه  موقعیت 
کرنش  توزیع  می شود.  محاسبه  غیرالاستیک  مرکز  حول  سکانتی 
بر  شده  اعمال  لنگر  تقسیم  از  آمده  دست  به  انحنای  از  استفاده  با 
مقدار جاری صلبیت خمشی سکانتی حول مرکز غیرالاستیک تعیین 
می شود. با مشخص شدن توزیع کرنش ناحیه های فشاری و کششی 
مقطع مشخص می شوند؛ کرنش در مرکز هر لایه محاسبه می شود. 
مصالح  برای  متناظر  سکانتی  مدول  از  استفاده  با  لایه  هر  در  تنش 
تعیین می شود. با محاسبه تنش هر لایه می توان نیروی محوری مقطع 
را که متناظر با مرکز غیرالاستیک مفروض است محاسبه نمود، محل 

  

 )ب( )الف( 

 [ 14] کرنش )الف( فولاد )ب( بتن فشاری محصور نشده – . نمودارهای تنش 4شکل 

 

  

شکل 4. نمودارهای تنش – کرنش )الف( فولاد )ب( بتن فشاری محصور نشده]14[
Fig. 4. Stress–strain curve of (a) steel and (b) unconfined compressive concrete [14]
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مرکز غیر الاستیک با سعی و خطا و بر مبنای صفر شدن مقدار نیروی 
75 محاسبه می شود. با تکرار  10−× محوری مقطع با تلرانسی برابر با
این روند برای مقادیر لنگر اعمال شده مختلف می توان رابطه ی لنگر 

انحنای مقطع را محاسبه نمود ]6[.
رفتار تنش – کرنش مسلح کننده های فولادی به صورت دوخطی 
و مطابق شکل 4- الف در نظر گرفته می شود که در این شکل fy و 
yε به ترتیب تنش و کرنش تسلیم فولاد، fsu  و suε به ترتیب تنش 

مسلح  کرنش   – تنش  رفتار  می باشند]14[.  فولاد  کرنش شکست  و 

کننده های FRP در کشش و در فشار خطی در نظر گرفته می شود،  
شکست این مصالح نیز ترد  و بدون تسلیم در نظر گرفته می شود.

فشار  در  بتن  برای  شده  گرفته  نظر  در  کرنش   – تنش  رفتار 

  

 )ب( (  )الف 

 [ 15خیز به دست آمده از این تحقیق و ارائه شده در مرجع ] - انحنا و )ب( بار  -مقایسه نمودارهای )الف( لنگر  . 5شکل 
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شکل 5.  مقایسه نمودارهای )الف( لنگر- انحنا و )ب( بار- خیز به دست آمده از این تحقیق و ارائه شده در مرجع ]15[
Fig. 5. Comparison of (a) Moment-curvature and (b) load-deflection curves obtained from this study with curves provided 

in the  Reference[15]

  
 )ب(  )الف( 

   [15آزمایشگاهی و تحلیلی ارائه شده در مرجع ]خیز  -انحنا و )ب( بار -نمودارهای )الف( لنگر  .6شکل 

 

  

 
 ای آزمایش خمش چهار نقطه. شرایط بارگذاری در 7شکل 

 

  

شکل 6.  نمودارهای )الف( لنگر- انحنا و )ب( بار- خیز آزمایشگاهی و تحلیلی ارائه شده در مرجع ]15[
Fig. 6. Experimental and analytical  (a) Moment-curvature and (b) load-deflection curves provided in the  Reference[15]

شکل 7. شرایط بارگذاری در آزمایش خمش چهار نقطه ای
Fig. 7. Four-point bending test conditions
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براساس رابطه ارائه شده توسط هوگنستاد1 و همکاران در سال 1955 
رابطه6  و طبق  داده شده در شکل 4- ب   نشان  به صورت سهمی 

است]14[.

 )6(

که در این رابطه εco کرنش متناظر با حداکثر تنش فشاری بتن 
، Ec مدول الاستیسیته  بتن، fc تنش فشاری بتن، εc کرنش فشاری 

cf′ تنش حداکثرفشاری بتن است]14[. بتن و
صحت سنجی روش تحلیل با استفاده از نمودار لنگر – انحنا و  بار 
– خیز  تحلیلی ارائه شده برای تیر Group II در مرجع ]15[ انجام 
شده است که در شکل 5 نشان داده شده اند. همان طور که در شکل 
5 دیده می شود می توان گفت که نمودارها منطبق هستند، متفاوت 
بودن نتایج در محدوده ی ترک خوردگی به علت تفاوت در رابطه در 
نظر گرفته شده برای تنش ترک خوردگی بتن است، همچنین پرش 
نمودار لنگر- انحنای تحلیلی به دست آمده در این پژوهش، برخلاف 
نمودار مرجع، که بعد از ترک خوردگی رخ می  دهد به علت پیشبرد 
گام های تحلیل بر مبنای افزایش لنگر است. شکست سریعتر عضو در 
این نمودارها نیز حاکی از تفاوت بین معیارهای شکست در نظر گرفته 
شده است. واضح است که هیچ یک از این تفاوت ها نمی تواند صحت 

1  Hognestad

روش تحلیل را نقض کند.
نموادرهای آزمایشگاهی تیر مورد بررسی در صحت سنجی نیز در 
شکل 6 همراه با نمودار تحلیلی به دست آمده در مرجع ]15[ نشان 

داده شده اند.

6- داده های آزمایشگاهی
بار – خیز 87  از نمودارهای  داده های آزمایشگاهی مورد بررسی 
توسط  که   ،7 مطابق شکل  نقطه ای  آزمایش خمش چهار  تحت  تیر 
سایر محققان آزمایش شده اند، به دست آمده اند. مشخصات آین تیرها 
عمودی  و  افقی  محور  نمود.  1 خلاصه  به صورت جدول  می توان  را 
نقاط  بار-خیز ذکر شده که داده های آزمایشگاهی شامل  نمودارهای 
و  تیر  دهانه  وسط  خیز  ترتیب ،  به  می باشند  ها  منحنی  این  روی 
مجموع بارهای متمرکز می باشند. با توجه به این که بررسی خیز در 
شرایط بهره برداری انجام می شود، تنها نقاط بار– تغییرمکان مربوط 
به محدوده ی بهره داری به کار برده شده اند. حد بار بهره برداری مطابق 
شده  گرفته  نظر  در   )ACI 440.1R-06( آمریکا  بتن  آیین نامه ی 

است]16[ .

7- تجزیه و تحلیل
در این پژوهش، از مجموعه 87 تیر ذکر شده در بخش قبل، نه 
تیر به عنوان تیرهای کنترل انتخاب می شوند و داده های بار-خیز آن ها 
در محاسبات یافتن مدل بهینه شرکت داده نمی شوند که مشخصات 
این نه تیر در جدول 2 نشان داده شده اند که در این جدول نسبت 
دهانه برشی به نصف طول تیر، معرف موقعیت اعمال بارهای متمرکز 

 7

این شکل   درکه  شودمیدر نظر گرفته  الف -4به صورت دوخطی و مطابق شکل   یفولاد هایمسلح کنندهکرنش  –رفتار تنش 
yf    وyε    ،به ترتیب تنش و کرنش تسلیم فولادsuf      وsuε  کرنش    –رفتار تنش    .[41]باشندبه ترتیب تنش و کرنش شکست فولاد می

شکست این مصالح نیز ترد  و بدون تسلیم در نظر گرفته   ،  شوددر کشش و در فشار خطی در نظر گرفته می  FRPهای  مسلح کننده
 شود. می

 1955و همکاران در سال    1گرفته شده برای بتن در فشار براساس رابطه ارائه شده توسط هوگنستادکرنش در نظر    –رفتار تنش  
 .[14]است 6و طبق رابطه ب   -4به صورت سهمی نشان داده شده در شکل 

(6 ) 

2
2  

 = −  
   

c c
c c

co co

f f  
 

  

2 
= c

co
c

f
E

 

کرنش فشاری   cεتنش فشاری بتن،    cfمدول الاستیسیته  بتن،    cE،    تنش فشاری بتنثر  کرنش متناظر با حداک  coεکه در این رابطه  
 .[41]تنش حداکثرفشاری بتن است cfبتن و

انجام   [ 15]  در مرجع Group IIخیز  تحلیلی ارائه شده برای تیر   – انحنا و  بار  – با استفاده از نمودار لنگر   صحت سنجی روش تحلیل
توان گفت که نمودارها منطبق هستند، متفاوت شود میدیده می 5طور که در شکل اند. هماننشان داده شده  5شده است که در شکل 
، همچنین پرش استی ترک خوردگی به علت تفاوت در رابطه در نظر گرفته شده برای تنش ترک خوردگی بتن   بودن نتایج در محدوده

دهد به علت پیشبرد تحلیلی به دست آمده در این پژوهش، برخلاف نمودار مرجع، که بعد از ترک خوردگی رخ میانحنای  -نمودار لنگر
های تحلیل بر مبنای افزایش لنگر است. شکست سریعتر عضو در این نمودارها نیز حاکی از تفاوت بین معیارهای شکست در نظر گام

 تواند صحت روش تحلیل را نقض کند.ها نمیفاوت. واضح است که هیچ یک از این تاستگرفته شده 

[ نشان  15همراه با نمودار تحلیلی به دست آمده در مرجع ]  6نموادرهای آزمایشگاهی تیر مورد بررسی در صحت سنجی نیز در شکل  
 اند. داده شده

  
 )ب(  )الف( 

 [14]کرنش )الف( فولاد )ب( بتن فشاری محصور نشده –. نمودارهای تنش 4شکل 

 
1 Hognestad 

. 1 جدول یمحدوده  مشخصات مکانیکیبرخی   تغییر  های نمونه   استفاده  مورد آزمایشگاهی 

  

 استاندارد انحراف   حداکثر  حداقل میانگین  پارامتر 

 45/0 75/2 36/0 56/1 نسبت ارتفاع به عرض مقطع تیر

 5/10 64 20 36/41 مقاومت فشاری بتن 

 095/0 93/0 64/0 72/0 نسبت دهانه برشی به نصف طول تیر

 009/0 039/0 0014/0 013/0 نسبت مسلح کننده های کششی

 5/1 63/7 1 48/4 میلگردهای کششی نسبت مدول الاستیسیته فولاد به مدول الاستیسیته  

جدول 1. محدوده ی تغییر برخی مشخصات مکانیکی نمونه های آزمایشگاهی مورد استفاده
Table 1. Variation range of some mechanical properties of used experimental samples
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روی تیر است و علاوه براین برابر با نسبت طول ناحیه ی خمش خالص 
میانی به کل طول تیر نیز می باشد. علاوه بر این حدود 20 درصد  از 
داده های  مربوط به 78 تیر باقی مانده )192 نقطه از 967 نقطه( نیز 
تحت عنوان داده های کنترل و به صورت تصادفی برای کنترل نتایج 

در نظر گرفته شده و در یافتن مدل بهینه به کار نمی روند.
برای محاسبه مقادیر بهینه پارامترهای مدل پیشنهادی از روش 
بهینه سازی با الگوریتم ژنتیک استفاده شده است. در فرایند بهینه 
سازی ابتدا الگوریتم بهینه ساز مقادیری برای پارامترهای a و b مدل، 
براساس بازه تعیین شده برای آن ها، در نظر می گیرد، سپس با مدل به 
دست آمده و انجام تحلیل غیرخطی تیرها، مقدار خیز را برای همه ی 
مقادیر بار محاسبه می نماید و سپس خطای خیزهای به دست آمده را 
نسبت به خیزهای آزمایشگاهی مربوطه محاسبه می کند. تابع هدف در 
بهینه سازی در الگوریتم ژنتیک خطای جذر میانگین مربعات تفاضل 

مقدار خیز آزمایشگاهی و خیز تحلیلی، مطابق رابطه )7( است.

( )2

1=
−

=
∑

n

exp cal
i

d d
error

n
 )7(

که در این رابطه dexp مقدار خیز آزمایشگاهی، dcal  مقدار خیز 
در  رفته  کار  به  داده های  تعداد   n و  غیرخطی  تحلیل  با  محاسباتی 

. 2جدول مکانیکی تیرهای کنترل  مشخصات    

  

 مدول الاستیسیته )مگاپاسکال(  نوع مسلح کننده های کششی ارتفاع مقطع )میلی متر(  عرض مقطع )میلی متر( مرجع    نام

[17 ] 200300 114000 

1[18 ] 180 50042000 

[19 ] 200 300 38000 

[20 ] 200 250 35630 

[21 ]150 250132000 

[22 ] 140 190 64634 

[19 ] 200 300 38000 

[23 ] 150 200 41000 

[18 ] 300 200 52000 

جدول2.  مشخصات  مکانیکی تیرهای کنترل
Table 2. Mechanical properties of control beams

. مقادیر پارامترهای اولیه و پارامترهای بهینه مدل 3جدول   

  

 روش 
 پارامتر 

 
 4/0 1 [ 9](2002شو و چو )

 274/0 142/0 مقادیر حاصل از بهینه سازی 

جدول 3. مقادیر پارامترهای اولیه و پارامترهای بهینه مدل
Table 3. initial and optimized values of  model parameters

 

 و پارامترهای بهینه )پژوهش حاضر(  (  [9] های سخت شوندگی کششی بدون بعد با پارامترهای اولیه )مرجعمنحنی  . 8شکل 
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شکل 8. منحنی های سخت شوندگی کششی بدون بعد با پارامترهای اولیه 
)مرجع]9[ ( و پارامترهای بهینه )پژوهش حاضر(

Fig. 8. Normalized tension-stiffening curves with initial 
parameters (Reference [9]) and Optimized parameters 

(this study)
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محاسبه ی خطا است.
پس از کمینه سازی تابع هدف در الگوریتم ژننتیک مقدار  بهینه 
برای پارامترهای مدل طبق جدول 3 به دست آمده اند و منحنی های 
بدون بعد مدل با پارامترهای اولیه و پارامترهای حاصل از بهینه سازی 
تنش  نسبت  قائم  محور  شکل  این  در  شده اند.  ترسیم    8 شکل  در 
کششی به تنش ترک خوردگی بتن و محور افقی نسبت کرنش کششی 
بتن به کرنش ترک خوردگی آن است. مقایسه منحنی  بهینه با منحنی 
اولیه در مرجع ]9[ نشان می  دهد که منحنی بهینه تنش میانگین  و 
  FRP در واقع سخت شوندگی کششی کم تری برای مسلح کننده های

/ct crf f پیش بینی می کند. مقدار متوسط تابع اولیه و تابع بهینه )
t/ بین 1 و 100 است، به ترتیب برابر با    crε ε ( در محدوده ای که 
0/25 و 054/ 0می باشد که نشان می دهد مقدار متوسط تابع بهینه 

در محدوده ی ذکر شده 78 درصد کاهش داشته است.
داده های کنترل که شامل 20 درصد داده های مربوط به 78 تیر  
انتخاب تصادفی می باشند برای بررسی دقت پارامترهای بهینه به  با 
دست آمده، به کار برده می شوند. میانگین لگاریتم طبیعی نسبت خیز 

آزمایشگاهی به محاسباتی داده های کنترل که در صورت تطابق کامل 
نتایج محاسباتی و آزمایشگاهی صفر می شود، در جدول 4 نشان داده 
شده است. این پارامتر برای مدل اولیه0457 /1 و برای مدل بهینه 
0/2668 به دست آمده است. بنابراین می توان نتیجه گرفت که مدل 
بهینه به دست آمده تطابق بهتری با نتایج آزمایشگاهی دارد زیرا این 

پارامتر به میزان 74 درصد کاهش یافته است.
خیز  نسبت  میانگین  آمده  دست  به  بهینه  مدل  کاربرد  با 
آزمایشگاهی به محاسباتی نیز به مقدار یک که مقدار مطلوب است 

نزدیکتر شده است. 
با توجه به این که برای محافظه کارانه بودن نتایج باید نسبت خیز 
آزمایشگاهی به محاسباتی کوچک تر از یک باشد، هم نتایج حاصل 
که  می  دهد  نشان  بهینه  مدل  از  حاصل  نتایج  هم  و  اولیه  مدل  از 
این مدل ها به طور میانگین نتایج غیرمحافظه کارانه ای ارائه می  دهد. 
پارامترهای دیگری نیز در جدول 4  برای مقایسه مدل اولیه و مدل 
بهینه آورده شده اند که مقایسه همه ی پارامترها برای مدل اولیه و مدل 

بهینه تطابق بهتر مدل بهینه با نتایج آزمایشگاهی را نشان می  دهد.

نتایج. 4جدول  برای  بهینه مدل و اولیه از مدل حاصل آماری  تیرهایها و داده    کنترل  

  

 نتایج

 روش ها 

 تیرهای کنترل  داده های کنترل 

نایال و رشید   [ 9]  شو و چو
مطالعه حاضر   [ 6نایال و رشید ] [ 9]  شو و چومطالعه حاضر   [ 6]

نسبت خیز آزمایشگاهی  
به محاسباتی در مقیاس  

 لگاریتم طبیعی 

 116/0 8257/0 908/0 267/0 9646/0 046/1 میانگین 

 731/0 6036/0 641/0 930/0 8547/0 885/0 انحراف استاندارد 

نسبت خیز آزمایشگاهی  
 به محاسباتی 

 122/1 2834/2 479/2 306/1 6238/2 845/2 میانگین 

-225/511 درصد   90بازه اطمینان  
3/2 

9610/3250-
2/2 

489/146-
1/1 774/216-2/2 5383/0541-2/2 276/988-

1/0 

 898/0 8287/0 077/1 525/1 3507/1 423/1 واریانس 

خطای جذر میانگین  
 642/2 5189/4 744/4 160/1 2261/2 292/2 مربعات 

خطای جذر میانگین  
 077/0 1321/0 139/0 098/0 1886/0 194/0 مربعات نرمال شده 

جدول 4. نتایج آماری حاصل از مدل اولیه و مدل بهینه برای داده ها و تیرهای کنترل
Table 4. Statistical results from initial and optimized model for control data and control beams
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در جدول 4 نتایج به دست آمده از مدل ارائه شده توسط نایال و 
رشید ]6[ نیز نشان داده شده اند. با توجه به اینکه مدل ارائه شده توسط 
آن ها با بررسی تیرهای بتنی مسلح شده با میلگردهای FRP به دست 
آمده است، می توان نتیجه گرفت که مدل به دست آمده در این پژوهش 
نه تنها نسبت به مدل شو و جو]9[ که حاصل از بررسی بتن مسلح شده 
با میلگردهای فولادی است بلکه نسبت به مدل حاصل از بررسی تیرهای 

بتنی مسلح شده با میلگردهای FRP نیز عملکرد بهتری دارد.
 منحنی های بار - خیز مربوط به نه تیرکنترل  نیز که در محاسبه 
پارامترهای مدل بهینه شرکت نداشته اند در شکل 7 ترسیم شده اند. در 

این شکل  منحنی  بار- خیز آزمایشگاهی و منحنی های تحلیلی با مدل 
اولیه و مدل بهینه شده برای هر تیر در محدوده ی بهره برداری ترسیم 
محاسبه ی  در  آمده  به دست  مدل  دقت  که  است  ذکر  قابل  شده اند. 
ظرفیت نهایی مقطع با روش تحلیل غیرخطی لایه ای، بی تأثیر است زیرا 
در محاسبات حالت حدی، بتن در ناحیه ی کششی مقطع، ترک خورده 
در نظر گرفته می شود و در همه ی مدل های سخت شوندگی کششی، 

تنش کششی میانگین بتن بعد از کرنش ترک خوردگی صفر است.
شده  داده  نشان  مکان  تغییر   - بار  نمودارهای  از  که  همان طور 
اولیه  نمودارها شیب  این  همه  در  تقریباً  است  مشخص   9 در شکل 

   

   

    
 اولیه و بهینه( با منحنی آزمایشگاهی برای تیرهای کنترل  یهامدل خیز تحلیلی )با استفاده از   - مقایسه نمودارهای بار  . 9شکل 
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شکل 9.  مقایسه نمودارهای بار- خیز تحلیلی )با استفاده از مدل های اولیه و بهینه( با منحنی آزمایشگاهی برای تیرهای کنترل
Fig. 9. comparison of analytical load-deflection curves (using initial and optimized models) with Experimental curve for 

control beams
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نمودار با شیب نمودارهای آزمایشگاهی یکسان است که نشان می  دهد 
سختی مقطع ترک نخورده مطابق نتایج آزمایشگاهی محاسبه می شود. 
تیر  ترک خوردگی  به  مربوط  محاسباتی  نمودارهای  ناحیه ی شکست 
است، همان طور که در این نمودارها مشاهده می شود بار ترک خوردگی 
آزمایشگاهی  ترک خوردگی  بار  از  بیش تر  تیرها  برای  شده  محاسبه 
لنگر  رابطه  در  موجود  مسئله خطاهای  این  دلایل  از  یکی  که  است 
وزن  نگرفتن  نظر  در  خطا،  این  دلایل  جمله  از  است.  ترک خوردگی 
تیر در محاسبه ی لنگر ترک خوردگی محاسباتی است. عامل دیگری 
تنش  رابطه  می شود،  محاسباتی  لنگر  خطای  افزایش  به  منجر  که 
است.  بتن  فشاری  مشخصه  مقاومت  حسب  بر  بتن  ترک خوردگی 
برای همسان سازی نتایج محاسباتی برای همه ی تیرها در این تحقیق 
شده  استفاده  بتن  ترک خوردگی  تنش  محاسبه  برای   )8( رابطه  از 
است]24[ و تنش ترک خوردگی آزمایشگاهی گزارش شده برای بتن 

برخی تیرها در محاسبات به کار نرفته است.

0.623 ′=r cf f  )8(

در بیش تر موارد، تنش ترک خوردگی محاسبه شده با این رابطه 
بیش تر از نتایج آزمایشگاهی گزارش شده برای بتن است، بر این اساس 
لنگر ترک خوردگی محاسبه شده با تنش ترک خوردگی محاسباتی که 

با آن رابطه خطی مستقیم دارد ، بیش تر از واقعیت به دست می آید.
در نواحی انتهایی اختلاف مقادیر خیز محاسباتی و آزمایشگاهی 
نظر  در  تابع خطای  به  می توان  را  کاهش  این  علت  می یابد.  کاهش 
خطای  تابع  در  زیرا  داد  نسبت  بهینه سازی  انجام  برای  شده  گرفته 
در نظر گرفته شده )رابطه 6(، با اعمال توان 2 به تفاضل مقدار خیز  
محاسباتی و آزمایشگاهی مقادیر بزرگ تر این تفاضل را که عموماً در 
مقادیر بزرگتر خیز رخ می  دهد با تأثیر بیش تری در نظر می گیرد. با 
توجه به تأثیر بیش تر مقادیر بزرگ تر تفاضل در تابع خطا، الگوریتم 
بهینه ساز مقادیر پارامترهای مدل را به گونه ای محاسبه می کند که 
نمودار بار – خیز محاسباتی در نواحی انتهایی به نمودار آزمایشگاهی 

نزدیک شود.
نکته ی دیگری که می توان از نمودارهای ترسیم شده در شکل 9 
بهینه  بینی مدل سخت شوندگی کششی  به دست آورد  دقت پیش 
تیرهای  در  است.  کننده ها  مسلح  مختلف  انواع  برای  آمده  دست  به 
CB6 ،1-1 و CB2-1 که به ترتیب دارای مسلح کننده ی GFRP با 

مدول الاستیسیته 42، 38 و 38 مگاپاسکال هستند، مدل بهینه اثر 
سخت شوندگی کششی را کم تر از واقعیت در نظر می گیرد زیرا نمودار 
به دست آمده با مدل بهینه در ناحیه پس از ترک خوردگی در یک بار 
  B3 و D یکسان خیزهای بیش تری به دست می  دهد.  اما در تیرهای
که به ترتیب دارای مسلح کننده ی GFRP با مدول الاستیسیته 35/63  
و 40  مگاپاسکال هستند، مدل بهینه تأثیر سخت شوندگی را بیش تر 
از واقعیت تخمین می زند زیرا نمودار به دست آمده با مدل بهینه در 
ناحیه پس از ترک خوردگی در یک بار یکسان خیزهای کم تری نسبت 
که   N-212-D1 تیر  در  و  می  دهد  دست  به  نمودارآزمایشگاهی  به 
با مدول الاستیسیته 64/63 گیگاپاسکال   GFRP دارای میلگردهای 
زده  تخمین  واقعیت  به  نزدیک  کششی  سخت شوندگی  اثر  است 
می شود. بنابراین نمی توان بدون بررسی های بیش تر درباره رابطه اثر 
سخت شوندگی کششی با مدول الاستیسیته میلگردهای GFRP در 

این تیرها اظهار نظر نمود.
با   CFRP  کننده ی مسلح  دارای  که   4(-CFRP1)C1 تیر  در 
مدول الاستیسیته 114 گیگاپاسکال است مدل بهینه به دست آمده 
مورد  در  اما  می زند  تخمین  وقعیت  به  نزدیک  را  اثر سخت شوندگی 
الاستیسیته  مدول  با   CFRP  کننده ی مسلح  دارای  که    BC2 تیر 
132 گیگاپاسکال است اثر سخت شوندگی را نزدیک به وقعیت تخمین 

می زند. 
در جدول 4، نتایج آماری علاوه بر داده های کنترل برای تیرهای 
نتایج می توان دریافت  از بررسی و مقایسه  کنترل به دست آمده اند. 
نتایج  نسبت  طبیعی  لگاریتم  میانگین  نیز  کنترل  تیرهای  برای  که 
آزمایشگاهی به محاسباتی که مقدار مطلوب آن صفر است با کاربرد 
و  قابل توجهی در حدود 80 درصد داشته است  بهینه کاهش  مدل 
مقدار میانگین نسبت خیز آزمایشگاهی به محاسباتی به عدد 1 نزدیک 
شده است. علاوه بر این مقایسه نتایج آماری برای داده های کنترل و 
تیرهای کنترل نشان می  دهد که نتایج حاصل از تیرهای کنترل نسبت 
این  علت  و  هستند  نزدیک تر  ایده آل  مقادیر  به  کنترل  داده های  به 
موضوع را می توان به گستردگی مشخصات تیرهای در نظر گرفته شده 
برای استخراج داده های کنترل )از داده های 78 تیر( نسبت به تیرهای 
کنترل )نه تیر( در نظر گرفت که در محاسبه نتایج مربوط به داده های 
کنترل، بررسی ها بر روی 192 داده آزمایشگاهی که به صورت تصادفی 
بار – خیز 78  تیر برداشت شده اند، صورت  از داده های نمودارهای 
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می گیرد اما نتایج مربوط به تیرهای کنترل، براساس داده های مربوط 
به نه تیر می باشند که تیرها به صورت تصادفی انتخاب شده اند و واضح 
است که معادل سازی اثر سخت شوندگی برای 78 تیر با یک مدل، 
ایجاد  تیر  نه  برای  اثر  این  سازی  معادل  به  نسبت  بیش تری  خطای 
با خطای  داده هایی  احتمال حضور  این گستردگی  علاوه  به  می کند 
زیاد را که منجر به افزایش خطای میانگین گزارش شده در این جدول 
می شوند بالا می برد. نمودارهای بار- خیز حاصل از تحلیل غیرخطی با 
مدل اولیه و مدل بهینه را علاوه بر نتایج آزمایشگاهی می توان با روابط 

آیین نامه ای نیز مقایسه نمود. برای این منظور منحنی آزمایشگاهی، 
نتایج  همراه  به  بهینه  مدل  و  اولیه  مدل  با  محاسباتی  های  منحنی 
) ISIS( حاصل از رابطه تحلیلی ارائه شده در آیین نامه طراحی کانادا

]25[و رابطه تحلیلی بیشف1 ]26[ برای تیرهای کنترل در شکل 10 
ترسیم شده اند.   

هر  تیرها،  این  همه ی  برای  که  می  دهد  نشان  بررسی شکل 10 
دو رابطه تحلیلی در نظر گرفته شده مقدار خیز را بیش تر از واقعیت 

1  Bischoff

   

   

    
  خیز آزمایشگاهی با نمودارهای حاصل از تحلیلی غیر خطی و نمودارهای حاصل از روابط تحلیلی –. مقایسه نمودار بار 10کل ش
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شکل 10. مقایسه نمودار بار – خیز آزمایشگاهی با نمودارهای حاصل از تحلیلی غیر خطی و نمودارهای حاصل از روابط تحلیلی
Fig. 10. comparison of Experimental load-deflection curve with curves obtained from nonlinear analysis and closed form 

relations for control beams



نشریه مهندسی عمران امیرکبیر، دوره 52، شماره 11، سال 1399، صفحه 2779 تا 2794

2791

ترک خوردگی  از  پس  را  عضو  سختی  عبارتی  به  یا  می زنند  تخمین 
کم تر از واقعیت تخمین می زنند و محافظه کارانه هستند اما این روابط 
دارای خطای بیش تری نسبت به نتایج حاصل از تحلیل غیرخطی با 
مدل های  سخت شوندگی کششی می باشند که علت این مسئله نیز 
واضح است زیرا در تحلیل غیرخطی، رابطه غیرخطی دقیق تری برای 
 10 شکل  در  می شود.  گرفته  نظر  در  مصالح  کرنش   – تنش  رفتار 
 ]25[  )ISIS( کانادا  طراحی  آیین نامه  رابطه ی  که  می شود  مشاهده 
مقادیر خیز بیش تری نسبت به رابطه ارائه شده توسط بیشف ]26[ به 
 ]25[ )ISIS( دست می آورد و خطای رابطه ی آیین نامه طراحی کانادا
به  بنابراین  است.   ]26[ بیشف  توسط  شده  ارائه  رابطه  ی  از  بیش تر 
طور کلی نتایج حاصل از روابط تحلیلی ارائه شده دارای دقت کم تری 
نسبت به نتایج حاصل از غیرخطی  می باشند، هم چنین نتایج روابط 

تحلیلی برخلاف تحلیل غیرخطی محافظه  کارانه اند.

8- نتیجه گیری
انتقال تنش بین مسلح  از  ناشی  اثر سخت شوندگی کششی که 
کننده ها و بتن در فاصله ی بین ترک ها می باشد را می توان با رابطه 
تنش – کرنش میانگین بتن بعد از ترک خوردگی معادل سازی نمود 
که در تحلیل لایه ای مقطع تیر و یا مدل سازی خرپا به کار می رود. 
در این تحقیق با تحلیل لایه ای مقطع برای تعدادی تیر تحت خمش 
چهار نقطه ای و مقایسه نتایج عددی و آزمایشگاهی خیز در محدوده ی 
بهره برداری، مدل سخت شوندگی کششی ارائه شده توسط شو و جو 
الگوریتم ژنتیک اصلاح  با  از بهینه سازی  با استفاده  در سال 2002 
می شود. از مجموع 87 تیر ، نه تیر )تیرهای کنترل( به صورت تصادفی 
انتخاب شده و برای کنترل نتایج، در محاسبات یافتن مدل بهینه به 
کار نمی روند. حدود 20 درصد از مجموعه داده های مربوط به 78 تیر 
باقی مانده )192 نقطه از 976 نقطه( نیز تحت عنوان داده های کنترل 
و به صورت تصادفی برای کنترل نتایج در نظر گرفته شده و در بهینه 
سازی پارامترهای مدل دخالت داده نمی شوند. بررسی ها نتایج زیر را 

ارائه می  دهد:
مدل  که  می  دهد  نشان  بهینه شده  مدل  و  اولیه  مدل  مقایسه   ·
برای مسلح کننده های  را  اثر سخت شوندگی کششی کم تری  بهینه 
FRP  پیش بینی می کند، می توان نشان داد که مقدار متوسط تابع 

در  ترک خوردگی،  از  بعد  در محدوده ی  اولیه،  تابع  به  نسبت  بهینه 

حدود 78 درصد کاهش داشته است.
· میانگین لگاریتم طبیعی نسبت خیز آزمایشگاهی به محاسباتی 
و  محاسباتی  نتایج  کامل  تطابق  صورت  در  که  کنترل  داده های 
آزمایشگاهی صفر می شود برای مدل اولیه 1/0457 و برای مدل بهینه 
این  بهینه  مدل  در  می  دهد  نشان  که  است  آمده  به دست   0/2668
مقدار به میزان 74 درصد کاهش یافته است. مقدار پارامتر ذکر شده 
با کاربرد مدل بهینه برای تیرهای کنترل نیز کاهش قابل توجهی  در 

حدود 80 درصد داشته است.
· هم مدل اولیه وهم مدل بهینه، برای داده های کنترل، به طور 
میانگین نتایج غیرمحافظه کارانه ای ارائه می دهند زیرا میانگین نسبت 

خیز آزمایشگاهی به محاسباتی برای آن ها بزرگ تر از یک است.
·  مقایسه منحنی های بار- خیز آزمایشگاهی و منحنی های بار- 
خیز تحلیلی نشان می  دهد که تقریباً سختی مقطع ترک نخورده که 
محاسبه  آزمایشگاهی  نتایج  مطابق  است،  نمودار  اولیه  شیب  معادل 
می شود اما بار ترک خوردگی محاسبه شده بیش از بار ترک خوردگی 
آزمایشگاهی است که ناشی از خطای رابطه تنش ترک خوردگی بتن 
در محاسبه لنگر ترک خوردگی و نیز صرف نظر نمودن از وزن بتن 

در محاسبات است.
با  تحلیلی  و  آزمایشگاهی  خیز  بار-  منحنی های  مقایسه   ·
منحنی های به دست آمده از دو روابطه تحلیلی نشان می  دهد که برای 
همه ی تیرها، هر دو رابطه تحلیلی در نظر گرفته شده سختی عضو 
را پس از ترک خوردگی کم تر از واقعیت تخمین می زنند یا به عبارتی 
و  می گیرند  نظر  در  واقعیت  از  کم تر  را  کششی  شوندگی  اثر سخت 
محافظه کارانه هستند اما این روابط نسبت به نتایج تحلیل غیرخطی 
خطای بیش تری دارند که علت آن نیز مدل سازی دقیق تر رفتار تنش-

کرنش مصالح در تحلیل غیرخطی است.
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