
Amirkabir Journal of Civil Engineering

Amirkabir J. Civil Eng., 52(8) (2020) 497-500
DOI: ﻿ 10.22060/ceej.2019.15832.6047

Free vibration analysis of FGM plates with opening and stiffener
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ABSTRACT:  Functionally Graded Materials (FGMs) are kinds of composite materials that due to the 
continuity of mixture of constituent materials as Functionally Graded, have more effective mechanical 
properties than multilayered composite materials. The most common use of these materials is in thin-
walled structures such as plates and shells. Due to some executive needs, make opening and stiffener 
in plates might be necessary. Free vibration of a system is performed only under the influence of initial 
conditions and without any external excitation. A system under free vibration situation vibrates with one 
or more its natural frequencies. If the frequency of vibration caused by the effect of external excitation is 
equal to the one of the natural frequencies of the system, resonance state occurs. In this case, there will 
be a large amplitude fluctuation that can cause fracture of huge structures such as bridges and wings of 
aircrafts. Therefore, in the present study, the effective parameters on free vibration of FGM plates with 
opening and stiffener have been studied. 
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The FGM plate made of ceramic and metal phases that 
properties of materials varies smoothly along the thickness 
(Fig. 1). Using the mixing rule, material properties such as 
modulus of elasticity E, Poisson ratio υ  and mass density ρ  
vary across the thickness and are defined according to the 
Eqs. (1), (2) and (3).
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where ( )cP T  and ( )mP T represent the mechanical 
properties of ceramic and metal phases, respectivey, n is 
the volume fraction index, h is the plate thickness, ( )cV z
and ( )mV z  are volume  fractions of the ceramic and metal, 
respectively [2, 3]. 

In this research, the type of the FGM composite material 
is selected as ceramic-metal (Silicon Nitride (Si3N4)-
Stainless Steel (SUS304)). According to the ASTM-C20 code, 
mechanical properties of these materials, such as Young’s 

modulus, density, and Poisson ratio, are given in Table 1. The 
inner and outer surfaces of the plate are metal and ceramic, 
respectively.

In order to verify the modeling of free vibration analysis 
of FGM plates, a rectangular plate analyzed by finite element 
method [4], was modeled in Abaqus software and and it was 
observed that the results have acceptable accuracy compared 
to the reference. After assuring the method of modeling 
and analyzing of the FGM plate, the properties of each layer 
were calculated according to the mentioned relationships of 
FGM materials. The plates were modeled using a multilayer 
equivalent method in 20 layers with simple and fixed 
boundary conditions [5].

In this study, the issues that were considered less by the 
researchers, have been investigated. To do this, the effect of 
important parameters such as the volume fraction index, 
aspect ratio, thickness and the supporting conditions on the 
natural frequency of the first five modes were determined 
and compared with each other. The results of free vibration 
analysis showed that by increasing the volume fraction index, 
the natural frequencies have decreased, In such a way that 
maximum of the frequency in the metal-rich plate ( n = ∞
) and the minimum of that in the ceramic-rich plate ( 0n = ) 
has occurred. By evaluating the geometrical properties of the 
FGM plate, it was observed that by increasing the thickness 
and aspect ratio of the FGM plate, the natural frequencies 
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Table 1: FGM mechanical properties. 
 

Poisson’s 
Ratio 

Density  
)3kg/m ( 

Elastic Modulus  
)GPa ( 

Materials 
properties 

0.3262 8166 201.04 Stainless Steel 
(SUS304) 

0.23 2370 348.43 Silicon Nitride 
))4N3(Si 

 

  

 
Fig. 1: Schematic of the FGM plate and Cartesian coordinates syste [1]. 

 

  

Fig. 1: Schematic of the FGM plate and Cartesian coordinates syste [1].

Table 1: FGM mechanical properties.

 
Fig. 2: The effect of each parameters on the natural frequencies of the FGM plate. 
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Fig. 2: The effect of each parameters on the natural frequencies of the FGM plate.

 
Fig.  3: The effect of Circular and square openings on the natural frequencies of the FGM plate. 
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Fig.  3: The effect of Circular and square openings on the natural frequencies of the FGM plate.
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was increased and decreased, respectively. According to Fig. 
2, thickness and volume fraction index have the highest and 
lowest effects on the natural frequencies of the FGM plate, 
respectively.

In the following, the effect of the openings on the natural 
frequencies of the FGM plate was investigated. To do this, in 
addition to the ratio of  openings, common types of openings 
such as square and circle have been considered.

Free vibration analysis of FGM plates with opening 
showed that the natural frequencies of the 1 to 4 

modes of  the plate having square opening is more than 
circular opening , which is reversed for the mode 5. Also, 
according to Fig. 3, it is seen that the circular openings 
have greater effects than the square openings on the natural 
frequency. 

In the analysis of free vibration of FGM plates having 
stiffeners, the stiffener properties such as height and thickness 
were studied on the natural frequencies of the first five modes 
and their effects on the natural frequencies were determined 
and compared, together with (Fig. 4). The results of free 
vibration analysis show that the stiffener thickness has a 

greater effect on the natural frequencies of the FGM plate 
than its height.
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Fig. 4: The effect of height and thickness of the stiffeners on the natural frequencies of the FGM plate. 
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Fig. 4: The effect of height and thickness of the stiffeners on the natural frequencies of the FGM plate.
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خلاصه: مواد هدفمند )‌FGM( گونه‌ای از مواد مرکب هستند که به‌واسطه‌ی پیوستگی ترکیب مواد تشکیل‌دهنده به‌صورت 
هدفمند، خواص مکانیکی مؤثر‌تری نسبت به مواد مرکب چند‌لایه دارا می‌باشند. بيش‌ترين كاربرد اين مواد در سازه‌هاي 
جدار نازك نظیر صفحه‌ها و پوسته‌ها می‌باشد. همچنین به دلیل بعضی مسایل اجرایی، ایجاد بازشو و سخت‌کننده در 
ورق‌ها ضرورت می‌یابد لذا در این مقاله به بررسی پارامترهای تاثیرگذار بر روی ارتعاشات آزاد صفحه‌های هدفمند دارای 
بازشو و سخت‌کننده پرداخته شده است. برای این کار، با استفاده از نرم‌افزار آباکوس در ابتدا، اثر پارامترهای مهم نظیر 
شاخص توان حجمی، ابعاد هندسی و شرایط تکیه‌گاهی صفحه مورد تحلیل و بررسی قرار گرفته است. نتایج نشان می‌دهد 
که ضخامت و شاخص توان حجمی به‌ترتیب دارای بیش‌ترین و کم‌ترین میزان تأثیر بر روی فرکانس‌های طبیعی هر یک 
از مدهای صفحه‌ی FGM می‌باشند و با افزایش شرایط تکیه‌گاهی ‌ساده در لبه‌های صفحه )کاهش گیرداری تکیه‌گاهی( 
مقدار فرکانس‌های طبیعی صفحه کاهش یافته است. در ادامه، تأثیر بازشو و سخت‌کننده بر روی فرکانس‌های طبیعی 
صفحه صورت گرفته است که ملاحظه شد بازشوی دایره‌ای تأثیر بیش‌تری بر روی فرکانس طبیعی صفحه نسبت به بازشوی 
مربعی دارد و همچنین، ضخامت سخت‌کننده نسبت به ارتفاع آن دارای اثر بیش‌تری بر روی فرکانس طبیعی صفحه‌ی 

FGM می‌باشد.
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1- مقدمه
ارتعاشات آزاد یک سیستم در اثر اعمال نیروهای ذاتی و لاینفک 
نوسان  خارجی  نیروی  تأثیر  بدون  اولیه  تحریک  یک  تحت  خود 
فرکانس  چند  یا  یک  با  آزاد  ارتعاش  تحت  سیستم  یک  می کند. 
طبیعی خود منتشر می شود، اما در ارتعاشات اجباری که تحت تأثیر 
نیروهای خارجی صورت می پذیرد، اگر فرکانس نیروی محرک بر یکی 
از فرکانس های طبیعی سیستم منطبق شود حالت تشدید )رزونانس( 
با دامنه‌ی بزرگ که می‌تواند  نوسانی  این صورت  اتفاق می افتد. در 
سبب شکست سازه‌های عظیم نظیر پل‌ها و بال هواپیما شود، به‌وجود 

می‌آید.

و  بالا  حرارتی  مقاومت  با  موادي  به‌عنوان  هدفمند  مواد  امروزه 
تنش‌هاي حرارتی پايين شهرت يافته‌اند. کاربرد اين مواد در سازه‌هايي 
که در معرض محيط‌هايي بـا شوک‌هاي حرارتی قرار می‌گيرند، مانند 
به‌منظور  ابتدا  در  مواد  اين  گرچه  است.  مرسوم  فضایي،  سازه‌هاي 
استفاده در سازه‌هاي فضاپيما و رآکتورهاي هسته‌اي طراحي شدند؛ 
آن جمله  از  که  کرده‌اند  پيدا  فراواني  کاربرد  اخير  در سال‌هاي  ولي 
مي‌توان به اجزاي موتورهاي انفجاري، وسايل مغناطيسي، ابزار برش 
و پوشش محفظه‌ی احتراق پيشران موشک نام برد ]1[. اين مواد که 
جزء مواد مرکب جديد دسته‌بندي مي‌شوند، اولين بار توسط گروهي 
از دانشمندان ژاپني ]2, 3[ در سال ۱۹۸۴ توليد شد. شكل معمول 
مواد هدفمند، از سراميک و فولاد تشکيل شده است. سراميک توانايي 

https://www.creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/legalcode
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درجه‌ی  با  محيط‌هايي  در  شديد  حرارتی  بارهاي  مقابل  در  مقاومت 
تنش‌هاي  کاهش  توانايي  فولاد  مقابل  طرف  در  دارد؛  را  بالا  گرماي 
دارا  را  سراميک  خنک‌شدن  اوليه‌ی  مراحل  در  ايجادشده  کششي 
يک  از  مواد  خواص  پيوسته  و  تدريجي  تغييرات  به‌دليل  می‌باشد. 
سطح به سطح ديگر، مواد هدفمند، مشکلات مواد مرکب لايه‌اي نظیر 
ترک‌ها و حفره‌هاي ايجادشده در مرز مشترک لايه‌ها را برطرف كرده 
است و تغييرات تنش در ضخامت بدون شکستگي و به‌صورت هموار 
اتفاق مي‌افتد. با توجه به کاربرد فراوان این مواد، حل دقيق معادلات 
ديفرانسيل حاکم بر آن، اهميت ويژه‌اي پيدا کرده؛ ولي حل دقيق اين 
معادلات به‌دليل پيچيدگي آن‌ها، تنها در مسایل خاص از نظر شکل 
هندسي صفحه، شرايط مرزي، توزيع نيروهاي درون‌صفحه‌ای وارده و 
همساني ماده موجود است و در اکثر مسایل، الزاما بايد از روش‌هاي 
عددي همچون روش‌هاي ريتز1، گلرکين2، سري‌هاي رياضي، اجزاي 

محدود، نوار محدود و تفاضل‌هاي محدود استفاده كرد.
الاستيسيته‌ی  نظريه‌ی  از  استفاده  با   ]4[ همکاران  و  سرينيواز3 
سه‌بعدي خطي به تحليل ارتعاش آزاد صفحه‌های مستطيلي ضخيم 
پرداختند. همچنین وی  تکيه‌گاهي ساده  با شرايط  همگن و لايه‌اي 
]5[، با استفاده از همين نظريه، خمش، ارتعاش و کمانش صفحه‌های 
ضخيم ارتوتروپيک با شرايط تکيه‌گاهي ساده را مورد مطالعه قرار دادند. 
با شرايط  آزاد صفحه‌ی مستطيلي  ارتعاش  به بررسی  لوينسون4 ]6[ 
تکيه‌گاهي ساده و با استفاده از نظريه‌ی الاستيسیته‌ی سه‌بعدي براي 
صفحه‌ای با ضخامت متغير پرداخت. نور5 و بورتو6 ]7[ به بررسي تنش 
و ارتعاش آزاد صفحه‌های مرکب لايه‌اي نامتقارن با لايه‌هاي زاويه‌دار و 
متعامد با بهره جویی از روش دقيق الاستيسیته‌ی سه‌بعدي پرداختند. 
لين7 و کينگ8 ]8[ با استفاده از نظريه‌ی کلاسيک صفحه، به بررسي 
ارتعاش آزاد صفحه‌های نامتقارن لايه‌اي پرداختند و  به روش دقيق، 
متعامد  و  زاويه‌دار  نامتقارن لايه‌اي  آزاد صفحه‌های  ارتعاش  فرکانس 
را به‌دست آورند. گـورمن9 ]9[ تحليل دقيق ارتعاش آزاد صفحه‌های 
ارایه كرد.  را  و گيردار  نظیر ساده  تکيه‌گاه‌هاي مختلط  با  مستطيلي 

1   Ritz
2   Galerkin
3   Srinivas
4   Levinson
5   Noor
6   Burto
7   Lin
8   King
9   Gorman

ايزوتروپيک،  صفحه‌های  ارتعاش  و  پايداري   ]10[ فان11  و  ردي10 
برشي  نظريه‌ی  از  استفاده  با  را  لايه‌اي  صفحه‌های  و  ارتوتروپيک 
مرتبه بالا به روش دقيق تحليل كردند. اسکيوا12 ]11[ با استفاده از 
نظريه‌ی الاستيسيته‌ی سه‌بعدي، نظريه‌ی کلاسيک صفحه‌های لايه‌اي 
)نظريه‌ی کيرشهف( و نظريه‌ی برشي تيموشينکو - ميندلين به حل 
دقيق صفحه‌های ارتوتروپيک، با استفاده از سه ضريب تصحيح برش 
تکيه‌گاه‌هاي  با  صفحه‌ها  اين  کمانش  و  خمش  ارتعاش،  و  پرداخت 
بسامدهای طبیعي  و همکاران ]12[  فریرا13  کرد.  بررسي  را  مفصلي 
شرایط  برای  را  هدفمند  مواد  از  ساخته‌شده  شکل  مربعي  صفحه‌ی 
مرزي مختلف به دست آوردند. حسینی‌هاشمي و همکاران ]13, 14[ 
ازای شرایط  به  را  آزاد صفحه‌ی مستطیلي شکل هدفمند  ارتعاشات 
مرزی مختلف بررسی نموده و پاسخ تحلیلی برای آن به دست آوردند. 
ارتعاشات غیرخطی صفحه‌های هدفمند نیز موضوع تحقیق‌های بسیاری 
آزاد  ارتعاشات  است ]15, 16[. علی‌بیگلو ]17[  بوده  پژوهشگران  از 
صفحه‌ها را با استفاده از نظریه‌ی الاستیسیته‌ی سه‌بعدی توسعه داد 
و با استفاده از مکانیک محیط پیوسته غیرمحلی و روش فضا - حالت 
و بسط سری فوریه، یک فرم حل بسته برای محاسبه‌ی فرکانس‌های 
طبیعی صفحه‌ی مستطیلی با تکیه‌گاه‌های ساده ارایه کرد. ستوده و 
ملک زاده ]18[ ارتعاشات آزاد غیرخطی صفحه‌ی گرافن ارتوتروپیک 
را با استفاده از نظریه‌ی صفحه‌ی غیرمحلی میندلین بررسی کردند و 
با استفاده از روش مربع‌سازی دیفرانسیل، معادلات دیفرانسیل جزئی 
غیرخطی را به دستگاه معادلات مقدار ویژه‌ی جبری غیرخطی کاهش 
دادند و برای حالات مختلف شرایط مرزی پاسخ خود را ارایه کردند. 
تیرهای  آزاد  ارتعاشات   .]19[ حائری‌یزدی  و  شربیانی  اصغری‌فرد 
ساخته‌شده از مواد هدفمند را با در نظر گرفتن اثرات سطحی و مدل 
تیر اولر - برنولی و فرضیات غیرخطی هندسی فون‌کارمن مورد بررسی 
قرار دادند. طالبی‌توتی و همکاران ]20[ ارتعاشات آزاد مخروط مرکب 
از  با سخت‌کننده‌های طولی و محیطی را مورد مطالعه قرار دادند و 
روش المان مجزا براي معادل‌سازي سخت‌کننده‌ها و انرژي براي تحلیل 
ارتعاشات استفاده کردند. به این نتیجه رسیدند که در سرعت پایین، 
حضور سخت‌کننده باعث افزایش فرکانس طبیعی می‌شود. کیدانه14 

10   Reddy
11   Phan
12   Sciuva
13   Ferreira
14   Kidane
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سخت‌کننده‌ها،  معادل‌سازي  روش  از  استفاده  با   ]21[ همکاران  و 
آرایش  با  تقویت‌شده  استوانه‌ای  پوسته‌ی  کمانشی  رفتار  بررسی  به 
ضربدري و افقی پرداختند. آن‌ها از روش انرژي براي به‌دست آوردن 
بار کمانش استفاده کردند و تست تجربی کمانش را بر روي پوسته‌هاي 
استوانه‌اي انجام دادند و نتایج حاصل از آن را با نتایج تحلیل مقایسه 
کردند. مصطفی و علی ]22[ تحلیل ارتعاش آزاد پوسته‌هاي استوانه‌اي 
دارای سخت‌کننده‌های طولی و محیطی را با استفاده از روش انرژي 
مورد مطالعه قرار دادند. آن ها ابتدا انرژي پتانسیل و انرژي جنبشی 
سخت‌کننده‌ها را به صورت مجزا محاسبه کردند و به‌منظور دستیابی 
به معادله‌ی انرژي کل ترم‌هاي مربوط به هر کدام را با هم جمع نموده 

و با استفاده از روش ریلی‌ریتز معادله‌ی فرکانسی را استخراج کردند.
تا  آن شد  بر  پیشین سعی  مطالعات  بررسی  با  پژوهش  این  در  
مواردی که از دید تحلیل‌گران کم رنگ بوده مورد ارزیابی قرار گیرد. 
در ابتدا به طراحی و مدلسازی ماده ‌FGM با بیان کامل‌تر پرداخته 
شد سپس تمام عوامل اثرگذار شامل مشخصات هندسی و مکانیکی 
صفحه‌ی FGM بر روی فرکانس‌های طبیعی مورد تحلیل و مقایسه 
فرکانس‌های طبیعی  بر روی  بازشو  اثر  بعد  قرار گرفت. در مرحله‌ی 
شکل‌های  بازشوها،  درصد  بر  علاوه  و  شد  مطالعه   FGM صفحه‌ی 
متداول در بحث اجرایی) مربعی و دایره‌ای( مورد بررسی قرار گرفت 
بر فرکانس‌های پنج مد اول محاسبه گردید.  آنها  اثرگذاری  و میزان 
در گام آخر با توجه به مشاهدات صورت گرفته در بحث صفحه‌های 
سخت‌کننده)  مشخصات  اثر  بررسی  به  سخت‌کننده،  دارای   FGM

 FGM‌ ارتفاع و ضخامت( بر روی فرکانس‌های پنج مد اول صفحه‌ی
پرداخته شد و میزان اثرگذاری آنها بر روی فرکانس‌ها مورد ارزیابی 

قرار گرفته شد.

2- مبانی و مفاهیم پایه
سیستم مختصات کارتزین )x, y, z( صفحه‌ی FGM )شکل 1( 
ضخامت  راستای  در   z محور  می‌گیرد.  قرار  صفحه  میانی  سطح  در 
گرفته  نظر  در  مثبت  بالا  سمت  به  رو  و   )-h/2 ≤ z ≤ h/2( صفحه 
قرار  صفحه  میانی  سطح  در   x محور  بر  عمود   y محور  و  می‌شود 

می‌گیرد.
از  استفاده  با  هدفمند  صفحه‌های  غیر‌خطی  کشسان  نظریه‌ی 
نظریه‌ی کلاسیک تغییر‌شکل صفحه، توسعه یافته است ]23[. فرض 

می‌شود که صفحه‌ی هدفمند ساخته‌شده از فاز‌های سرامیک و فلز، 
دارای تغییری تدریجی و پیوسته از خواص مواد در راستای ضخامت 
خود باشد. با استفاده از قانون اختلاط، خواص مواد هم‌چون ضریب 
کشسانی، چگالی و نسبت پواسون در سراسر ضخامت متغیر است. این 

تغییر خواص به‌صورت رابطه‌ی )1( تعریف می‌شود.

(z)(T)VP(z)(T)VPP(z, T) mmcc +=  �)1(

که در آن، Pc(T) و Pm(T) به‌ترتیب بیانگر خواص مواد وابسته به 
دمای فازهای سرامیکی و فلزی صفحه‌ی هدفمند می‌باشد و به‌عنوان 

تابعی از دما به‌صورت رابطه‌ی )2( بیان می‌شود ]25, 26[.

( )3
3

2
21

1
10 1 TPTPTPTPPP ++++= −
− �)2(

مواد  دمایی  ضریب‌های   P3 و   P2  ،P1  ،P-1  ،P0 رابطه،  این  در 
حجمی  تابع  به‌ترتیب   Vm(z) و   Vc(z) هستند.  تشکیل‌دهنده 

سرامیک و فلز می‌باشند که رابطه‌ی )3( را برآورده می‌کنند. 

1=+ (z)V(z)V mc �)3(

نوشته  زیر  به‌صورت   )1( رابطه‌ی   ،)3( رابطه‌ی  به  توجه  با 
می‌شود.

][ (T)P(z)V(T)P(T)PP(z, T) mcmc +−= �)4(

بنابراین، می‌توان نتیجه گرفت که:

 




==
==

1
0

(z) V for      (T)       PP(z, T)
(z)Vfor       (T)       PP(z, T)

cc

cm �)5(

 
ی : هندسه و مختصات کارتزین صفحه  FGM  [24 ] .  

  

.]24[ FGM شکل 1 : هندسه و مختصات کارتزین صفحه‌ی
Fig. 1.Cartesian geometry and coordinates of FGM plate 

[24].
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بر اساس شکل 2 می‌توان گفت که نسبت حجمی ماده‌ی سرامیکی 
به‌صورت رابطه‌ی )6( است:

n

c h
zV 






 +

=
α �)6(

 α ضخامت صفحه و h ،شاخص توان حجمی n ،در این رابطه‌ی
که هم جهت  است  مرکز مختصات  تا  فوقانی صفحه  لبه‌ی  فاصله‌ی 
منفی   z محور  جهت  خلاف  و  مثبت   )z( صفحه  عمودی  محور  با 
می‌باشد. به‌عنوان مثال اگر در شکل 2 مبدأ مختصات بر روی لبه‌ی 
 α فوقانی صفحه ]27[ و یا مرکز صفحه ]28[ قرار داشته باشد، مقدار

به‌ترتیب 0 و 0.5h می‌باشد.
ضخامت  راستای  در  فلز  و  سرامیک  اساسی  فاز  دو  درجه‌بندی 

صفحه به‌صورت رابطه‌ی )7( بیان می‌شود.

)7(

 ، mccm ñññ −=  ، mccm õõõ −= رابطه،  این  در 
بر  که  می‌شود  نامیده  توان حجمی  شاخص   n و   mccm EEE −=

نحوه‌ی تغییر مواد در راستای ضخامت صفحه‌ی هدفمند دلالت دارد. 
در پژوهش حاضر، در فرآیند تحلیل هفت مقدار مختلف برای شاخص 
گرفته  نظر  در   ) ∞= , ., ., ., ., ., .n 050201502000 ( حجمی  توان 
شده است که دو مقدار صفر و بی‌نهایت به‌ترتیب به صفحه‌ی کاملًا 
سرامیکی و صفحه‌ی کاملًا فلزی مربوط می‌شود. تغییرات تابع توان 
حجمی z/h+0.5(n(، در راستای ضخامت صفحه )h( برای مقدار‌های 

مختلف n در شکل 3 نشان داده شده است.

 
 . در صفحه   و موقعیت محور مختصات FGMی : نمای شماتیک صفحه  1 شکل  

  

 
 .n(0.5+z/h): تغییرات تابع توان حجمی   2 شکل  
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شکل 2 : نمای شماتیک صفحه‌ی FGM و موقعیت محور مختصات در صفحه .
Fig. 2.Schematic of the FGM plate and coordinate axis position on the plate.

5 
 

 . شودمی بیان( 7) یرابطه  صورتبه صفحه ضخامت راستای رد فلز و سرامیک اساسی  فاز  دو بندیدرجه 

(7 ) 
   

 

υ

2
2

cm cm cm

n

m m m

E(z, T), ρ(z, T), (z, T) E (T), ρ (T), υ (T)

h z  E (T), ρ (T), υ (T)
h

=

+  + 
 

 

mccmرابطه،    این  در υυυ −=  ،mccm ρρρ −=  ،mccm EEE   مواد   تغییر  ینحوه   بر   که  شود می  نامیده   حجمی  شاخص توان  n  و   =−
حجمی   شاخص توان  مقدار مختلف برای  هفت  تحلیل  فرآیند  در  حاضر،  پژوهش  در  .دارد  لتدلا  هدفمند  یصفحه   ضخامت  راستای  در
(= , ., ., ., ., ., .n   و   سرامیکی  کاملاً  یصفحه   به  ترتیبنهایت بهاست که دو مقدار صفر و بی  شده  گرفته  نظر  در(  050201502000

  n  مختلف  های مقدار  برای  (h)  صفحه  ضخامت   راستای  ، درn(0.5+h/z)حجمی    توان  تابع  تغییرات.  شودمی  مربوط  فلزی  کاملاً   یصفحه 
 .است شده  داده  نشان 3 شکل در
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 .n(0.5+z/h): تغييرات تاب  توان حجمی  3 شکل 

 سازی عددی مدل -3

آباکوسنرم  در  هدفمند   مواد  از  شده ساخته  هایصفحه   سازیمدل  برای  حاضر،   پژوهش   در   بعدیسه  1ای پوسته  جزء  از  افزار 
 منظور ارزیابیبه.  [ 2۹] است گردیده ی معادل استفادهسازی مواد هدفمند از روش چندلایهو برای مدل ( S4R) گرهیچهار وجهیچهار
آزاد  پاسخ متر میلی  20×20  بندیشبکه   یاندازه  و(  a/b=1.0, 1.5, 2.0, 2.5)  ابعاد  نسبت  با  هاییصفحه   ،FGM  هایصفحه   ارتعاش 

  ،(a/b)  صفحه  ابعاد   ، نسبت(n)  حجمی  ها، شاخص توانپارامترهای مورد بررسی در صفحه  . [30]  است  شده   گرفته  مورد بررسی قرار
 است.   بودهکننده مرزی، بازشو و سختشرایط ، (h) صفحه ضخامت

 مشخصات مصالح مصرفی   -3-1
  این   مکانیکی   خواص.  است  شده   انتخاب  3نیتریدسیلیکون  -  2استیلاستاینلس  و   سرامیک  -فلز    صورت به  FGM  مواد  اختلاط  نوع

  و   بالا  های است. رویه  شده   آورده  1  جدول  در  ASTM-C20ی  نامهآیین  اساس  بر  پواسون  و نسبت  کشسانی، چگالی  مواد نظیر ضریب
همان  فلز  و  سرامیک   ترتیببه  هاصفحه  پایین است.   راستای  در  مواد  مکانیکی  خواص  توزیع  شد،   بیان  دوم  بخش  در  که  طوربوده 

 . است گرفته صورت ((7ی )توانی )رابطه قانون توزیع یرابطه  اساس بر صفحه ضخامت

 FGM: خواص مکانيکی مواد  1 جدول
 نسبت پواسون   3g/mkچگالی    GPaی    ریب کشسان نوع مواد 

 3262/0 ۸166 0۴/201 استیل )فلز( استاینلس

 
1 Shell 
2 Stainless Steel (SUS304) 
3 Silicon Nitride (Si3N4) 

.)z/h+0.5(n شکل 3 : تغییرات تابع توان حجمی

Fig. 3.Changes in the volume fraction index ( 0.5)nz h + .
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3- مدل‌سازی عددی
در پژوهش حاضر، برای مدل‌سازی صفحه‌های ساخته‌شده از مواد 
هدفمند در نرم‌افزار آباکوس از جزء پوسته‌ای1 سه بعدی چهار‌وجهی 
روش  از  هدفمند  مواد  مدل‌سازی  برای  و   )S4R( چهار‌گرهی 
چندلایه‌ی معادل استفاده گردیده است ]29[ ]27[. به‌منظور ارزیابی 
a/( صفحه‌هایی با نسبت ابعاد ،FGM پاسخ ارتعاش آزاد صفحه‌های

میلی‌متر   20×20 شبکه‌بندی  اندازه‌ی  و   )2.5  ,2.0  ,1.5  ,1.0=b

بررسی  مورد  پارامترهای   .]30[ است  گرفته شده  قرار  بررسی  مورد 
 ،)a/b( ابعاد صفحه  نسبت   ،)n( توان حجمی  در صفحه‌ها، شاخص 

ضخامت صفحه )h(، شرایط مرزی، بازشو و سخت‌کننده بوده است. 

1-3- مشخصات مصالح مصرفی
و  سرامیک   - فلز  به‌صورت   FGM مواد  اختلاط  نوع 
خواص  است.  شده  انتخاب  سیلیکون‌نیترید3   - استاینلس‌استیل2 
پواسون  نسبت  و  چگالی  کشسانی،  ضریب  نظیر  مواد  این  مکانیکی 
بر اساس آیین‌نامه‌ی ASTM-C20 در جدول 1 آورده شده است. 

1   Shell
2   Stainless Steel (SUS304)
3   Silicon Nitride (Si3N4)

است.  بوده  فلز  و  سرامیک  به‌ترتیب  صفحه‌ها  پایین  و  بالا  رویه‌های 
همان‌طور که در بخش دوم بیان شد، توزیع خواص مکانیکی مواد در 
راستای ضخامت صفحه بر اساس رابطه‌ی توزیع قانون توانی )رابطه‌ی 

)7(( صورت گرفته است.

2-3- مشخصات مصالح مصرفی
ابعاد  نسبت  با   4 تا   1 هدفمند  صفحه‌های  هندسی  مشخصات 
مختلف نظیر طول )a(، عرض )b( و ضخامت )h( در جدول 2 آورده 

شده است.

3-3- راستی‌آزمایی
آزاد  ارتعاش  تحلیل  راستی‌آزمایی  به‌منظور  حاضر،  پژوهش  در 
اجزای  تحلیل  به‌صورت  که  مستطیلی  صفحه‌ای   ،FGM صفحه‌ی 
نرم‌افزار  در  بود،  شده  انجام   ]31[ موهانتی5  و  رامو4  توسط  محدود 

آباکوس مدل‌سازی و تحلیل گردید. 
رامو و موهانتی به تعیین فرکانس‌های طبیعی یک صفحه‌ی نازک 
کار خود  نتایج  پرداختند.  محدود  اجزای  روش  از  استفاده  با  همگن 
4   Ramu
5   Mohanty

 FGM: خواص مکانیکی مواد  1 جدول

 

 نسبت پواسون  ( 3g/mkچگالی ) ( GPaی )ضریب کشسان نوع مواد 
 3262/0 8166 04/201 استیل )فلز( استاینلس 

 23/0 2370 43/348 نیترید )سرامیک( سیلیکون 
 

  
 FGMهای : خواص هندسی صفحه 2 جدول

 

ی  شماره 
 صفحه

طول صفحه  
(mm ) 

عرض صفحه 
(mm ) 

نسبت ابعاد صفحه 
(a/b ) 

ضخامت صفحه  
(mm ) 

1 
2 

1000 
1333 

1000 
1000 

1 
33/1 

4،  6،  8،  10،  12 
6 

3 1500 1000 5/1 6 
4 2000 1000 2 6 
5 2500 1000 5/2 6 

 

  

FGM جدول 1 : خواص مکانیکی مواد
Table 1.Mechanical properties of FGM

FGM جدول 2 : خواص هندسی صفحههای
Table 2.Geometric properties of FGM plate



نشریه مهندسی عمران امیرکبیر، دوره 52، شماره 8، سال 1399، صفحه 2025 تا 2042

2030

را با روش دقیق لوی1 مقایسه کردند. پارامترهای هندسی و خواص 
مکانیکی مواد استفاده‌شده در مرجع ]31[ به شرح زیر بود.

در مرجع ]31[، صفحه‌ای مستطیلی به ابعاد 400×600 میلی‌متر 

1   Levy

و شبکه‌‌بندی 8×12 میلی‌متر با ضخامت‌های مختلف که با هر دو روش 
دقیق لوی و روش اجزای محدود مدل‌سازی شده بود، نتایج حاصل از 
بررسی ارتعاش آزاد صفحه با استفاده از نرم‌افزار آباکوس راستی‌آزمایی 
گردید. در جدول‌های 3 تا 6 مقادیر 10 فرکانس طبیعی صفحه برای 
ضخامت‌های 0/625، 12/5، 25 و 50 میلی‌متر نشان داده شده است. 
همان‌طور که مشاهده می‌شود، نتایج حاصل از نرم‌افزار آباکوس دارای 

دقت قابل قبولی در مقایسه با مرجع مورد نظر می‌باشد.

افزار آباکوس و  سازی با نرممتری حاصل از مدل میلی 625/0 فرکانس طبیعی صفحه با ضخامت 10ی مقادیر : مقایسه   3 جدول 
 . [ 31]مرجع 

 

 ( %درصد خطا ) [ 31مرجع ] ( %درصد خطا ) روش دقیق لوی  افزار آباکوسنرم  ی فرکانس شماره 
1 06/136 5/136 32/0 8/135 19/0- 
2 75/261 6/262 32/0 9/259 71/0- 
3 8/419 1/420 07/0 6/417 52/0- 
4 81/472 7/472 02/0- 8/466 28/1- 
5 06/544 2/546 39/0 9/535 52/1- 
6 1/753 35/756 42/0 7/733 64/2- 
7 57/770 85/766 48/0 1/757 77/1- 
8 15/894 9/892 14/0 3/888 65/0- 
9 1017 9/1018 18/0 8/997 92/1- 
10 6/1048 4/1050 17/0 1/1012 61/3- 

 

  

6 
 

 23/0 2370 ۴3/3۴۸ نیترید )سرامیک( سیلیکون

 مشخصات مصالح مصرفی  -3-2
  آورده   2  جدول  ( درh( و ضخامت )b(، عرض )aبا نسبت ابعاد مختلف نظیر طول )  ۴تا    1های هدفمند  مشخصات هندسی صفحه

 . است شده

 FGMهای : خواص هندسی صفحه  2 جدول
  mm خامت صفحه    a/bنسبت ابعاد صفحه    mmعرض صفحه    mmطول صفحه   ی صفحه شماره

1 
2 

1000 
1333 

1000 
1000 

1 
33/1 

۴، 6، ۸، 10 ، 12 
6 

3 1500 1000 5/1 6 
۴ 2000 1000 2 6 
5 2500 1000 5/2 6 

 آزمایی راستی   -3-3

صفحه   تحلیل  آزماییستیرا  منظوربه  حاضر،  پژوهش  در آزاد  مستطیلیصفحه   ، FGMی  ارتعاش  اجزای   تحلیل  صورتبه  که  ای 
   گردید.   تحلیل و سازیمدل آباکوس افزارنرم در بود،  شده انجام [31] 2و موهانتی  1رامو توسطمحدود 

ی نازك همگن با استفاده از روش اجزای محدود پرداختند. نتایج کار خود های طبیعی یک صفحهرامو و موهانتی به تعیین فرکانس
 . بود زیر شرح به [31]مرجع   در شدهاستفاده مواد  نیکیمکا خواص و  هندسی  پارامترهایمقایسه کردند.   3را با روش دقیق لوی

3

0 6 0 4 70
2700 0 3

a .  m, b .  m, E  GPa, 
ρ  kg m ,   υ .
= = =

= =
 

با هر دو    های مختلف کهمتر با ضخامتمیلی  12×۸بندی  متر و شبکه میلی  600×۴00ای مستطیلی به ابعاد  صفحه   ،[31]مرجع    در
 افزار آباکوس نرم   از  استفاده  سازی شده بود، نتایج حاصل از بررسی ارتعاش آزاد صفحه باروش دقیق لوی و روش اجزای محدود مدل

برای ضخامت  10مقادیر    6تا    3های  در جدول  . گردید  آزمایی راستی  متر  میلی  50و    25،  5/12،  625/0های  فرکانس طبیعی صفحه 
مرجع مورد    با   مقایسه  در  قبولی   قابل  دقت   دارای  آباکوس  افزارنرم  از  حاصل   نتایج  شود، می  مشاهده   که  طورهمان.  است  شده   داده   نشان

 . باشدنظر می

 . [31]افزار آباکوس و مرج  سازی با نرممتری حاصل از مدلميلی 625/0 فرکانس طبيعی صفحه با  خامت 10ی مقادیر : مقایسه  3 جدول
   %درصد خطا   [31مرج  ]   %درصد خطا   روش دقيق لوی  افزار آباکوس نرم ی فرکانسشماره

1 06/136 5/136 32/0 ۸/135 1۹/0- 
2 75/261 6/262 32/0 ۹/25۹ 71/0- 
3 ۸/۴1۹ 1/۴20 07/0 6/۴17 52/0- 
۴ ۸1/۴72 7/۴72 02/0- ۸/۴66 2۸/1- 
5 06/5۴۴ 2/5۴6 3۹/0 ۹/535 52/1- 
6 1/753 35/756 ۴2/0 7/733 6۴/2- 
7 57/770 ۸5/766 ۴۸/0 1/757 77/1- 
۸ 15/۸۹۴ ۹/۸۹2 1۴/0 3/۸۸۸ 65/0- 
۹ 1017 ۹/101۸ 1۸/0 ۸/۹۹7 ۹2/1- 

 
1 Ramu 
2 Mohanty 
3 Levy 

کوس و مرجع  افزار آباسازی با نرممتری حاصل از مدل میلی 5/12فرکانس طبیعی صفحه با ضخامت  10ی مقادیر : مقایسه   4 جدول 
[31] . 

 

 ( %درصد خطا ) [ 31مرجع ] ( %درصد خطا ) روش دقیق لوی  افزار آباکوسنرم  ی فرکانس شماره 
1 82/271 1/273 46/0 7/271 04/0- 
2 81/525 2/525 11/0- 8/519 15/1- 
3 88/846 3/840 78/0- 2/835 39/1- 
4 61/967 4/945 34/2- 7/933 63/3- 
5 1/1091 5/1092 12/0 9/1071 79/1- 
6 3/1517 7/1512 30/0- 5/1467 39/3- 
7 1623 7/1533 82/5- 4/1514 17/7- 
8 7/1834 8/1785 73/2- 6/1776 27/3- 
9 8/2065 9/2037 36/1- 2/2024 05/2- 
10 2/2152 9/2100 44/2- 4/2263 91/4 

 

  

جدول 3 : مقایسه‌ی مقادیر 10 فرکانس طبیعی صفحه با ضخامت 0/625 میلی‌متری حاصل از مدل‌سازی با نرم‌افزار آباکوس و مرجع ]31[.
Table 3.Comparison of values of 10 natural frequencies of the plate with a thickness of 0.625 mm obtained from Abaqus and 

reference [21]

جدول 4 : مقایسه‌ی مقادیر 10 فرکانس طبیعی صفحه با ضخامت 12/5 میلی‌متری حاصل از مدل‌سازی با نرم‌افزار آباکوس و مرجع ]31[.
Table 4.Comparison of values of 10 natural frequencies of the plate with a thickness of 12.5 mm obtained from Abaqus and 

reference [21]
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4-3- پارامترهای مورد بررسی
در پژوهش حاضر، به‌منظور ارزیابی پاسخ ارتعاش آزاد صفحه‌های 
FGM از نرم‌افزار اجزای محدود Abaqus استفاده شده است. پس 

از اطمینان از روش مدل‌سازی صفحه‌های هدفمند، نخست، خواص 
هر لایه با استفاده از رابطه‌های حاکم بر مواد FGM محاسبه شد و 
سپس، صفحه‌ها با استفاده از روش چند‌لایه‌ی معادل در 20 لایه با 
شرایط مرزی گیردار و ساده مدل‌سازی گردید ]32[. برای این کار، 

اثر شاخص توان حجمی، نسبت ابعاد صفحه، ضخامت صفحه، شرایط 
مرزی، بازشو و سخت‌کننده مورد توجه قرار گرفته است.

)n( 1-4-3- اثر شاخص توان حجمی
به‌منظور تأثیر شاخص توان حجمی بر فرکانس طبیعی صفحه‌های 
توان  برای شاخص   ∞  ،۵  ،۲  ،۱  ،۰/۵  ،۰/۲  ،۰ مقدار  FGM، هفت 

دارای  بررسی  مورد  صفحه‌های  است.  شده  گرفته  نظر  در  حجمی 

افزار آباکوس و مرجع  رم سازی با ن متری حاصل از مدل میلی  25فرکانس طبیعی صفحه با ضخامت  10ی مقادیر : مقایسه   5 جدول 
[31] . 

 

 ( %درصد خطا ) [ 31مرجع ] ( %درصد خطا ) روش دقیق لوی  افزار آباکوسنرم  ی فرکانس شماره 
1 19/534 2/546 19/2 5/543 71/1 
2 6/1025 4/1050 36/2 7/1039 35/1 
3 7/1648 7/1680 90/1 5/1670 30/1 
4 1872 8/1890 99/0 5/1867 24/0- 
5 2/2099 2185 92/3 7/2143 07/2 
6 2884 4/3025 67/4 1/2935 74/1 
7 3095 4/3067 89/0- 7/3028 18/2- 
8 4/3491 6/3571 24/2 3/3553 74/1 
9 1/3895 9/4075 43/4 3/4048 78/3 
10 1/4033 9/4201 01/4 9/4526 90/10 

 

وس و مرجع  افزار آباکسازی با نرم متری حاصل از مدل میلی  50فرکانس طبیعی صفحه با ضخامت  10ی مقادیر : مقایسه   6 جدول   
[31] . 

 

 ( %)درصد خطا  [ 31مرجع ] ( %درصد خطا ) روش دقیق لوی  افزار آباکوسنرم  ی فرکانس شماره 
1 7/1026 5/1092 02/6 1087 54/5 
2 1/1944 9/2100 46/7 4/2079 50/6 
3 3089 5/3361 10/8 3341 54/7 
4 5/3534 7/3781 53/6 3735 36/5 
5 8/3816 1/4370 6/12 4/4278 78/10 
6 9/5132 8/6050 16/15 2/5870 56/12 
7 3/5812 8/6134 25/5 5/6057 04/4 
8 3/5878 3/7143 70/17 5/7106 28/17 
9 8/6285 82/8151 89/22 4/7982 25/21 
10 9/6826 9/8403 76/18 7/8096 68/15 

 

  

جدول 5 : مقایسه‌ی مقادیر 10 فرکانس طبیعی صفحه با ضخامت 25 میلی‌متری حاصل از مدل‌سازی با نرم‌افزار آباکوس و مرجع ]31[.
Table 5.Comparison of values of 10 natural frequencies of the plate with a thickness of 25 mm obtained from Abaqus and 

reference [21]

جدول 6 : مقایسه‌ی مقادیر 10 فرکانس طبیعی صفحه با ضخامت 50 میلی‌متری حاصل از مدل‌سازی با نرم‌افزار آباکوس و مرجع ]31[.
Table 6.Comparison of values of 10 natural frequencies of the plate with a thickness of 50 mm obtained from Abaqus and 

reference [21]
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گیردار  تکیه‌گاهی  شرایط  و   a=b=1m ابعاد  میلی‌متر،   ۶ ضخامت 
می‌باشند. پس از بررسی فرکانس‌های طبیعی پنج مد اول صفحه‌ها 
که در شکل 4 مشاهده می‌شود با افزایش شاخص توان حجمی مقدار 
فرکانس‌های طبیعی مدها کاهش می‌یابد، به‌طوری که در n=0 دارای 

بیش‌ترین مقدار و در ∞=n دارای کم‌ترین مقدار می‌باشد.

)a/b( 2-4-3- اثر نسبت ابعاد صفحه
به‌منظور بررسی تأثیر نسبت ابعاد، صفحه‌هایی با پنج نسبت ابعاد 
۱، ۱/۳۳، ۱/۵، ۲ و ۲/۵، ضخامت 6 میلی‌متر، شاخص توان حجمی 
1 و شرایط تکیه‌گاهی گیردار تجزیه و تحلیل گردیده است. پس از 
بررسی فرکانس‌های طبیعی پنج مد اول صفحه‌ها )شکل 5(، همان‌طور 
که ملاحظه می‌شود با افزایش نسبت ابعاد مقدار فرکانس‌های طبیعی 

مدها کاهش می‌یابد.

)h( 3-4-3- اثر ضخامت صفحه
با هدف بررسی اثر ضخامت، صفحه‌هایی FGM با پنج ضخامت 

مختلف ۴، ۶، ۸، ۱۰ و ۱۲ میلی‌متر، ابعاد a=b=1m، شاخص توان 
حجمی 1 و شرایط تکیه‌گاهی گیردار مورد تجزیه و تحلیل قرار گرفته 
شده است. پس از بررسی فرکانس‌های طبیعی پنج مد اول صفحه‌ها 
براساس شکل 6 ملاحظه می‌شود که با افزایش ضخامت صفحه مقدار 

فرکانس‌های طبیعی مدها افزایش می‌یابد.

)BC( 4-4-3- اثر شرایط مرزی صفحه
به‌منظور بررسی اثر شرایط تکیه‌گاهی، صفحه‌های FGM با پنج 
a=b=1m، شاخص توان  ابعاد  از نوع شرایط مرزی،  حالت مختلف 
گرفته  قرار  تحلیل  و  تجزیه  مورد  میلی‌متر   ۶ و ضخامت   1 حجمی 
شده است. به منظور شناخت بهتر از نوع شرایط تکیه‌گاهی لبه‌های 
 CL نمادهای  با  به‌ترتیب  ساده  و  گیردار  تکیه‌گاهی  شرایط  صفحه، 
نمادها  این  مقابل  گرفته  قرار  عدد  و  است  شده  داده  نمایش   SI و 
نشان‌دهنده‌ی تعداد این نوع لبه‌ها در صفحه می‌باشد. به‌عنوان مثال 
CL3-SI1 بدین معناست که سه لبه از لبه‌های صفحه دارای شرایط 

مرزی گیردار و یک لبه دارای شرایط مرزی ساده می‌باشد. با توجه 

 
 با مقدارهای مختلف توان شاخص حجمی.  FGMی های طبیعی پنج مد اول صفحه : تغییرات فرکانس  3 شکل  
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mode 1 mode 2 mode 3 mode 4 mode 5
n=0 123.57 252.05 252.05 371.5 452.01
n=0.2 100.07 204.12 204.12 300.86 366
n=0.5 84.57 172.51 172.51 254.26 309.36
n=1 73.749 150.43 150.43 221.72 269.77
n=2 66.01 134.62 134.62 198.42 241.42
n=5 59.85 122.09 122.09 179.94 218.93
n=∞ 52.05 106.18 106.18 156.49 190.4
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شکل 4 : تغییرات فرکانس‌های طبیعی پنج مد اول صفحه‌ی FGM با مقدارهای مختلف توان شاخص حجمی.
Fig. 4.Changes in the natural frequencies of the first five modes of the FGM plate with different amounts of volume fraction 

index
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 صفحه.  ابعاد نسبت  مختلف مقدارهای با FGM هایصفحه  اول  مد  پنج طبیعی هایفرکانس   : تغییرات 4 شکل  

  

0
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175
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mode 1 mode 2 mode 3 mode 4 mode 5
a/b=1 73.75 150.43 150.43 221.72 269.77
a/b=1.33 58.83 98.73 138.45 164.43 175.22
a/b=1.5 55.35 85.47 135.56 136.34 163.55
a/b=2 50.38 65.23 91.75 129.81 131.18
a/b=2.5 48.47 56.99 72.57 95.65 126.04
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شکل 5 : تغییرات فرکانس‌های طبیعی پنج مد اول صفحه‌های FGM با مقدارهای مختلف نسبت ابعاد صفحه.
Fig. 5.Changes in the natural frequencies of the first five modes of the FGM plate with different amounts of aspect ratio

 
 صفحه.  ضخامت  مختلف مقدارهای با FGM هایصفحه  اول  مد  پنج طبیعی هایفرکانس   : تغییرات 5 شکل  
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mode 1 mode 2 mode 3 mode 4 mode 5
h=4 mm 49.18 100.33 100.33 147.91 179.96
h=6 mm 73.75 150.43 150.43 221.72 269.77
h=8 mm 98.31 200.46 200.46 295.38 359.35
h=10 mm 122.83 250.39 250.39 368.85 448.66
h=12 mm 147.32 300.21 300.21 442.06 537.61
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شکل 6 : تغییرات فرکانس‌های طبیعی پنج مد اول صفحه‌های FGM با مقدارهای مختلف ضخامت صفحه.
Fig. 6.Changes in the natural frequencies of the first five modes of the FGM plate with different amounts of plate thickness
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افزایش  با  بیان کرد که  انجام‌شده )شکل 7( می‌توان  بررسی‌های  به 
شرایط تکیه‌گاهی ‌ساده در لبه‌های صفحه )کاهش لبه‌های گیرداری 

صفحه( مقدار فرکانس‌های طبیعی صفحه‌ی FGM کاهش می‌یابد.

5-3- میزان تأثیر هر یک از پارامترهای  هندسی بر فرکانس طبیعی
شده  بحث  پارامترهای  از  یک  هر  تاثیر  میزان  بررسی  به‌منظور 
تکیه‌گاهی(  شرایط  و  ضخامت  ابعاد،  نسبت  حجمی،  توان  )شاخص 

 
 مختلف.  گاهیشرایط تکیه با FGM هایصفحه  اول  مد  پنج طبیعی هایفرکانس   : تغییرات 6 شکل  
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شکل 7 : تغییرات فرکانس‌های طبیعی پنج مد اول صفحه‌های FGM با شرایط تکیه‌گاهی مختلف.
Fig. 7.Changes in the natural frequencies of the first five modes of the FGM plate with different amounts of different support 

conditions

 
 .FGM یصفحه   اول مد پنج طبیعی  هایروی فرکانس  بر پارامترها از یک  هر تعیین ضرایب:  7 شکل  
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.FGM شکل 8 : ضرایب تعیین هر یک از پارامترها بر روی فرکانس‌های طبیعی پنج مد اول صفحه‌ی
Fig. 8.Coefficients of determination, each of the parameters on the natural frequencies of the first five modes of the FGM 

plate
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بر روی فرکانس‌های طبیعی پنج مد اول صفحه‌ی FGM، از ضریب  
تعیینr( 1( استفاده شده است. به‌عنوان مثال اگر r=0.75 باشد بدین 
 x پارامتر  تغییرات  توسط  را   y تغییرات  از  درصد   ۷۵ که  معناست 
 )r(تعیین محاسبه‌ی ضریب  برای  منظور  بدین  داد.  توضیح  می‌توان 

1   Coefficient of Determination

2می‌باشد، نیاز است تا مقدارهای  ˆ( )xyρ که مجذور ضریب همسبتگی
4 و ضریب همسبتگی ( , )x ys s ، انحراف از معیار ( , )x y میانگین3 

به‌ترتیب با استفاده از رابطه‌های )8( تا )13( به دست آورده  ˆ( )xyρ  

2   Correlation Coefficien
3   Mean
4   standard deviation
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.FGM شکل 9 : میزان تأثیر هر یک از پارامترهای  هندسی و مکانیکی بر فرکانس طبیعی پنج مد اول صفحه‌ی
Fig. 9.The effect of each of the geometric and mechanical parameters on the natural frequency of the first five modes of the 

FGM plate.
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توان  )شاخص  اثرگذار  هندسی  پارامترهای   xi رابطه‌ها،  این  در 
حجمی، نسبت ابعاد و ضخامت( بر روی فرکانس‌های ‌طبیعی صفحه 
)y( می‌باشند که فرکانس‌های پنج مد اول صفحه براساس شکل مورد 
اثرگذاری  میزان   8 شکل  به  توجه  با  گرفت.   قرار  بررسی  و  تحلیل 
پارامترهای شاخص توان حجمی، نسبت  از  و ضریب تعیین هر یک 
ابعاد و ضخامت بر فرکانس‌های ‌طبیعی صفحه‌ی FGM نشان داده 
شده است که ملاحظه می‌شود که ضخامت و شاخص توان حجمی به 
ترتیب دارای بیش‌ترین )r=0.99( و کم‌ترین )r=0.24( میزان تأثیر 
بر روی فرکانس طبیعی هر یک از مدهای صفحه‌ی FGM می‌باشند. 
همچنین، در شکل 9 میزان تأثیر هر یک از پارامترها بر فرکانس‌های 

طبیعی به نمایش درآورده شده است.

6-3- صفحه‌های دارای بازشو
فرکانسی صفحه‌های  رفتار  روی  بر  بازشوها  اثر  بررسی  به‌منظور 
قرار  توجه  مورد   )OR2( بازشو  و درصد   )OT1( بازشو  نوع   ،FGM

گرفته است. درصد بازشو بر حسب نسبت مساحت بازشو به مساحت 
بازشو  اثر  بررسی  برای  بیان می‌شود.  رابطه‌ی )14(  به‌صورت  صفحه 
صفحه‌هایی با شاخص توان حجمی ۱، شرایط تکیه‌گاهی گیردار و دو 
1   Opening Type
2   Opening Ratio

نوع بازشوی مربعی و دایره‌ای با درصد ۱، ۲، ۳، ۴ و ۵ درصد استفاده 
شده است که در شکل‌های 10 و 11 شماتیکی از این نوع صفحه‌ها 

نشان داده شده است.

100×=
Platel

opening

A
A

tioOpening Ra �)14(

PlateA مساحت کل  openingA مساحت بازشو و  در این رابطه ، 
صفحه می‌باشد.

هر  طبیعی  فرکانس‌های  تغییرات  میزان  و  مقادیر   7 جدول  در 
یک از مدهای صفحه‌های دارای بازشو قابل مشاهده است. با توجه به 
جدول 8 ملاحظه می‌شود که با افزایش درصد بازشو، مقدار فرکانس 
یافته است.  تا ۵ کاهش  افزایش و در مدهای ۲  اول  طبیعی در مد 

 
ی هدفمند دارای بازشوی  : نمایش شماتیک صفحه  9 شکل  

 ای دایره

 

  

 
ی هدفمند دارای بازشوی  : نمایش شماتیک صفحه  10 شکل  

 مربعی

 

  

شکل 10 : نمایش شماتیک صفحه‌ی هدفمند دارای بازشوی دایره‌ای
Fig. 10.Schematic of FGM plate with a circular opening

شکل 11 : نمایش شماتیک صفحه‌ی هدفمند دارای بازشوی مربعی
Fig. 11.Schematic of FGM plate with a square opening
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بازشوها  یکنواخت  افزایش  با  فرکانس‌ها  تغییرات  شیب  همچنین، 
اضافه  با  مربعی  بازشوی  در  مثال  به‌عنوان  است.  کرده  پیدا  افزایش 
کردن یک درصد بازشو به درصد بازشوی قبلی ۱ به ۲، ۲ به ۳، ۳ به 

۴ و ۴ به ۵ فرکانس طبیعی مد اول به ترتیب ۰/۴۲۸، ۱/۰۳۶، ۱/۰۴۵ 
مشاهده   7 جدول  به  توجه  با  یافت.  خواهد  افزایش  درصد   ۱/۷۵ و 
می‌شود که در مدهای ۱ تا ۴ بازشوی مربعی دارای فرکانس طبیعی 

 . ( کاهش-ای )+( افزایش و ) دارای بازشو مربعی و دایره  FGMهای های طبیعی پنج مد اول صفحه : فرکانس   7 جدول 
 

5=5Or 4=4Or 3=3Or 2=2Or 1=1Or NOr OT 
76.76 75.44 73.36 73.59 73.28 Mode1 

 مربع 

1.75 1.45 1.036 0.428 - )1N+to Or NPrecent Change(Or 
140.84 143.23 145.69 147.98 149.52 Mode2 
-1.67 -1.69 -1.55 -1.3 - )1N+to Or NChange(Or Precent 

140.84 143.23 145.69 147.98 149.52 Mode3 
-1.67 -1.69 -1.55 -1.3 - )1N+to Or NPrecent Change(Or 

211.26 213.05 214.99 217.05 219.27 Mode4 
-0.84 -0.9 -0.95 -1.012 - )1N+to Or NChange(Or 

257.79 260.19 262.22 264.16 266.43 Mode5 
-0.92 -0.77 -0.73 -0.85 - )1N+to Or NChange(Or 

 دایره 

77.40 75.98 74.80 73.93 73.48 Mode1 
1.86 1.57 1.18 0.61 - )1N+to Or NChange Or 

143.15 144.95 146.83 148.56 149.88 Mode2 
-1.24 -1.28 -1.16 -0.88 - )1N+to Or NChange(Or 

143.15 144.96 146.83 148.58 149.88 Mode3 
-1.25 -1.27 -1.17 -0.87 - )1N+to Or NChange(Or 

213.26 214.68 216.17 217.77 219.55 Mode4 
-0.66 -0.69 -0.73 -0.81 - )1N+to Or NChange(Or 

257.25 259.37 261.55 263.88 266.51 Mode5 
-0.82 -0.83 -0.88 -0.98 - )1N+to Or NChange(Or 

 

  

جدول 7 : فرکانس‌های طبیعی پنج مد اول صفحه‌های FGM دارای بازشو مربعی و دایره‌ای )+( افزایش و )-( کاهش.
Table 7.Natural Frequencies The first five modes of FGM plates with square and circular opening  increase (+) and decrease 

(-)

 . ایهای طبیعی با تبدیل بازشوی مربعی به دایره : درصد تغییرات فرکانس   8 جدول 
 

5=5Or 4=4Or 3=3Or 2=2Or 1=1Or Mode 
Number OT 

0.03 0.127 0.24 0.24 0.27 Mode1 

 مربع به دایره 
-0.106 0.331 0.405 0.391 0.451 Mode2 
-0.255 0.548 0.782 0.782 0.594 Mode3 
-0.209 0.76 1.207 1.2 0.718 Mode4 
-0.315 0.947 1.64 1.64 0.83 Mode5 

 

  

جدول 8 : درصد تغییرات فرکانس‌های طبیعی با تبدیل بازشوی مربعی به دایره‌ای.
Table 8.Percentage change of natural frequencies by converting a square opening to a circle
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بیش‌تری نسبت به بازشوی دایره‌ای می‌باشد، این در صورتی است که 
در مد ۵ بالعکس می‌شود.

اثر  مقدار  می‌توان   7 جدول  و   )13( تا   )8( رابطه‌های  براساس 
بازشوهای دایره‌ای و مربعی را بر فرکانس‌های طبیعی هر یک از مدها 
به‌دست آورد که در شکل 12 قابل مشاهده است. همان‌طور که در 
شکل 12 مشاهده می‌شود، ایجاد بازشو در صفحه باعث تأثیراتی بر 
روی فرکانس‌ طبیعی هر یک از مدهای صفحه می‌شود که کم‌ترین و 
بیش‌ترین اثر بازشو به ترتیب بر روی مد اول و مدهای بالاتر می‌باشد. 
طبیعی  فرکانس  روی  بر  بیش‌تری  تأثیر  دایره‌ای  بازشوی  همچنین، 

صفحه نسبت به بازشوی مربعی دارد.

7-3- صفحه‌های دارای سخت‌کننده
به‌منظور بررسی اثر سخت‌کننده بر روی فرکانس طبیعی صفحه‌ی 
با  مختلف  ارتفاع‌های  و  ضخامت‌ها  با  سخت‌کننده‌هایی   ،FGM

 .)13 )شکل  شد  مدل‌سازی   )n=1(  1 برابر  حجمی  توان  شاخص 
به‌منظور بررسی اثر ضخامت، سخت‌کننده‌هایی با ضخامت‌های ۲، ۴، 
۶، ۸ و ۱۰ میلی‌متر و ارتفاع ۶۰ میلی‌متر مدل‌سازی گردید. همچنین 
برای بررسی اثر ارتفاع، سخت‌کننده‌هایی با ارتفاع‌های ۲۰، ۴۰، ۶۰، 
۸۰ و ۱۰۰ میلی‌متر، ضخامت ۶ میلی‌متر نیز مدل‌سازی گردید. جنس 
سخت‌کننده‌ها از فلز و صفحه‌های FGM دارای سخت‌کننده دارای 
و   9 )جدول‌های  نتایج  بررسی  با  می‌باشند.  ساده  تکیه‌گاهی  شرایط 
10( و استفاده از رابطه‌های )8( تا )13( مي‌توان میزان تأثیر ضخامت 
و ارتفاع سخت‌کننده را بر فرکانس طبیعی صفحه بدست آورد. با توجه 
به شکل 14 ملاحظه می‌شود که ضخامت نسبت به ارتفاع سخت‌کننده 

دارای اثر بیش‌تری بر روی فرکانس طبیعی صفحه‌ی FGM دارد.

4- نتیجه‌گیری
هندسی،  پارامترهای  تأثیر  ارزیابی  به‌منظور  حاضر،  پژوهش  در 
 FGM انواع بازشو و سخت‌کننده بر روی رفتار فرکانسی صفحه‌های
از نرم‌افزار اجزای محدود Abaqus استفاده شد. پس از اطمینان از 
روش مدل‌سازی صفحه‌های هدفمند، اثر شاخص توان حجمی، نسبت 

 
 . FGM یصفحه  اول  مد پنج طبیعی  هایفرکانس روی    بر مربعی و  ایدایره  بازشوهای  تعیین ضرایب:  11 شکل  
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 کننده. دارای سخت  FGMی : نمایش شماتیک صفحه  12 شکل  

  

شکل 12 : ضرایب تعیین بازشوهای دایره‌ای و مربعی بر روی فرکانس‌های 
.FGM طبیعی پنج مد اول صفحه‌ی

Fig. 12.Determination coefficients, circular and square 
openings on the natural frequencies of the first five modes 

of the FGM plate

شکل 13 : نمایش شماتیک صفحه‌ی FGM دارای سخت‌کننده.
Fig. 13Schematic of FGM plate with stiffener

 کننده.دارای سخت  FGMی های طبیعی پنج مد اول صفحه کننده بر فرکانس : اثر ضخامت سخت   9 جدول 
 

Mode5 Mode4 Mode3 Mode2 Mode1 t(mm) 
208.09 178.09 161.58 101.04 74.995 2 
212.98 185.41 161.92 101.1 91.039 4 
217.14 187.99 163.06 101.51 100.81 6 
220.65 189.3 165.07 107.41 102.33 8 
223.6 190.1 167.69 112.16 103.54 10 

 

  

 کننده.دارای سخت  FGMی های طبیعی پنج مد اول صفحه کننده بر فرکانس اثر ارتفاع  سخت :   10 جدول 
 

Mode5 Mode4 Mode3 Mode2 Mode1 h(mm) 
198.3 162.52 135.48 101.47 47.21 20 
201.65 177.64 162.98 101.61 72.468 40 
217.14 187.99 163.06 101.51 100.81 60 
264.43 190.9 162.64 119.79 101.07 80 
261.77 192.02 161.52 129.467 100.17 100 

 

  

اول  مد  پنج  طبیعی  فرکانس‌های  بر  سخت‌کننده  ضخامت  اثر   :  9 جدول 
صفحه‌ی FGM دارای سخت‌کننده.

Table 9.Effect of stiffener thickness on the natural frequencies 
of the first five modes of the FGM plate

اول  مد  پنج  طبیعی  فرکانس‌های  بر  سخت‌کننده  ارتفاع   اثر   :  10 جدول 
صفحه‌ی FGM دارای سخت‌کننده.

Table 10.Effect of stiffener height on the natural frequen-
cies of the first five modes of the FGM plate
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انواع بازشو و سخت‌کننده مورد  ابعاد، ضخامت، شرایط تکیه‌گاهی و 
بررسی قرار گرفت. نتایج حاصل از مقایسه و ارزیابی رفتار فرکانسی 

صفحه‌ها به‌طور خلاصه در ادامه بیان شده است.
از  حاکی   FGM صفحه‌های  مدهای  فرکانس  بررسی  نتایج   -
این است که با افزایش پارامتر اثرگذار ماده‌ی هدفمند )شاخص توان 
است،  کرده  پیدا  کاهش  مدها  طبیعی  فرکانس‌های  مقدار  حجمی(، 
و   ) ∞=n ( فلزی  تمام  صفحه‌ی  در  فرکانس  بیشینه‌ی  به‌طوری‌که 
( اتفاق افتاده  0=n کمینه‌ی فرکانس در صفحه‌ی تمام سرامیکی )
است و فرکانس صفحه‌های دیگر بین این دو حالت بیشینه و کمینه 
قرار گرفته است. همچنین، با افزایش هر یک از پارامترهای هندسی 
صفحه شامل نسبت ابعاد و ضخامت مقدار فرکانس‌های طبیعی مدها 

به‌ترتیب کاهش و افزایش می‌یابد.
- با بررسی میزان اثرگذاری خواص مکانیکی و هندسی صفحه‌های 
به‌ترتیب  توان حجمی  و شاخص  که ضخامت  هدفمند ملاحظه شد 
دارای بیش‌ترین )r=0.99( و کم‌ترین )r=0.24( میزان تأثیر بر روی 

فرکانس طبیعی هر یک از مدهای صفحه‌ی FGM می‌باشند.
- با توجه به بررسی‌های انجام‌شده می‌توان بیان کرد که با افزایش 
گیردار  لبه‌های  )کاهش  صفحه  لبه‌های  در  تکیه‌گاهی ‌ساده  شرایط 

صفحه( مقدار فرکانس‌های طبیعی صفحه‌ی FGM کاهش می‌یابد.
- در صفحه‌های هدفمند دارای بازشوی مربعی و دایره‌ای، فرکانس 
طبیعی مدهای ۱ تا ۴ صفحه دارای بازشوی مربعی بیش‌تر از صفحه‌ی 
 ۵ مد  در  که  است  در صورتی  این  می‌باشد،  دایره‌ای  بازشوی  دارای 
بالعکس می‌شود. همچنین، بازشوی دایره‌ای تأثیر بیش‌تری بر روی 

فرکانس طبیعی صفحه نسبت به بازشوی مربعی دارد.

- در صفحه‌های هدفمند دارای سخت‌کننده نیز مشاهده شد که 
روی  بر  بیش‌تری  اثر  دارای  سخت‌کننده  ارتفاع  به  نسبت  ضخامت 
ضریب  مقدار  به‌طوری‌که  دارد.   FGM صفحه‌ی  طبیعی  فرکانس 
تعیین مدهای ۱ تا ۵ صفحه‌ی هدفمند در مدل‌های بررسی‌شده برای 
ارتفاع  ضخامت به‌ترتیب ۰/۸۱، ۰/۸۲، ۰/۹۱، ۰/۸۵ و ۰/۹۸ و برای 

۰/۷۷، ۰/۸۰، ۰/۴۵، ۰/۸۲ و ۰/۸۶ می‌باشد.

5- فهرست علائم
amm ،x طول صفحه در راستای محور
bmm ،y عرض صفحه در راستای محور
EN/m2 ،ضریب کشسانی
hmm ،z ضخامت صفحه در راستای محور
nشاخص توان حجمی

P(z)توزیع خواص مواد
 ،P2 ،P1 ،P-1 ،P0 

P3

ضریب‌های دمایی مواد تشکیل‌دهنده‌ی 
فاز‌های سرامیک - فلز

Pcبیانگر خواص مواد سرامیکی
Pmبیانگر خواص مواد فلزی

rضریب تعیین

xyρضریب همبستگی

YX مقدارهای میانگین,
sx, syانحراف از معیار

Vcتابع حجمی سرامیک
Vmتابع حجمی فلز

wmm ،z تغییر‌مکان در راستای محور
ρkg/m3 ،چگالي
õنسبت پواسون
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