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کاربرد تابع پایه-شعاعی چندربعی در حل مسائل تراوش با الگوریتمی جدید برای بهینه‌سازی 
پارامتر شکل
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خلاصه: دقت روش بدون شبکه چندربعی کاملا به انتخاب پارامتر شکل آن وابسته است. هدف از پژوهش حاضر، پیشنهاد 
یک الگوریتم نوین برای تعیین پارامتر شکل بهینه است، به‌طوری‌که برخی از مشکلات پیشین شامل؛ وابسته بودن به 
تعداد نقاط محاسباتی و یک حل دقیق از مسئله، هزینه بالا و دقت پایین محاسبات، تجربی بودن، همگرا شدن روش‌های 
بهینه‌سازی کلاسیک به نقاط بهینه محلی و دیگر موارد را برطرف نماید. به‌این منظور ضمن معرفی یک تابع هدف جدید، از 
الگوریتم ژنتیک استفاده‌شد و برای سرعت بخشیدن به روند حل آن، حد پایین پارامتر شکل؛ کمینه شعاع نقاط محاسباتی 
با شرط عدم تکینگی ماتریس ضرایب و حد بالای آن؛ بیشینه شعاع پیشنهاد گردید. الگوریتم مذکور از چهار مرحله تشکیل 
می‌شود: 1( تولید پارامتر شکل توسط الگوریتم ژنتیک در بازه پیشنهادشده، 2( تشکیل تابع چندربعی با تعداد پایینی 
از نقاط محاسباتی، 3( تشکیل تابع چندربعی با تعداد بالایی از نقاط محاسباتی و 4( کمینه‌سازی اختلاف جواب توابع 
به‌دست‌آمده از دو مرحله قبل. در الگوریتم فرا ابتکاری حاضر، توزیع‌های یکنواخت و غیریکنواخت منظم از نقاط محاسباتی 
با موفقیت به‌کار رفت و نشان داده‌شد که با آن می‌توان به پارامتر شکلی بهینه‌ و ثابت و نیز مستقل از تعداد نقاط محاسباتی 
برای هندسه‌های دلخواه دست‌یافت. برای صحت‌سنجی نیز مسائلی همگن، ناهمگن و ناهمسان از پدیده تراوش حل شد و 
از فن تجزیه دامنه برای کاهش حجم محاسبات و شبیه‌سازی راحت‌تر میدان‌های ناهمگن و پیچیده استفاده گردید. مقایسه 

نتایج با سایر حل‌های دقیق و عددی، توانایی و دقت بالای الگوریتم پیشنهادی را نشان می‌دهد.
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1- مقدمه
روش بدون شبکه چندربعی1 که عضو خانواده توابع پایه شعاعی2 
و  توپوگرافی  نقشه‌های  تولید  به‌‌منظور  هاردی  توسط  ابتدا  است، 
 1[ شد  معرفی  جغرافیایی  در سطوح  پراکنده  داده‌های  زدن  تقریب 
در  را  توانمند  روش  این  محققین  سایر  هاردی،  ادعای  طبق   .]2 و 
حل معادلات مشتق جزئی با موفقیت به‌کار بردند. هان و همکارانش 
سطح  خصوصیات  ایشان  کردند.  حل  را  عمق  کم  آب‌های  معادلات 
موردی  مثال  در  را  آن  عمق  مقدار  و  سرعت  مؤلفه‌های  شامل  آب 

1   Multiquadric (MQ)
2   Radial basis function (RBF)

بندر تولو3 به‌دست آوردند ]3[ و در سال 2002 یک مدل چندلایه‌ای 
نمودند  ارائه  سه‌بعدی  مد  و  جزر  جریان  مدل‌سازی  و  تحلیل  برای 
پی  نتایج  صحت  به  چین  جنوب  در  پرل4  رودخانه  مدل‌سازی  با  و 
از  استفاده  با  را  پواسون  معادله   2001 سال  در  هاردی   .]4[ بردند 
روش چندربعی حل کرد ]5[. حل معادلات دو و سه‌بعدی استوکس، 
معادله غیرخطی برگر5، معادلات مشتق جزئی جبری6، معادلات موج 
هامیلتون7 و دیگر موارد هم با استفاده از روش مذکور انجام شده‌است 

3   Tolo
4   Pearl
5   Nonlinear Burger’s equation
6   Partial differential algebraic equations
7   Hamiltonian wave equations

https://www.creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/legalcode
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برای  چندربعی  روش  از   ۲۰۱۷ سال  در  همکارانش  و  پاتل   .]6-9[
حل معادله لاپلاس در شبیه‌سازی آبخوان‌های نامنظم آب زیرزمینی 
استفاده کردند. ایشان با بررسی ناهمگنی و شرایط‌مرزی یا هد متغیر، 
تحلیل حساسیت را بر روی گام زمانی، تراکم گره و اندازه میدان انجام 
دادند و نتیجه گرفتند که این روش در دقت و هزینه محاسباتی یک 
شبیه‌ساز بهینه برای آب‌های زیرزمینی است ]10[. روش چندربعی 
قابلیت ترکیب با سایر روش‌های عددی را نیز داراست به‌عنوان‌مثال 
لی و همکارانش در سال ۲۰۱8 ترکیب آن را با روش اختلاف محدود 
از  استفاده  با  و  بردند  به‌کار  حرارت  پخش  و  انتقال  شبیه‌سازی  در 
محدود  اختلاف  روش  از  دقیق‌تر  نتایجی  به  شیشکین1  نقاط  توزیع 

دست یافتند ]11[.
دقت روش چندربعی به عوامل مختلفی بستگی دارد که مهم‌ترین 
آن‌ها پارامتر شکل2 است و تا به امروز، پژوهشگران در تلاش بوده‌اند تا 
روش‌های مختلفی برای بهینه‌سازی آن پیشنهاد دهند. در این زمینه؛ 
کانزا با پیشنهاد روابطی، معادلات بیضوی، سهموی و هذلولوی را در بحث 
دینامیک سیالات محاسباتی حل کرد ]12[. ایشان با آزمایش مقادیر 
مختلف پارامتر شکل دریافتند که مقداری بهینه برای آن وجود دارد ولی 
از معادله‌ای به معادله‌ دیگر متفاوت است و برای آن الگوریتمی بر اساس 
خطای میانگین مربعات نسبت به جواب‌های دقیق ارائه نمودند ]13[. 
سارا خانواده توابع پایه شعاعی را بررسی و با مقایسه خصوصیات و ارتباط 
آن‌ها، تاثیر پارامتر شکل در این روش‌ها را بیان نمود ]14[. روابط تجربی 
هم در سال 2007 در راستای تخمین خطا برحسب پارامتر شکل بهینه، 
عدد وضعیت3 ماتریس ضرایب و پراکندگی نقاط میدان ارائه‌شد ]15 و 
16[. هانگ و همکارانش به‌طور مستقل، با مشاهده‌ این امر که با خطی 
شدن شکل توابع پایه شعاعی دقت این توابع افزایش می‌یابد، پارامتر 
شکل را برای معادلات بیضوی بهینه ساختند. ایشان کران بالایی برای 
بازه اعداد انتخابی پارامتر شکل در نظر گرفتند و این پارامتر را نه در خود 
کران‌های بازه بلکه در مقادیر داخلی آن یافتند ]17[. سانگ و همکارانش 
با رویکردی متفاوت رابطه پارامتر شکل تابع چندربعی را مثلثاتی کردند 
و توانستند دقت آن را بهبود ببخشند ]18[. اسماعیل بیگی و حسینی از 
الگوریتم ژنتیک4 استفاده کردند و بر اساس روش کانزا دستورالعملی برای 
انتخاب پارامتر شکل بهینه در روش چندربعی تنظیم نمودند ]19[. آدین 

1   Shishkin nodes
2   Shape parameter
3   Condition number
4   Genetic Algorithm

نشان داد که روش ریپا ]20[ برای تخمین پارامتر شکل بهینه در مسائل 
وابسته به زمان دارای دقت کافی نمی‌باشد. ایشان روش ریپا را توسعه داد 
و توانست با یک استراتژی جدید دقت مناسبی برای حل مسائل مذکور 
به‌دست آورد ]21[. بی‌آزار و همکارانش در سال 2016 در مورد کران 
بالا و پایین روابط تعیین پارامتر شکل متغیر تحقیق کردند و با معرفی 
یک روش برای تعیین آن حدود توانستند دقت روش چندربعی را افزایش 
دهند ]22[. چن و همکارانش در سال 2018 یک الگوریتم جدید برای 
یافتن پارامتر شکل ارائه دادند این الگوریتم در ابتدا پارامتر شکل بهینه 
را برای مسائلی که حل تحلیلی دارند، به‌دست می‌آورد سپس از آن برای 
مسائل مشابهی که حل تحلیلی ندارند استفاده می‌کند ]23[. البرزی 
تعیین  روش‌های  سایر  از  بالاتر  دقت  با  الگوریتم  یک  در سال 2018 
پارامتر شکل بهینه ارائه داد. در این روش مسئله با تعداد N و N-2 نقطه 
محاسباتی به‌ازای پارامتر شکل‌های مختلفی حل می‌شود و آن پارامتری 
که کمترین اختلاف را بین دو جواب داشته‌باشد بهینه است ]24[. فلاح 
و همکارانش در سال 2018 یک روش سریع برای یافتن پارامتر شکل 
بهینه در روش چندربعی با کاربرد در حل مسائل تراوش ارائه دادند. در 
این الگوریتم از روش نصف کردن بازه پارامتر شکل استفاده می‌شود و 
مقدار بهینه زمانی به‌دست می‌آید که تغییرات پاسخ مسئله نسبت به 

تغییرات پارامتر شکل کمینه باشد ]25[.
مختلف  که روش‌های  فهمید  می‌توان  پیشین  مطالعات  بررسی  با 
در تعیین پارامتر شکل بهینه دارای مشکلاتی مانند 1( تجربی بودن 
روابط برای مسائل خاص، 2( استفاده از روش‌های سعی و خطا به‌همراه 
الگوریتم‌های تکراری و زمان‌بر، 3( وابسته بودن پارامتر شکل به تعداد 
نقاط انتخابی در میدان مسئله، 3( نیاز به وجود یک حل دقیق از مسائل 
بالای  و  پایین  حدود  نبودن  مشخص   )4 شکل،  پارامتر  تعیین  برای 
پارامتر شکل به هنگام استفاده از الگوریتم ژنتیک، 5( افتادن روش‌های 
بهینه‌سازی کلاسیک در دام نقاط بهینه محلی و بازماندن از یافتن نقاط 
بهینه کلی و دیگر موارد هستند. هدف از پژوهش حاضر، پیشنهاد یک 
الگوریتم وفقی نوین برای تعیین پارامتر شکل بهینه در روش چندربعی 
این  در  نماید.  برطرف  را  مذکور  مشکلات  از  برخی  به‌طوری‌که  است 
پیشنهاد از الگوریتم ژنتیک با یک تابع هدف جدید استفاده می‌شود و 
به‌منظور سرعت بخشیدن به روند حل مسئله، بازه‌ای برای پارامتر شکل 
بهینه معرفی می‌گردد. برای صحت‌سنجی آن، مسائلی همگن، ناهمگن و 



نشریه مهندسی عمران امیرکبیر، دوره 52، شماره 4، سال 1399، صفحه 1009 تا 1024

1011

ناهمسان از پدیده تراوش1 موردبحث قرار می‌گیرد. هم‌چنین برای کاربرد 
راحت‌تر روش چندربعی در حل مسائل ناهمگن با هندسه‌های پیچیده 
و کاهش حجم محاسبات، فن تجزیه میدان2 ]26[ مدنظر خواهد بود 

به‌گونه‌ای که مرز ناهمگنی منطبق بر مرز زیرمیدان‌ها باشد.

2- معادله و شرایط‌مرزی حاکم بر پدیده تراوش
 معادله دارسی3 برای محاسبه سرعت متوسط جریان آب در خاک 

اشباع به‌صورت زیر است ]27[:
 اشکال به همراه شماره معادله در متن مقالهارائه معادلات دارای : ججدول 

 MathTypeمعادله تایپ شده در  شماره معادله  مورد 
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و  است  جریان  متوسط  سرعت  بردار   V رابطه،  این  در  که 
مؤلفه‌های آن در میدان‌های دوبعدی و در جهت‌های اصلی مطابق 

رابطه 2 تعریف می‌شوند:
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در رابط K ،1 ماتریس ضریب هدایت هیدرولیکی4 با بعد طول 
بر زمان می‌باشد و در حالت دوبعدی به‌صورت زیر است:
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 صورت: تواند به گونه مسائل می در این   5اجباری   مرزی شرایط 
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1 Hydraulic gradient vector 
2 Laplace equation 
3 Inhomogeneous 
4 Anisotropic 
5  Dirichlet boundary conditions 
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هم‌چنین I بردار شیب هیدرولیکی5 است که از رابطه 4 به‌دست می‌آید:
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در این رابطه، h بار آبی کل )مجموع بار ارتفاع و بار فشار( است.
معادله حاکم بر حرکت آب در خاک )تراوش( در حالت دائمی، 
 )5 )رابطه  پیوستگی  معادله  ترکیب  از  که  است  لاپلاس6  معادله 
ناهمسان8  و  ناهمگن7  دوبعدی  میدان‌های  برای  دارسی  معادله  و 
اصلی  که جهت‌های  به‌شرطی  استخراج می‌شود،   6 رابطه  به شکل 

ناهمسانی با جهت‌های محورهای اصلی مختصات یکی باشند:

1   Seepage
2   Domain decomposition
3   Darcy’s equation
4   Permeability coefficient
5   Hydraulic gradient vector
6   Laplace equation
7   Inhomogeneous
8   Anisotropic
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شرایط‌مرزی اجباری9 در این‌گونه مسائل می‌تواند به‌صورت:

1),( cyxh ii = �)7(

بار  برای  مشخص  و  ثابت  مقداری   1c آن  در  که  شود  تعریف 
خواهدبود.  اجباری  مرز  از   ),( ii yx دلخواه  نقطه  در  کل  آبی 
شرایط‌مرزی طبیعی10 هم به‌صورت رابطه 8 در نظر گرفته می‌شوند.

2c=v.n �)8(

n بردار نرمال عمود بر مرز طبیعی با دو مؤلفه در  که در آن 
2c نیز یک مقدار ثابت و معلوم است. جهت‌های اصلی )رابطه 9( و 
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هم‌چنین با توجه به روابط بیان‌شده می‌توان نوشت:
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3- روش چندربعی
در این روش تعداد N نقطه محاسباتی11 در میدان مسئله در نظر 

9    Dirichlet boundary conditions
10   Neumann boundary conditions
11   Computational point

 

نمایش یک میدان دلخواه با نقاط محاسباتی در روش چندربعی .1شکل   
 

  

شکل 1. نمایش یک میدان دلخواه با نقاط محاسباتی در روش 
چندربعی

Fig. 1. Illustration of an arbitrary domain with computa-
tional nodes of MQ method.
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گرفته می‌شود که هم در درون میدان و هم روی مرزها قرار گرفته‌اند 
)شکل 1(. این نقاط برخلاف روش‌های با شبکه نیاز به ارتباط اولیه 
لذا کاربرد روش چندربعی در هندسه‌های پیچیده  ندارند  با یکدیگر 
و مسائل سه‌بعدی بسیار راحت است و دیگر هزینه‌های پیش‌پردازش 

جهت تعریف شبکه را ندارد.
توزیع نقاط محاسباتی، بسته به نوع هندسه و پدیده موردبررسی، 
می‌تواند به‌صورت یکنواخت یا غیریکنواخت باشد. در این پژوهش پنج 
توزیع مختلف از نقاط محاسباتی مدنظر است. در سه توزیع یکنواخت 
متساوی‌الاضلاع،  مثلث‌های  رئوس  بر  منطبق  به‌ترتیب  نقاط  اول 
مستطیل و لوزی هستند و دو مورد دیگر هم توزیع‌های غیریکنواخت 

منظم با نام‌های فیبوناچی1 و پادوا2 هستند ]28-30[.
به  دوبعدی  مختلف  مسائل  بر  حاکم  پاره‌ای  دیفرانسیل  معادله 
با  معادله  جواب  و  می‌شود  زده  تقریب  زیر  تابع  با  چندربعی  روش 

استفاده از آن در هر نقطه از میدان محاسباتی به‌دست می‌آید:

 اشکال به همراه شماره معادله در متن مقالهارائه معادلات دارای : ججدول 
 MathTypeمعادله تایپ شده در  شماره معادله  مورد 
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ها  jλ  مؤلفه‌های نقاط محاسباتی هستند. 

 )مقاله فارسی( شدهآراییاصلاحات مدنظر نویسندگان پس از مطالعه کامل مقاله ویراستاری و صفحهجدول الف: 
 اصلاحات درخواستی  شماره پاراگراف/شکل/جدول  شماره صفحه مورد 

 وابستگی  1 1
  قم، قم، دانشگاه عمران، مهندسی گروه  مهندسی، و فنی دانشکده) 

 و فنی دانشکده عمران، مهندسی گروه)  تبدیل شود به( .ایران
 (.ایران قم، قم، دانشگاه مهندسی،

 )کم عمق را حل کرده اند( تبدیل شود به )کم عمق را حل کردند.(  6مقدمه، سطر  1 2
 )حل کردند.( تبدیل شود به )حل کرد.(  11مقدمه، سطر  1 3
 )شیشکین( تبدیل شود به( )شیشین  1 2 4
 Genetic algorithm (GA) to (Genetic Algorithm) پانویس  2 5
 to (N-2) (N-2) 10ستون دوم سطر  2 6
 to (V=-KI) (V=-K) (1معادله )  3 7
 توی هم رفته اند.  yو  X ( 10و  6و  3)   تمعادلا 3 8
 ( به )جهت تعریف شبکه(زدن مش)  1سطر  4 9
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 در جای خودش قرار گیرد.پانویس است و   Least squares 4 پانویس  4 14

 فرمول به هم ریخته است. 3عنوان شکل  4 15
 .درست است 2Ω و 1Ω و خط آخر 10خط  4 16
 migration to Migration 1جدول  5 17
 generation to Generation 1جدول  5 18
 ( به )می شود:( .شود می) 8خط  6 19

),( 12خط  6 20 yxf   1به( , )f x y 

),( 14خط  6 21 yxf   2به ( , )f x y 

در رابطه 11، 
نیز مجهولاتی هستند که برای به‌دست آوردن آن‌ها باید تعداد N نقطه 
برهم‌نهی در میدان محاسباتی در نظر گرفته‌شود. دو روش برهم‌نهی3 
و حداقل مربعات4 برای انتخاب این نقاط در میدان محاسباتی وجود 
محاسباتی  نقاط  بر  منطبق  انتخابی  نقاط  برهم‌نهی،  روش  در  دارد. 
این  در  نخواهد‌بود.  این‌گونه  مربعات  حداقل  روش  در  ولی  هستند 
پژوهش از روش اول استفاده می‌شود. لازم‌به‌ذکر است که این نقاط به 
دو بخش نقاط روی مرز و داخل میدان محاسباتی تقسیم می‌شوند، 
نقاط روی مرز برای اعمال شرایط‌مرزی مسئله و نقاط داخل میدان 
هم برای ارضاء معادله دیفرانسیل پاره‌ای حاکم بر میدان محاسباتی 

در نظر گرفته می‌شوند.
برای تعیین سرعت و ارضاء معادله لاپلاس، مشتقات جزئی تابع 

تخمین در روش حاضر به‌ترتیب زیر قابل‌محاسبه خواهدبود:
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1   Fibonacci
2   Padua
3   Collocation
4   Least squares

 اشکال به همراه شماره معادله در متن مقالهارائه معادلات دارای : ججدول 
 MathTypeمعادله تایپ شده در  شماره معادله  مورد 

 to (V=-KI) (V=-K) (1معادله )  1
 توی هم رفته اند.  yو  x ( 10و  6و  3معادلات )  2

 (11معادله )  3

=

−+−+=
N

j
jjj cyyxxyxf

1

222 ))()((1),(  

 به
2 2 2

1
( , ) 1 (( ) ( ) )) /

N

j j j
j

f x y x x y y c
=

= + − + − 

 (12معادله )  4


= −+−+

−
=


 N

j jj

j
i

cyyxx

xxc
yx

x
f

1
222

2

))()((1

)(
),(  

 به
2

2 2 2
1

( )
( , )

1 (( ) ( ) )) /

N
j

i
j j j

c x xf x y
x x x y y c


=

−
=

 + − + −
 

 (13معادله )  5
( )

= −+−+

++−
=


 N

j jj

ii
i

cyyxx

ycyycycc
yx

x
f

1
2/3222

222222

2

2

))()((1

)12(
),(  

 به

( )
2 2 2 2 2 22

3/22 2 2 21

( 2 1)( , )
1 (( ) ( ) )) /

N
i i

i
j j j

c c y c yy c yf x y
x x x y y c


=

− + +
=

 + − + −
 

6   
7   
8   

�)13(

و  ضرایب  ماتریس  در  صفر  درایه‌  قابل‌توجهی  تعداد  ایجاد  برای 
و  کارتزین  غیر  میدان‌های  در  چندربعی  روش  راحت‌تر  اعمال  نیز 
از فن تجزیه میدان به کمک مرزهای  هندسه‌های پیچیده، می‌توان 
میدان‌های  زیر  به  میدان  شدن  تجزیه  با  کرد.  استفاده  مصنوعی 
به‌طور موازی  برای هر زیر میدان  را  باید روش چندربعی  کوچک‌تر، 
زیر  هر  ضرایب  ماتریس  به‌وسیله  را  کلی  ضرایب  ماتریس  و  اعمال 
میدان تشکیل داد. به‌عنوان‌مثال میدان شکل 2 را در نظر بگیرید که با 
یک مرز مصنوعی به دو زیر میدان Ω1 و Ω2 تقسیم و نقاط محاسباتی 
در آن توزیع شده‌اند. در مسائل تراوش ارتباط بین دو زیر میدان از 
طریق نقاط واقع بر مرز مصنوعی و اعمال معادلات بقاء جرم و سرعت 

)روابط 14 و 15( برقرار می‌گردد.

),(),(
21 iiii yxfyxf ΩΩ = �)14(

),(),(
21 iiii yxyx ΩΩ = VV �)15(

 

  و مرز مصنوعیΩ 1 ،Ω 2شکل 2. توزیع نقاط محاسباتی در دو زیر میدان 

 

  

شکل 2. توزیع نقاط محاسباتی در دو زیر میدان Ω 2 ،Ω 1 و مرز مصنوعی
Fig. 2. Distribution of computational nodes in Ω1 and Ω2 

subdomains and artificial boundary.

 

an نقطه برهمنهی بهترتیب در زیر میدانهای  2cn و    ، 1cn (Ω 1  ،Ω 2شکل 3. توزیع تعداد  aGcc n-=nnn 221 +   و مرز مصنوعی ) 

 

  

 نقطه برهم‌نهی به‌ترتیب در زیر 
an 2cn و   ، 1cn شکل 3. توزیع تعداد
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قابل تعداد  ایجاد  درایهبرای  راحت   توجهی  اعمال  نیز  و  ماتریس ضرایب  در  روش  صفر  میدان  چندربعیتر  غیردر  و    های  کارتزین 
پیچیده، میهندسه تجزیه  های  فن  از  م  میدانتوان  مرزهای  کمک  میدانبه  زیر  به  میدان  تجزیه شدن  با  کرد.  استفاده  های صنوعی 
را بهرا برای هر زیر میدان به  چندربعیتر، باید روش  کوچک  ماتریس ضرایب هر زیر   وسیلهطور موازی اعمال و ماتریس ضرایب کلی 

تقسیم و نقاط    2Ωو    1Ωو زیر میدان  را در نظر بگیرید که با یک مرز مصنوعی به د  2شکل  مثال میدان  عنوانمیدان تشکیل داد. به
اند. در مسائل تراوش ارتباط بین دو زیر میدان از طریق نقاط واقع بر مرز مصنوعی و اعمال معادلات بقاء  در آن توزیع شده  محاسباتی

 گردد. ( برقرار می15و  14جرم و سرعت )روابط 
(14) ),(),(

21 iiii yxfyxf  =  

(15) ),(),(
21 iiii yxyx  =VV  

 

 
 و مرز مصنوعی Ω ،2 Ω 1در دو زیر میدان  محاسباتیتوزیع نقاط  .2شکل 

 
شکل این  ) در  محاسباتی  نقاط  کل  تعداد   ،Gn  با برابر   )21 GG nn و    + محاسباتی    ترتیببه  2Gnو    1Gnاست  نقاط  زیر در  تعداد 

یک سری دیگر از نقاط در داخل میدان   مرزیشرایطکه بیان شد، برای اعمال معادلات حاکم و    طورهمان  هستند.  Ω ،2 Ω 1  هایدامنه 
 .گرددمیتوزیع  3و روی مرزها اعم از مرز مصنوعی و واقعی مانند شکل 

 

 
aGccو مرز مصنوعی ) Ω  ،2 Ω 1های در زیر میدان ترتیببه نهیبرهم هطنق anو  1cn ،2cnتوزیع تعداد  .3ل شک n-=nnn 221 +) 

 
 آیند:  دستبه صورت زیر به 3شکل در  شده پخشجه به تعداد نقاط  های ضرایب هر زیر میدان با تواگر پس از پردازش مدل، ماتریس

میدان‌های Ω 2 ،Ω 1 و مرز مصنوعی
Fig. 3. Distribution of collocation nodes in Ω1 and Ω2 sub-

domains and artificial boundary ( 1cn , 2cn  and an ).
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 21 GG nn + ( برابر با  Gn در این شکل، تعداد کل نقاط محاسباتی )
2Gn به‌ترتیب تعداد نقاط محاسباتی در زیر دامنه‌های  1Gn و  است و 
Ω ،1 Ω 2 هستند. همان‌طور که بیان شد، برای اعمال معادلات حاکم 

و شرایط‌مرزی یک سری دیگر از نقاط در داخل میدان و روی مرزها 
اعم از مرز مصنوعی و واقعی مانند شکل 3 توزیع می‌گردد.

با  ماتریس‌های ضرایب هر زیر میدان  از پردازش مدل،  اگر پس 
توجه به تعداد نقاط پخش‌شده در شکل 3 به‌صورت زیر به‌دست آیند:
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ترکیب  معادلات مرز مصنوعی  از  به‌دست‌آمده  ماتریس  با  آن‌گاه 
می‌شود  تشکیل   18 رابطه  مطابق  کلی  ضرایب  ماتریس  و  می‌شوند 
که دارای تعداد قابل‌توجهی درایه صفر است. هم‌چنین استفاده از فن 
تجزیه میدان در روش چندربعی برای حل مسائل ناهمگن تراوش و 
منطبق کردن مرز مصنوعی بر مرزهای ناهمگنی بسیار راهگشا و مؤثر 

است.
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لازم‌به‌ذکر است که فن تجزیه دامنه مشکل متراکم بودن ماتریس 
ضرایب در روش چندربعی را به‌طور کامل حل نمی‌کند و استفاده از 
آن  برای  مفیدی  راه‌حل  می‌تواند  تاثیر  دامنه  یا  ناحیه حمایتی  ایده 

باشد.
پارامتر شکل است. هرچند پژوهش‌های   c تا 13،  در روابط 11 
دقت  این  ولی  تائید می‌کنند  را  روش چندربعی  بالای  دقت  متعدد، 
نیز تلاش‌های متعددی  تاکنون  است.  وابسته  پارامتر شکل  به  کاملا 
برای انتخاب بهینه پارامتر شکل صورت گرفته ولی یک ‌راه‌حل فراگیر 
و جامع برای آن پیشنهاد نشده و هم‌چنان در دست تحقیق است. در 
بخش بعد، یک الگوریتم جدید با هدف پوشش بخشی از نقاط ضعف 

سایر تلاش‌ها، پیشنهاد خواهدشد.

کمک  به  بهینه  شکل  پارامتر  انتخاب  فراابتکاری  روش   -4
الگوریتم ژنتیک

ارتباط  دارای  ریاضی  ازنظر  که  ژنتیک در حل مسائلی  الگوریتم 
روش‌های  برخلاف  هم‌چنین  است  مؤثر  بسیار  نیستند،  فرمولی 
یافتن  از  و  نمی‌افتد  بهینه محلی  نقاط  بهینه‌سازی کلاسیک در دام 
نقاط بهینه کلی بازنمی‌ماند. به‌همین دلایل در پژوهش حاضر برای 
الگوریتم  این  از آن استفاده می‌شود. در  پارامتر شکل بهینه  انتخاب 
متغیر مسئله به‌صورت پیوسته مدل شده‌است و مشخصه‌های آن به 

شرح جدول زیر می‌باشند.
 مسئله مهم و نوین در این رویکرد، تعیین حدود متغیر بهینه‌سازی 
اولین  برای  پژوهش،  این  در  می‌باشد.  مناسب  هدف  تابع  انتخاب  و 
اقلیدسی  با شعاع  مرتبط  رابطه 21،  بهینه،  پارامتر شکل  بار، حدود 
پیشنهاد گردید چراکه این پارامتر با توجه به رابطه 11 بر شعاع بین 
نقاط محاسباتی تاثیرگذار است. برای حد پایین پارامتر شکل از کمینه 
شعاع اقلیدسی با شرط عدم تکینگی ماتریس ضرایب )rmin( و برای 
حد بالای آن از بیشینه شعاع اقلیدسی )rmax( طبق روابط 19 و 20 

 های الگوریتم ژنتیک در پژوهش حاضرمشخصه .1جدول 

Population size Elit count Crossover function Mutation Crossover Migration Generation 
20 1 0.8 Uniform 

Two 
point 

Forward 100 

 

  

جدول 1. مشخصه‌های الگوریتم ژنتیک در پژوهش حاضر
Table 1. GA parameters in present research.
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استفاده گردید.

( )2 2
min min ( ) ( ) , , 1, 2,..., ,i j i jr x x y y i j N i j= − + − = ≠ �)19(

( )2 2
max max ( ) ( ) , , 1, 2,..., ,i j i jr x x y y i j N i j= − + − = ≠ �)20(

[ ]min max,optimomC r r∈ �)21(

تخمین بازه محدودی برای پارامتر شکل بهینه متناسب با هندسه 
مسئله، امری مهم در حداقل نمودن سعی و خطا و سرعت بخشیدن 
به روند حل مسائل در روش چندربعی است. مناسب بودن این بازه 

با حل مثال‌های متنوعی ازجمله مثال‌های بخش 5 به اثبات رسید.
در این پژوهش، مراحل زیر برای انتخاب تابع هدف در نظر گرفته 

می‌شود:
الف( تولید پارامتر شکل توسط الگوریتم ژنتیک در بازه تعریف‌شده 

)]rmin , rmax[(
ب( تشکیل تابع تقریب چندربعی با تعداد نقاط محاسباتی حداقل 

)

 )مقاله فارسی( شدهآراییاصلاحات مدنظر نویسندگان پس از مطالعه کامل مقاله ویراستاری و صفحهجدول الف: 
 اصلاحات درخواستی  شماره پاراگراف/شکل/جدول  شماره صفحه مورد 
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 در جای خودش قرار گیرد.پانویس است و   Least squares 4 پانویس  4 14
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د( محاسبه اختلاف جواب دو تابع تقریب به‌دست‌آمده در مراحل 

)ب( و )ج( و تعریف تابع هدف به‌صورت:
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الگوریتم ژنتیک، پارامتر شکل بهینه را از بازه انتخابی به‌گونه‌ای 
معرفی می‌کند که به‌ازای آن، تابع هدف کمینه شود. لازم‌به‌ذکر است 
که نقاط محاسباتی حداقل و حداکثر یعنی یک حد پایین و یک حد 
بالا از تعداد نقاط محاسباتی هستند که مرزها و داخل میدان مسئله 
تعیین  با قضاوت مهندسی  این حدود می‌توانند  نمایش می‌دهند.  را 

بشوند و حتما نمی‌بایست یک مقدار خاص باشند.
نکته جالب‌توجه این است که برای اولین بار با الگوریتم پیشنهادی 
این پژوهش، پارامتر شکل معرفی‌شده برای هر تعداد نقطه‌ای مابین 
نقاط محاسباتی حداقل و حداکثر ثابت و بهینه است. به‌عبارت‌دیگر، با 
پیشنهاد تابع هدف جدید مطابق رابطه 22، پارامتر شکل به تغییرات 
هرچه  که  است  پرواضح  نخواهدبود.  وابسته  محاسباتی  نقاط  تعداد 
خواهدبود؛  بیشتر  پاسخ‌ها  دقت  باشد،  بیشتر  محاسباتی  نقاط  تعداد 

هرچند که روش چندربعی با حد پایینی از نقاط هم دقت قابل‌قبولی 
پارامتر  بهینه‌سازی  برای  الگوریتم،  این  در  هم‌چنین  می‌دهد.  ارائه 

شکل نیاز به هیچ پاسخ تحلیلی و غیر تحلیلی از مسئله نیست.
پارامتر  تعیین  روی  بر  این ‌پژوهش  پیشنهادی  الگوریتم  تمرکز 
شکل بهینه در روش چندربعی است و به‌طور مستقیم در گسسته‌سازی 
از  چندربعی  روش  اینکه  به  توجه  با  ندارد.  دخالت  مرزی  معادلات 
در  موفقیت  با  هم  قبلا  و  می‌کند  استفاده  مرزی  معادلات  قوی  فرم 

 

فلوچارت روش حل مسائل با روش پیشنهادی این پژوهش  .4شکل   

  

شکل 4. فلوچارت روش حل مسائل با روش پیشنهادی این پژوهش
Fig. 4. Flowchart of the proposed solution approach.
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شبیه‌سازی انواع شرایط‌مرزی به‌کار رفته‌است، مطمئنا تحت الگوریتم 
با مشکل مواجه نمی‌شود. هم‌چنین، در  نیز  این پژوهش  پیشنهادی 
و  ثابت  اجباری  شرایط‌مرزی  شامل  شرایط‌مرزی  انواع  پژوهش  این 
یعنی  هدف  مورد  پدیده  مثال‌های  در  طبیعی  شرایط‌مرزی  و  متغیر 
مطلوب  دقت  آن‌ها  حل  از  پس  و  شده  گنجانده   )5 )بخش  تراوش 
حاصل گردیده‌است. فلوچارت روش پیشنهادی این پژوهش برای حل 

مسائل به روش چندربعی مطابق شکل 4 در نظر گرفته شده‌است.

5- مثال‌های عددی
در این بخش، به‌منظور صحت‌سنجی، چهار مثال از پدیده تراوش 
بررسی می‌شود. مثال شماره یک دارای پاسخ تحلیلی با شرایط‌مرزی 
متنوع برای سنجش پاسخ روش چندربعی تحت الگوریتم پیشنهادی 
در حل  حاضر  روش  توانایی  دادن  نشان  باهدف  مثال‌ها  سایر  است. 
و  ناهمسان  خاک  ناهمگن،  خاک  در  تراوش  از  متنوع‌تر  مسائل 

هندسه‎های پیچیده‌تر ارائه می‌شوند.

5-1- مثال یک
هندسه این مثال همگن و همسان مطابق شکل 5-الف است که 
در آن شرایط‌مرزی S1 تا S4 مطابق روابط 23 تا 26 تعریف و ضریب 

هدایت هیدرولیکی آن برابر یک در نظر گرفته شده‌است.

0( , ) 0xH x y = = �)23(

10( , ) 100sin
10y

xH x y π
=

 =  
 

�)24(

5
( , ) 0x

H x y
x =

∂
=

∂
�)25(

0( , ) 0yH x y = = �)26(

هم‌چنین حل تحلیلی این مسئله به‌صورت زیر می‌باشد:
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(24) 10( , ) 100sin
10y

xH x y 
=

 =  
 

 

(25) 5
( , ) 0x

H x y
x =


=


 

(26) 0( , ) 0yH x y = =  

 باشد: می صورت زیرحل تحلیلی این مسئله به چنینهم

(27) 













=

10
sinh

10
sin

)sinh(
100),( yxyxH 


 

 

     
و  هندسهنمایش شماتیک الف: 

 مرزیشرایط
روش  بار آبی کل به  ب(

 چندربعی 

روش  بار آبی کل به  ج( 
 تحلیلی

سرعت به  ( بردارهاید
 روش چندربعی 

بردارهای سرعت به ( ه
 روش تحلیلی 

 با توزیع نقاط مثلثی یکشماره مثال حل  میدان محاسباتی و نتایج .5 شکل
 

تا نشان داده    انتخاب شد  پنج توزیع مختلف از نقاط محاسباتیتحت الگوریتم این پژوهش،    چندربعیبرای حل این مسئله با روش  
نیستشود   وابسته  نقاط  توزیع  نوع  به  رویکرد  این  توزیع  .  که  سه  بر    ترتیببهنقاط    ،اولیکنواخت  در  مثلثمنطبق  های  رئوس 

های  با ناممنظم  های غیریکنواخت  هستند و دو مورد دیگر هم توزیع  (8شکل  )  و لوزی(  7شکل  )، مستطیل  (6)شکل    الاضلاعمتساوی
بار آبی  نتایج    .استگردیدهارائه    6تا    2  هایجدولدر  هر پنج توزیع  نتایج حاصل از  .  باشندمی(  10شکل  )و پادوا  (  9شکل  )فیبوناچی  

 .استشدهآورده    10تا    7ه و جداول  -5ب تا  -5های  حل تحلیلی در شکل با  مثلثی در مقایسه    صورتبه نقطه    80توزیع    باکل و سرعت  
 دهند. که مشخص است، نتایج دقت بالای روش چندربعی تحت الگوریتم این پژوهش را نشان می طورهمان
 

�)27(

برای حل این مسئله با روش چندربعی تحت الگوریتم این پژوهش، 
پنج توزیع مختلف از نقاط محاسباتی انتخاب شد تا نشان داده شود که 
این رویکرد به نوع توزیع نقاط وابسته نیست. در سه توزیع یکنواخت 
اول، نقاط به‌ترتیب منطبق بر رئوس مثلث‌های متساوی‌الاضلاع )شکل 
6(، مستطیل )شکل 7( و لوزی )شکل 8( هستند و دو مورد دیگر هم 
توزیع‌های غیریکنواخت منظم با نام‌های فیبوناچی )شکل 9( و پادوا 
توزیع در جدول‌های  پنج  از هر  نتایج حاصل  )شکل 10( می‌باشند. 
 80 توزیع  با  سرعت  و  کل  آبی  بار  نتایج  گردیده‌است.  ارائه   6 تا   2
نقطه به‌صورت مثلثی در مقایسه با حل تحلیلی در شکل‌های 5-ب تا 
5-ه و جداول 7 تا 10 آورده شده‌است. همان‌طور که مشخص است، 
نتایج دقت بالای روش چندربعی تحت الگوریتم این پژوهش را نشان 

می‌دهند.

 

    
الف: نمایش شماتیک هندسه 

 مرزیو شرایط
ب( بار آبی کل به روش  

 چندربعی 

ج( بار آبی کل به روش  
 تحلیلی

د( بردارهای سرعت به روش 
 چندربعی 

به روش ه( بردارهای سرعت 
 تحلیلی

 میدان محاسباتی و نتایج حل مثال شماره یک با توزیع نقاط مثلثی .5شکل 
 

  

شکل 5. میدان محاسباتی و نتایج حل مثال شماره یک با توزیع نقاط مثلثی
Fig. 5. Computational domain and results of example 1 using triangular distribution.
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 توزیع نقاط منطبق بر رئوس مستطیل  .7شکل 
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 توزیع نقاط منطبق بر رئوس لوزی .8شکل 
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شکل 7. توزیع نقاط منطبق بر رئوس مستطیل
Fig. 7. Rectangular distribution.

شکل 8. توزیع نقاط منطبق بر رئوس لوزی
Fig. 8. Diamond distribution.

جدول 3. نتایج حل مثال یک با توزیع نقاط مستطیلی
Table 3. Results of example 1 using rectangular distribu-

tion.

جدول 4. نتایج حل مثال یک با توزیع نقاط لوزی
Table 4. Results of example 1 using diamond distribution.

 
 الاضلاع های متساویتوزیع نقاط منطبق بر رئوس مثلث .6شکل 
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شکل 6. توزیع نقاط منطبق بر رئوس مثلث‌های متساوی‌الاضلاع
Fig. 6. Triangular distribution.

جدول 2. نتایج حل مثال یک با توزیع نقاط مثلثی
Table 2. Results of example 1 using triangular distribution. نتایج حل مثال یک با توزیع نقاط مثلثی  .2جدول 

 تعداد نقاط 
پارامتر 

 شکل بهینه

خطای جذر 
میانگین 
 مربعات

عدد وضعیت  
 ماتریس ضرایب 

55 0.25 1.5137 7.16E+07 

80 0.25 1.2374 1.71E+09 

117 0.25 0.2311 1.85E+10 

148 0.25 0.1123 5.38E+10 

179 0.25 0.0416 1.92E+12 

 

  

 نتایج حل مثال یک با توزیع نقاط مستطیلی  .3جدول 

 

 

 تعداد نقاط 
پارامتر شکل 

 بهینه 

خطای جذر 
میانگین 
 مربعات

عدد وضعیت  
 ماتریس ضرایب 

50 0.19412 2.92 2.89E+08 

72 0.19412 0.62325 1.40E+10 

98 0.19412 0.44722 7.52E+11 

128 0.19412 0.05 4.32E+13 

162 0.19412 0.0711 2.52E+15 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 نتایج حل مثال یک با توزیع نقاط لوزی . 4جدول 

 تعداد نقاط 
پارامتر 

 شکل بهینه

خطای جذر 
میانگین 
 مربعات

عدد وضعیت  
ماتریس  
 ضرایب

66 0.17813 0.0744 8.08E+08 

91 0.17813 0.03869 3.52E+10 

120 0.17813 0.017 1.63E+12 

153 0.17813 0.0071 7.72E+13 

190 0.17813 0.0032 3.65E+15 
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جدول 5. نتایج حل مثال یک با توزیع نقاط فیبوناچی
Table 5. Results of example 1 using Fibonacci distribution.

جدول 6. نتایج حل مثال یک با توزیع نقاط پادوا
Table 6. Results of example 1 using Padua distribution.

جدول 7. مقادیر بار آبی در مثال یک با روش چندربعی
Table 7. Pressure head values of example 1 using MQ method.

جدول 8. مقادیر بار آبی در مثال یک با روش تحلیلی
Table 8. Pressure head values of example 1 using analytical 

method.

 
 توزیع نقاط فیبوناچی  .9شکل 
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شکل 9. توزیع نقاط فیبوناچی
Fig. 9. Fibonacci distribution.

 
 توزیع نقاط پادوا .10شکل 
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شکل 10. توزیع نقاط پادوا
Fig. 10. Padua distribution.

نتایج حل مثال یک با توزیع نقاط فیبوناچی  .5جدول   

 

 تعداد نقاط 
پارامتر شکل 

 بهینه 

خطای جذر 
میانگین 
 مربعات

عدد وضعیت  
 ماتریس ضرایب 

66 0.187 0.73467 2.43E+09 

76 0.187 0.08838 6.08E+09 

106 0.187 0.0486 8.68E+11 

146 0.187 0.00404 6.74E+14 

186 0.187 0.000826 3.02E+15 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 نتایج حل مثال یک با توزیع نقاط پادوا  .6جدول 

 تعداد نقاط 
پارامتر شکل 

 بهینه 

خطای جذر 
میانگین 
 مربعات

عدد وضعیت  
 ماتریس ضرایب 

45 0.13412 0.0440 1.44E+08 

66 0.13412 0.0054 1.19E+10 

91 0.13412 0.00136 6.95E+11 

120 0.13412 0.000183 5.39E+13 

153 0.13412 5.046E-5 2.62E+15 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

مقادیر بار آبی در مثال یک با روش چندربعی .7جدول   

x 
y 

0 1 2 3 4 5 

0 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 -0.002 

1 0.001 0.839 1.588 2.180 2.555 2.677 

2 
-

0.001 
1.765 3.350 4.603 5.397 5.656 

3 0.000 2.869 5.451 7.491 8.791 9.228 

4 0.002 4.265 8.099 11.132 13.060 13.710 

5 
-

0.001 
6.092 11.571 15.894 18.638 19.557 

6 0.000 8.540 16.215 22.268 26.088 27.319 

7 
-

0.001 
11.855 22.508 30.902 36.190 37.876 

8 0.002 16.368 31.097 42.712 50.032 52.358 

9 
-

0.001 
22.519 42.837 58.894 68.972 72.133 

10 0.000 30.871 58.784 80.934 95.016 99.411 

 

 

  

 

مقادیر بار آبی در مثال یک با روش تحلیلی .8جدول   

x 
y 

0 1 2 3 4 5 

0 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 

1 0.000 0.855 1.625 2.237 2.630 2.765 

2 0.000 1.794 3.412 4.697 5.522 5.806 

3 0.000 2.912 5.539 7.624 8.963 9.424 

4 0.000 4.320 8.217 11.310 13.296 13.980 

5 0.000 6.158 11.713 16.121 18.952 19.927 

6 0.000 8.608 16.374 22.537 26.493 27.857 

7 0.000 11.915 22.664 31.195 36.672 38.559 

8 0.000 16.408 31.210 42.957 50.499 53.098 

9 0.000 22.534 42.862 58.994 69.352 72.921 

10 0.000 30.902 58.779 80.902 95.106 100.00 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



نشریه مهندسی عمران امیرکبیر، دوره 52، شماره 4، سال 1399، صفحه 1009 تا 1024

1018

بررسی‌شده،  توزیع‌های  انواع  در  می‌شود  مشاهده  که  همان‌طور 
وابسته  برای حل مسئله  انتخابی  نقاط  تعداد  به  بهینه  پارامتر شکل 
برای روش چندربعی  نتیجه بسیار مهم و مفید  امر یک  این  نیست. 
خواهدبود چراکه با الگوریتم پیشنهادی این پژوهش می‌توان به‌راحتی 
آورد  به‌دست  مسئله  هر  برای  نقاط  تعداد  از  مستقل  شکلی  پارامتر 

از  بسیاری  یافت.  دست  موردنظر  دقت  به  نقاط  تعداد  تغییر  با  و 
روش‌های قبل به‌ازای هر تعداد نقطه باید پارامتر شکل را بهینه کنند 
و این مسئله زمان محاسبات را افزایش می‌دهد. هم‌چنین دقت همه 
متفاوت  یکدیگر  به  نسبت  که  هرچند  است  بالا  مذکور  توزیع‌های 

هستند. هم‌چنین عدد وضعیت آن‌ها نیز مطلوب است.

2-5- مثال دو
آن  در  که  است   11 شکل  مطابق  ناهمگن  مثال  این  هندسه 
شرایط‌مرزی S1 تا S4 به‌ترتیب مطابق روابط 28 تا 31 تعریف می‌شود. 
 Ω2 و   Ω1 نواحی  برای  جهت‌ها  همه  در  هیدرولیکی  هدایت  ضریب 

به‌ترتیب برابر 0/001 و 0/0001 متر بر ثانیه است.

3),( =yxH �)28(

1
( , ) 0y

H x y
y =

∂
=

∂
�)29(

2),( =yxH �)30(

جدول 9. مقادیر سرعت در مثال یک با روش چندربعی
Table 9. Velocity values in example 1 using MQ method.

جدول 10. مقادیر سرعت در مثال یک با روش تحلیلی
Table 10. Velocity values in example 1 using analytical 

method.

 
 مرزی مثال شماره دوهندسه و شرایط .11شکل 

 

  

Ω1 Ω2 

 
 نقطه در مثال دو 97توزیع یکنواخت   .12شکل 

 

  

شکل 11. هندسه و شرایط‌مرزی مثال شماره دو
Fig. 11. Geometry and boundary conditions of example 1.

شکل 12. توزیع یکنواخت 97 نقطه در مثال دو
Fig. 12. Uniform distribution of 97 nodes in example 2.
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 مقادیر بار آبی در مثال یک با روش چندربعی  .7جدول 

x 
y 

0 1 2 3 4 5 

0 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 -0.002 

1 0.001 0.839 1.588 2.180 2.555 2.677 

2 -0.001 1.765 3.350 4.603 5.397 5.656 

3 0.000 2.869 5.451 7.491 8.791 9.228 

4 0.002 4.265 8.099 11.132 13.060 13.710 

5 -0.001 6.092 11.571 15.894 18.638 19.557 

6 0.000 8.540 16.215 22.268 26.088 27.319 

7 -0.001 11.855 22.508 30.902 36.190 37.876 

8 0.002 16.368 31.097 42.712 50.032 52.358 

9 -0.001 22.519 42.837 58.894 68.972 72.133 

10 0.000 30.871 58.784 80.934 95.016 99.411  

 ر آبی در مثال یک با روش تحلیلیمقادیر با .8جدول 

x 
y 

0 1 2 3 4 5 

0 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 

1 0.000 0.855 1.625 2.237 2.630 2.765 

2 0.000 1.794 3.412 4.697 5.522 5.806 

3 0.000 2.912 5.539 7.624 8.963 9.424 

4 0.000 4.320 8.217 11.310 13.296 13.980 

5 0.000 6.158 11.713 16.121 18.952 19.927 

6 0.000 8.608 16.374 22.537 26.493 27.857 

7 0.000 11.915 22.664 31.195 36.672 38.559 

8 0.000 16.408 31.210 42.957 50.499 53.098 

9 0.000 22.534 42.862 58.994 69.352 72.921 

10 0.000 30.902 58.779 80.902 95.106 100.00  
 مقادیر سرعت در مثال یک با روش چندربعی  .9دول  ج

x 
y 

0 1 2 3 4 5 

0 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 

1 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.131 

2 0.134 0.134 0.134 0.134 0.134 0.134 

3 0.134 0.134 0.134 0.134 0.262 0.262 

4 0.262 0.262 0.262 0.262 0.262 0.262 

5 0.262 0.262 0.262 0.359 0.359 0.359 

6 0.359 0.359 0.359 0.359 0.359 0.359 

7 0.359 0.359 0.425 0.425 0.425 0.425 

8 0.425 0.425 0.425 0.425 0.425 0.425 

9 0.425 0.436 0.436 0.436 0.436 0.436 

10 0.436 0.436 0.436 0.436 0.436 0.436  

 مقادیر سرعت در مثال یک با روش تحلیلی  .10جدول 

x 
y 

0 1 2 3 4 5 

0 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 

1 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.137 

2 0.137 0.137 0.137 0.137 0.137 0.137 

3 0.137 0.137 0.137 0.137 0.261 0.261 

4 0.261 0.261 0.261 0.261 0.261 0.261 

5 0.261 0.261 0.261 0.359 0.359 0.359 

6 0.359 0.359 0.359 0.359 0.359 0.359 

7 0.359 0.359 0.423 0.423 0.423 0.423 

8 0.423 0.423 0.423 0.423 0.423 0.423 

9 0.423 0.444 0.444 0.444 0.444 0.444 

10 0.444 0.444 0.444 0.444 0.444 0.444  
 

 

15 
 

 مقادیر بار آبی در مثال یک با روش چندربعی  .7جدول 

x 
y 

0 1 2 3 4 5 

0 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 -0.002 

1 0.001 0.839 1.588 2.180 2.555 2.677 

2 -0.001 1.765 3.350 4.603 5.397 5.656 

3 0.000 2.869 5.451 7.491 8.791 9.228 

4 0.002 4.265 8.099 11.132 13.060 13.710 

5 -0.001 6.092 11.571 15.894 18.638 19.557 

6 0.000 8.540 16.215 22.268 26.088 27.319 

7 -0.001 11.855 22.508 30.902 36.190 37.876 

8 0.002 16.368 31.097 42.712 50.032 52.358 

9 -0.001 22.519 42.837 58.894 68.972 72.133 

10 0.000 30.871 58.784 80.934 95.016 99.411  

 ر آبی در مثال یک با روش تحلیلیمقادیر با .8جدول 

x 
y 

0 1 2 3 4 5 

0 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 

1 0.000 0.855 1.625 2.237 2.630 2.765 

2 0.000 1.794 3.412 4.697 5.522 5.806 

3 0.000 2.912 5.539 7.624 8.963 9.424 

4 0.000 4.320 8.217 11.310 13.296 13.980 

5 0.000 6.158 11.713 16.121 18.952 19.927 

6 0.000 8.608 16.374 22.537 26.493 27.857 

7 0.000 11.915 22.664 31.195 36.672 38.559 

8 0.000 16.408 31.210 42.957 50.499 53.098 

9 0.000 22.534 42.862 58.994 69.352 72.921 

10 0.000 30.902 58.779 80.902 95.106 100.00  
 مقادیر سرعت در مثال یک با روش چندربعی  .9دول  ج

x 
y 

0 1 2 3 4 5 

0 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 

1 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.131 

2 0.134 0.134 0.134 0.134 0.134 0.134 

3 0.134 0.134 0.134 0.134 0.262 0.262 

4 0.262 0.262 0.262 0.262 0.262 0.262 

5 0.262 0.262 0.262 0.359 0.359 0.359 

6 0.359 0.359 0.359 0.359 0.359 0.359 

7 0.359 0.359 0.425 0.425 0.425 0.425 

8 0.425 0.425 0.425 0.425 0.425 0.425 

9 0.425 0.436 0.436 0.436 0.436 0.436 

10 0.436 0.436 0.436 0.436 0.436 0.436  

 مقادیر سرعت در مثال یک با روش تحلیلی  .10جدول 

x 
y 

0 1 2 3 4 5 

0 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 

1 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.137 

2 0.137 0.137 0.137 0.137 0.137 0.137 

3 0.137 0.137 0.137 0.137 0.261 0.261 

4 0.261 0.261 0.261 0.261 0.261 0.261 

5 0.261 0.261 0.261 0.359 0.359 0.359 

6 0.359 0.359 0.359 0.359 0.359 0.359 

7 0.359 0.359 0.423 0.423 0.423 0.423 

8 0.423 0.423 0.423 0.423 0.423 0.423 

9 0.423 0.444 0.444 0.444 0.444 0.444 

10 0.444 0.444 0.444 0.444 0.444 0.444  
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دو  و  استفاده‌شد  میدان  تجزیه  روش  از  مسئله  این  حل  برای 
ناهمگنی  مرز  بر  واقع  مصنوعی  مرز  یک  با   Ω2 و   Ω1 میدان  زیر 
توزیع  با  نقطه   ۹۷ تعداد  پاسخ‌ها،  محاسبه  برای  گردید.  ایجاد 
مثلثی )شکل 12( انتخاب شد و بازه اولیه پارامتر شکل هم ]1/9 
و ۱[ به‌دست آمد. نتایج حل این مثال در جدول 11 و شکل 13 

گردیده‌است. ارائه 
برای صحت‌سنجی نیز از نتایج روش حجم محدود مطابق جدول 

12 استفاده‌شده‌است.

3-5- مثال سه
هندسه و شرایط‌مرزی این مثال همانند مثال دو می‌باشد با این 
 

 اصلاحات درخواستی  شماره پاراگراف/شکل/جدول  شماره صفحه مورد 
 شده است؟!حذف  2جدول چرا     8 22

 .درست است 2Ω و 1Ω خط آخر 10 23
 جدول اشتباه است.سایز فونت داخل   11جدول  11 24

 .درست است 2Ω و 1Ω پاراگراف ماقبل آخر 11 25

  ستون اول، پاراگراف آخر 12 26 12 y

x

k
k

 . درست است =

قرار گیرند چون نتایج این مثال   سهبعد از مثال  13و جدول  14شکل  ستون اول 12 27
 هستند. 

قرار گیرند چون نتایج   چهاربعد از مثال  14و جدول  17تا  15شکل  - 13و  12 28
 این مثال هستند.

 سایز فونت داخل جدول اشتباه است. 14جدول  13 29

مربوط به مثال یک است در حالی که قبل از مثال یک قرار   5شکل   7 30
 گرفته است!

لازم و مهم است که اشکال در مقابل جداول مربوط به خود قرار  لطفا:   10و  9و  8 31
 فایل پیوست(فرمت اولیه در گیرند )مطابق 

مربوط به مثال دو است در حالی که قبل از مثال دو  12و  11اشکال   10 32
 قرار گرفته است!

مربوط به مثال سه است در حالی که قبل از  13و جدول  14شکل   12 33
 قرار گرفته است!مثال سه 

مربوط به مثال چهار است در حالی که  14و جدول  17تا  15اشکال   13و  12 34
 قبل از مثال چهار قرار گرفته است!

 مطابق فرمت اولیه مرتب گردد. لذا لطفا در مجموع با تبدیل فرم تک ستونی مقاله به فرم دو ستونی ترتیب محتوای مقاله به هم ریخته است 

 

ناهمسانی دارای  ولی  بوده  همگن  دامنه  محیط  که  تفاوت 
پارامتر  اولیه  بازه  انتخاب شد.  نقطه  تعداد ۲۰۹  برای حل،  می‌باشد. 
شکل به‌صورت ]1/9 و 1/4[ و پارامتر شکل بهینه 1/8168 به‌دست 
آمد. نتایج حل این مثال با رویکرد حاضر در شکل 14 و در مقایسه با 

روش حجم محدود در جدول 13 ارائه گردیده‌است.

4-5- مثال چهار
در این مثال یک هندسه‌ پیچیده‌تر با الگوی سدهای خاکی به‌همراه 

مقادیر پارامتر شکل بهینه در مثال شماره دو .11جدول   

پارامتر شکل  
بهینه برای زیر  

 2Ωناحیه 

پارامتر شکل بهینه 
 1Ωبرای زیر ناحیه 

تعداد  
 نقاط 

5/1  2/1  65 
5/1  2/1  97 

5/1  2/1  130 
 

  

جدول 11. مقادیر پارامتر شکل بهینه در مثال شماره دو
Table 11 Optimum shape parameter values in example 2.

 
 فشار در مثال شماره دو با روش چندربعی خطوط هم .13شکل 

 

  

شکل 13. خطوط هم‌فشار در مثال شماره دو با روش چندربعی
Fig. 13. Pressure contours in example 2 using MQ method.

 (MQ( و چندربعی ) FVبه روش حجم محدود )  مقادیر بار آبی کل برحسب متر در مثال شماره دو .12جدول 

x y H (FV) H (MQ) x y H (FV) H (MQ) 
0.250 0.500 3.000 3.000 1.007 0.500 2.900 2.910 

0.347 0.500 2.990 2.990 1.084 0.500 2.800 2.800 

0.437 0.500 2.980 2.980 1.160 0.500 2.700 2.700 

0.524 0.500 2.970 2.980 1.237 0.500 2.600 2.600 

0.606 0.500 2.960 2.970 1.315 0.500 2.500 2.500 

0.695 0.500 2.950 2.960 1.395 0.500 2.400 2.400 

0.763 0.500 2.940 2.950 1.477 0.500 2.300 2.300 

0.840 0.500 2.930 2.940 1.563 0.500 2.200 2.200 

0.917 0.500 2.920 2.930 1.653 0.500 2.100 2.100 

0.993 0.500 2.910  2.920 1.750 0.500 2.000 2.000 

 

  

)MQ( و چندربعی )FV( جدول 12. مقادیر بار آبی کل برحسب متر در مثال شماره دو به روش حجم محدود
Table 12. Pressure head values of example 2 using FV and MQ methods.
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 S5 ،S4 ،نفوذناپذیر S10 و S9 ،S1 پی مطابق شکل ۱5 انتخاب شد. مرزهای
و S6 آزاد، S2 و S3 متأثر از ارتفاع آب بالادست و S7 و  S8متأثر از ارتفاع 

آب پایین‌دست هستند.
برای حل این مسئله، تعداد 151 نقطه مطابق شکل 16 انتخاب شد. 
همان‌طور که در این شکل مشخص است، روش چندربعی این قابلیت را 
دارد که نقاط محاسباتی در بخشی از میدان که پاسخ مهم‌تر است توزیع 
شوند و محاسبات در آن نواحی با دقت بالاتری صورت گیرد. هم‌چنین 
بهینه آن 2/6192  ]3/0414 و 1/2 [و مقدار  پارامتر شکل  اولیه  بازه 
به‌دست آمد. نتایج حل این مثال با رویکرد حاضر در شکل 17 و در 

 
 بردارهای سرعت در مثال سه با روش چندربعی  .14شکل 

 

  

شکل 14. بردارهای سرعت در مثال سه با روش چندربعی
Fig. 14. Velocity vectors in example 3 using MQ method.

به روش  اندازه سرعت در مثال سه .13جدول  FV و    MQ 

 

x y V (FV) V (MQ) 
0.2501 0.5002 0.000789525 0.00077029 

0.5182 0.5002 0.001259283 0.001228734 

0.6466 0.5002 0.000883665 0.000857811 

0.7645 0.5002 0.000850473 0.00083186 

0.8819 0.5002 0.000848906 0.000825534 

1.0001 0.5002 0.000849079 0.000821334 

1.1179 0.5002 0.000848906 0.000818733 

1.2358 0.5002 0.000850473 0.000828244 

1.3536 0.5002 0.000883665 0.000856491 

1.4814 0.5002 0.001259283 0.001228734 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

MQ و FV جدول 13. اندازه سرعت در مثال سه به روش
Table 13. Velocity values of example 3 using FV and MQ 

methods.

 
 4مرزی مثال شماره هندسه و شرایط .15شکل 

 

  

 
 نقطه در مثال چهار  151توزیع یکنواخت  .16شکل 

 

  

شکل 15. هندسه و شرایط‌مرزی مثال شماره 4
Fig. 15. Geometry and boundary conditions of example 4.

شکل 16. توزیع یکنواخت 151 نقطه در مثال چهار
Fig. 16. Uniform distribution of 151 nodes in example 4.

 

 فشار در مثال چهار با روش چندربعی خطوط هم .17شکل 
 

شکل 17. خطوط هم‌فشار در مثال چهار با روش چندربعی
Fig. 17. Pressure contours in example 4 using MQ method.
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مقایسه با روش حجم محدود در جدول 14 ارائه گردیده‌است.

6- نتیجه‌گیری
الگوریتم  از  استفاده  با  فراابتکاری  رویکرد  یک  پژوهش  این  در 
با هدف  بهینه در روش چندربعی  پارامتر شکل  تعیین  برای  ژنتیک 
بعضی  شد.  پیشنهاد  پیشین  روش‌های  ضعف  نقاط  از  برخی  بهبود 
نوع  مسئله،  بعد  به  بسته  آن‌ها  دقت  و  هستند  تجربی  روش‌ها  از 
مسئله )درون‌یابی یا حل معادلات دیفرانسیل(، شرایط‌مرزی )طبیعی 
متفاوت  غیریکنواخت(  یا  )یکنواخت  نقاط  توزیع  نوع  و  اجباری(  یا 
دیفرانسیل  معادلات  با  مسائل  حل  برای  حاضر  الگوریتم  ولی  است 
و شرایط‌مرزی گوناگون و هندسه‌های مختلف با دقت مناسبی قابل 
دو  و  یکنواخت  توزیع  سه  با  حاضر  رویکرد  هم‌چنین  است.  کاربرد 
توزیع غیریکنواخت منظم از نقاط محاسباتی نیز آزمایش شد و نتایج 
ارائه داد. بعضی روش‌ها به حل دقیق یا یک حل عددی  قابل‌قبولی 
دیگر از مسئله هم‌زمان با روش چندربعی نیاز دارند درحالی‌که تابع 
هدف در این‌ پژوهش به‌گونه‌ای تعیین شد که نیاز به یک حل اولیه از 

مسئله نباشد. روابط پیشین تعیین پارامتر شکل متغیر به‌دلیل ایجاد 
اختلافات بیشتر در درایه‌های ماتریس ضرایب، احتمال کوچک شدن 
عدد وضعیت و بدحالت شدن آن را بالاتر می‌برند و در آن‌ها تعیین 
حد پایین و حد بالای پارامتر شکل‌ها همواره یک چالش بوده‌است. در 
الگوریتم پیشنهادی، شرط بدحالت نشدن ماتریس ضرایب گنجانده 
شده و بازه محدودی برای پارامتر شکل بهینه، متناسب با کمینه و 
بیشینه فاصله بین نقاط محاسباتی یا به عبارتی متناسب با هندسه 
رساندن  حداقل  به  برای  بازه  این  گردیده‌است.  پیشنهاد  مسئله 
سعی‌وخطا و سرعت بخشیدن به روند حل مسائل در الگوریتم حاضر 
مفید واقع شد و در سایر الگوریتم‌ها نیز قابل کاربرد خواهد بود. برای 
اولین بار با الگوریتم پیشنهادی این پژوهش، پارامتر شکل معرفی‌شده 
به‌عبارت‌دیگر،  آمد.  به‌دست  بهینه  و  ثابت  نقطه‌ای  تعداد  هر  برای 
بود  نخواهد  وابسته  نقاط محاسباتی  تعداد  تغییرات  به  پارامتر شکل 
و برخلاف دیگر روش‌ها نیاز به بهینه‌کردن آن برای هر تعداد نقطه 
محاسباتی و صرف هزینه زمانی نیست. هم‌چنین استفاده از الگوریتم 
ژنتیک باعث می‌شود که روش حاضر برخلاف روش‌های بهینه‌سازی 
کلاسیک در دام نقاط بهینه محلی نیافتد که از یافتن نقاط بهینه کلی 
بازبماند. برای ایجاد تعداد قابل‌توجهی درایه‌ صفر در ماتریس ضرایب و 
نیز اعمال راحت‌تر روش چندربعی در شبیه‌سازی میدان‌های ناهمگن 
به کمک  تراوش، فن تجزیه دامنه  و هندسه‌های پیچیده در مسائل 
مشابه  مسائل  برای  و  گرفته‌شد  به‌کار  موفقیت  با  مصنوعی  مرزهای 
نیز توصیه می‌شود. به‌منظور صحت‌سنجی، مسائلی همگن، ناهمگن و 
ناهمسان از پدیده تراوش با کاربرد در بدنه و پی سدهای خاکی مورد 
بررسی قرار گرفت و نتایج به‌دست‌آمده از حل این مسائل در مقایسه 
با نتایج حل دقیق و روش حجم محدود، توانایی و دقت بالای روش 

چندربعی تحت الگوریتم پیشنهادی این پژوهش را نشان داد.
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