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بازیابی شدت منابع آلاینده در رودخانه در دامنه دو بعدی تحت شرایط واقعی
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خلاصه:از سه دهه گذشته تاکنون رویکردها و روش های زیادی بر مبنای حل مسئله معکوس جهت بازیابی تابع 
اما تعداد پژوهش ها  در محیط آب های زیرزمینی مورد بررسی قرار گرفته است،  شدت منابع آلاینده خصوصاً 
در رودخانه ها بسیار محدود است؛ بنابراین ارائه روشی که بتواند هم زمان علاوه بر دقت در شناسایی تابع شدت 
منابع آلاینده در رودخانه، شرایط و حالات پیچیده جریان و بستر را در نظر بگیرد و محدودیت ها را نیز کاهش 
دهد، می تواند مؤثر باشد. در پژوهش حاضر حل معکوس معادله جابه جایی - پراکندگی جهت بازیابی تابع شدت 
منابع آلاینده به حل یک دستگاه معادلات خطی فرامعین از نوع مسئله بدخیم منجر می شود. در این پژوهش با 
استفاده از یک مدل عددی مبتنی بر رویکرد ریاضی ماتریس معکوس بر پایه روش تنظیم تیخونف و نتایج حاصل 
از اصل برهم نهی به بازیابی تابع شدت منابع آلاینده و زمان دقیق رهاسازی آلاینده از منبع پرداخته شده است. 
مدل مذکور به بازیابی توابع شدت زمانی منابع چندگانه آلاینده در حالت  پیچیده پرداخته است. همچنین مدل 
ارائه شده با استفاده از داده های واقعی رودخانه اوهایو واقع در إیالات متحده آمریکا در حالت دو بعدی تحت 
شرایط واقعی جریان صحت سنجی شد. در نهایت نیز چارچوب کلی و عملی جهت کاربرد در شرایط واقعی ارائه 
شد. نتایج محاسبات نشان داد که مدل معکوس مذکور به  خوبی قادر است با کمترین اطلاعات پایین دست و 
سطح خطای بالا در برداشت  داده های میدانی، توابع شدت منابع آلاینده را در هر نقطه از رودخانه بازسازی کند.
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1- مقدمه
انسان  زندگی  اساسی  چالش های  جزء  آب  منابع  کمبود  امروزه 
و سایر موجودات زنده است، آلودگی این منابع کم و محدود نیز به 
 نوبه ی خود حائز اهمیت دوچندان است. تا به امروز برای فائق آمدن 
بر این مشکلات قوانین و مقرراتی وضع شده است تا بتواند بر نحوه ی 
تخلیه آلودگی در پهنه های آبی مانند رودخانه ها نظارت و دقت نظر 
داشته باشد؛ اما این قوانین به تنهایی نتوانسته مانع از رشد روزافزون 
نظارتی  خلأهای  وجود  که  است  واضح  شود؛  آب  منابع  آلودگی 

حیطه  این  در  کاربردی  نظارت  و  محاسبات  قدرت  نبود  نوعی  به  و 
مهم، دست خاطیان را برای آلوده نمودن هرچه بیشتر منابع آب از 
جمله رودخانه ها باز گذاشته است. به هرحال وجود صنایع تولیدی و 
کارخانه ها در مسیر رودخانه ها به آلودگی سریع رودخانه ها می انجامد 
و روش هایی که بتواند به تشخیص زمان و مقدار رهاسازی آلاینده از 
هرکدام از این منابع آلاینده )صنایع تولیدی و غیره( بپردازد، می تواند 

خلأهای نظارتی و مدیریتی را تا حد زیادی بهبود بخشد.
روش های مورد استفاده جهت یافتن معکوس زمان و مکان آلاینده 
رها شده در رودخانه ها، بالغ بر سه دهه قدمت پژوهشی دارند. هرکدام 

https://www.creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/legalcode
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مطالعه،  برای  نظر  مد  فرضیات حل، محیط  لحاظ  از  این روش ها  از 
واقعی جریان  و  فرضی  گرفتن شرایط  نظر  در  و  پیچیدگی های حل 
دارای ویژگی ها و خصوصیات خاص به خود هستند. تحقیقات انجام 
انتقال جرم ماده آلاینده در  شده جهت حل مسئله معکوس معادله 
کرد؛  بیان  می توان  رویکردهایی  و  روش ها  قالب  در  را  دهه  سه  این 
بنابراین تمامی مطالعات و پژوهش های انجام گرفته در سه رویکرد زیر 

دسته بندی می شوند ]1[:
1. حل مسئله معکوس به صورت یک مسئله شبیه سازی - 

بهینه سازی1
۲. حل مسئله معکوس با استفاده از روش های احتمالاتی و 

زمین آماری۲
3. حل مسئله معکوس با استفاده از روش های ریاضی3

در رویکرد اول ترکیب یک الگوریتم بهینه سازی با سایر روش های 
معکوس  حل  جهت  هیدرودینامیک  و  انتقال  معادلات  عددی  حل 
روش،  این  معایب  مهم ترین  جمله  از  می گیرد.  قرار  استفاده  مورد 
با  بازگشتی و احتیاج به کامپیوترهای  غیریکتا بودن جواب های حل 
بالا  عیب  آن،  به  تناسب  که  است  مسئله  حل  جهت  قوی  پردازنده 
بودن هزینه های محاسباتی را به دنبال دارد. همچنین به عنوان مزیت 
می توان به کاربرد مناسب این روش در محیط های با مقیاس بزرگ 
ترکیب  از   )۲005(  Sayeed و   Mahinthakumar کرد.  اشاره 
روش های بهینه سازی مربوط به پیدا کردن مینیمم نسبی با الگوریتم 
کردند،  ارائه  آلاینده  منابع  تشخیص  را جهت  روش جدیدی  ژنتیک 
آن ها دریافتند که روش های ترکیبی از روش هایی که به تنهایی برای 
یافتن مینیمم نسبی و مطلق مورد استفاده قرار می گیرند، بهتر عمل 
سوپر  از  ابداعی  روش  منظور صحت سنجی  به  نهایتاً  آن ها  می کنند. 
ترکیب  با   )۲006(  Datta و   Singh نمودند]۲[.  استفاده  کامپیوتر 
مدل مستقیم4 انتقال جرم ماده آلاینده و بهینه سازی الگوریتم ژنتیک، 
مسئله معکوس را جهت تشخیص منابع آلاینده در آب زیرزمینی حل 
منابع  تعداد  لحاظ  از  آن ها سناریوهای مختلفی  پژوهش  در  نمودند. 
اندازه گیری های  آن ها  نظر گرفته شد.  نقاط مشاهداتی در  و  آلاینده 
برای محاسبه  و  بردند  بکار  بهینه سازی  را در  مکانی و زمانی غلظت 

1  Simulation optimization method
2  Geostatistical approach
3  Direct method
4  Forward model

کردند.  استفاده  پتانسیل5  منابع  تمام  روش  از  آلاینده  منابع  مکان 
آن ها نتیجه گرفتند که روش مورد استفاده می تواند در حل مسئله 
آن ها  روش  در  اساسی  محاسباتی  ابزار  کند،  ارائه  را  مطمئنی  نتایج 
استفاده از کامپیوترهای با پردازنده قوی جهت حل مسئله است]3[. 
Nardo و همکاران )۲015( با بهره گیری از یک مدل یک بعدی و 

روش تنظیم حداقل مربعات6 و همچنین استفاده از اطلاعات دریافت 
شده از حسگرهای زیستی به تشخیص زمان و مکان رهاسازی آلاینده 
در  محدودیت  نوعی  که  روش  این  معایب  از  پرداختند.  رودخانه  در 
کاربرد محسوب می شود لزوم استفاده از تعداد زیادی نقطه مشاهده ای 
برای عملکرد بهتر مدل است]Zhang .]4 و Xin )۲017( با استفاده 
معادله  تحلیلی  حل  و  پایه7  ژنتیک  الگوریتم  روش های  ترکیب  از 
انتقال - انتشار8 به بازیابی تابع شدت زمانی منابع آلاینده در رودخانه 
در  آن ها  پرداختند.  بعدی  یک  دامنه  و  کوچک(  و  )مستقیم  فرضی 
پژوهش خود سناریوهای تشخیص یک منبع آلاینده با استفاده از یک 
و چندین نقطه مشاهده ای را مطرح کردند که در این حالت، مقادیر 
درصد   5 از  کمتر  به  معکوس  مدل  توسط  محاسبات  نسبی  خطای 
کاهش می یابد. از سوی دیگر در حالت وجود منابع آلاینده چندگانه 
به علت مواجهه با مسئله بدخیم9، روند حل مسئله توسط روش مذکور 
قبلی  رفع آن می بایست مشاهدات  برای  با خطاهایی مواجه شد که 
بیشتری استفاده شود. در این تحقیق لزوم استفاده از نقاط مشاهده ای 
متعدد، دامنه حل محدود و عدم ارائه چارچوب به عنوان نقاط ضعف 

پژوهش تلقی می گردد ]5[.
در رویکرد دوم کاربرد توزیع های احتمالاتی و زمین آماری مورد 
تعداد  کاهش  روش  این  بارز  ویژگی های  از  می گیرد.  قرار  استفاده 
منتج  محاسبات  آن کاهش حجم  نتیجه ی  در  که  شبیه سازی هاست 
در عمل  مهم  این  دارد.  بر  در  را  معکوس  مسئله  به جواب های حل 
احتمالاتی  روش  معایب  از  می شود.  محسوب  خوبی  مزیت  کاربرد  و 
اشاره  شناسایی  مورد  آلاینده  منابع  تعداد  در  محدودیت  به  می توان 
کرد. Neupauer و Wilson )۲001( مدل احتمال بازگشتی10 را 
برای دامنه یک بعدی و چند بعدی تحت شرایط جریان ماندگار ارائه 

5  All potential sources
6  Least squares approach
7 Basic genetic algorithm (BGA)
8 Convection–diffusion equations
9 Ill-posed problem
10 Backward probability method (BPM)
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کردند. در پژوهش آن ها از یک روش ریاضی به نام روش جزء الحاقی1 
برای اثبات معادلات حاکم، شرایط مرزی و شرایط اولیه استفاده شد. 
با  تنها  را  آن ها همچنین )۲00۲( مسئله معکوس در آب زیرزمینی 
استفاده از یک چاه مشاهداتی در شرایط جریان غیریکنواخت و جریان 
دست  به  نتایج  کردند.  حل  غیریکنواخت  تخلخل  شرایط  و  انتقالی۲ 
آمده با استفاده از روش مذکور دارای تطابق بالایی با شرایط واقعی 
بود ]6 و Neupauer .]7 و Wilson )۲005( با استفاده از همان 
مدل احتمال بازگشتی و همچنین بهره گیری از مشاهدات حاصل از 
چند نقطه ی مشاهده ای به تشخیص منابع چندگانه آلاینده نقطه ای 
پرداختند. آن ها در نهایت مدل مورد استفاده را تحت شرایط واقعی 
بستر و جریان صحت سنجی کردند ]Cupola .]8 و همکاران )۲014( 
پژوهشی در رابطه با مقایسه مدل مبتنی بر روش احتمال بازگشتی 
این  نتایج  در  دادند،  انجام  زمین آماری  روش های  بر  مبتنی  مدل  با 
پژوهش روش زمین آماری جهت یافتن مکان و تابع شدت بارگذاری 
منبع آلاینده عملکرد خوبی دارد. در هر دو روش مکان منبع آلاینده 
به خوبی بازیابی می شود؛ اما در رابطه با نیاز به تعداد نقاط مشاهده ای 
و تناوب مشاهدات، روش احتمال بازگشتی به حداقل میزان این دو 
مورد در مقایسه با روش زمین آماری نیاز دارد؛ به طوری که در روش 
احتمال بازگشتی به یک نقطه مشاهده ای با تعداد مشاهدات معدود 
نیاز است اما در مقابل روش زمین آماری حداقل به دو نقطه مشاهده ای 
با تعداد مشاهدات زیاد برای بازیابی اطلاعات منبع آلاینده نیاز دارد 
]Ghane .]9 و همکاران )۲016( روش احتمال بازگشتی را جهت 
شناسایی مکان منبع آلاینده و زمان انتشار آلاینده در رودخانه به کار 
بردند. در بخشی از این پژوهش، آن ها مدل احتمال بازگشتی را جهت 
با داده های یک رودخانه فرضی  انتشار آلاینده  بازیابی مکان و زمان 
و یک رودخانه واقعی در حالت ماندگار و غیریکنواخت صحت سنجی 
کردند. آن ها در بخش دیگری از پژوهش یک مدل عددي را که در آن 
معادله انتقال مبتنی بر روش احتمال بازگشتی بر پایه آنالیز الحاقي 
در  را  روش  و  دادند  توسعه  بود  بهینه سازی  با  ترکیبی  صورت  به  و 
شبکه ای از رودخانه ها با شرایط ماندگار و غیریکنواخت مورد بررسی 
از  استفاده  علت  به  بخش(  دو  هر  )در  آن ها  حل  روش  دادند.  قرار 
داده های واقعی رودخانه که در آن مشخصات طبیعی بستر جریان مد 
نظر است، دارای دقت و کاربرد مطلوب است. روش آن ها تنها در دامنه 

1 Adjoint state method
2 Transient flow

یک بعدی مورد صحت سنجی قرار گرفت ]Wang .]10 و همکاران 
)۲018( با استفاده از ترکیب مدل احتمال بازگشتی و مدل رگرسیون 
خطی3 به بازیابی منابع آلاینده در رودخانه های فرضی و واقعی و دامنه 
یک بعدی پرداختند. در تحقیق آن ها مسئله تشخیص منابع آلاینده با 
استفاده از رگرسیون خطی به یک مسئله بهینه سازی تبدیل می شود. 
در روش پیشنهادی این تحقیق برای اولین بار محدودیت تعداد منابع 
برطرف  احتمالاتی  رویکرد  در  مشابه(  پژوهش های  )برخلاف  آلاینده 
شده و تعداد منابع آلاینده چندگانه در نظر گرفته شده است. روش 
ارائه شده علاوه بر حذف محدودیت ها دارای دقت و سرعت بیشتری 

نسبت به روش های مشابه آن است ]11[.  
ریاضی  چارچوب  در  معکوس  مسئله  مجهولات  سوم  رویکرد  در 
و به صورت معین حل می شوند. روش ریاضی به علت کاهش مدت 
زمان محاسبات، کاهش تعداد اجراها، کاهش محدودیت های مربوط 
تکرارها  کامل  حذف  یا  و  تکرارها  تعداد  کاهش  عمل،  در  کاربرد  به 
برتری  و  دارای مزیت  بهینه سازی   - با روش شبیه سازی  مقایسه  در 
است؛ اما از طرفی افزایش پیچیدگی های حل مسئله نسبت به سایر 
روش  این  در  دیگر  سوی  از  است.  ریاضی  روش  معایب  از  روش ها، 
استفاده از روش های تنظیم برای حل مسائل بدخیم مورد نیاز است. 
El Badia و همکاران )۲005( روشی برای پیدا کردن مکان و تابع 

شدت یک منبع آلاینده در رودخانه ارائه نمودند. آن ها معادله انتقال 
را یک بعدی و پارامترهای )ضریب پراکندگي، سرعت و ضریب واکنش 
درجه اول( این معادله را ثابت و برای تشخیص منبع آلاینده دو نقطه 
را به عنوان ورودی مسئله در نظر گرفتند. در این دو نقطه که یکی 
در بالادست و دیگری در پایین دست منبع آلاینده قرار دارد، منحنی 
مشخص  همچنین  است؛  نیاز  مورد  زمان  به  نسبت  غلظت  مقادیر 
بودن زمانی که منبع بعد از آن غیرفعال می شود، جزء ملزومات و به 
عنوان ورودی  مسئله خود در نظر گرفتند. آن ها در نهایت برای اثبات 
درستی الگوریتم محاسباتی از مثال فرضی جهت صحت سنجی روش 
خود استفاده کردند ]Zhang .]1۲ و Chen )۲007( روشی بر پایه 
ماتریس معکوس برای به دست آوردن تابع شدت زمانی منبع آلاینده 
گازی )داخل اتاقک هواپیما( با استفاده از غلظت در نقطه مشاهده ای 
ارائه کردند. فرض اساسی این روش مشخص بودن مکان منبع آلاینده 
گازی است. در این تحقیق عدم ارائه چارچوب جهت یافتن تابع شدت 

3  Linear regression (LR) model
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 Liu و Wang .]13[ منابع آلاینده در محیط هوا از نقاط ضعف است
)۲01۲( روشی تحلیلی جهت شناسایی منبع آلاینده در رودخانه در 
دامنه دو بعدی ارائه کردند. آن ها به حل معکوس معادله انتقال با در 
معادله دیفرانسیل جزئی سهموی  به صورت  معادله  این  نظر گرفتن 
آلاینده  منبع1  عبارت  معادله  این  در  پرداختند.  ثابت  پارامترهای  با 
 ( )tλ ) در نظر گرفتند که در آن  ) ( )t x sλ δ − را به صورت 
) نیز مکان منبع و تابع  )δ s و  با تابع شدت منبع آلاینده برابر 
مشاهده ای  نقاط  تعداد  با  رابطه  در  دیگر  نکته  است.  دیراک  دلتای 
بازه  طول  در  نقطه  دو  در  غلظت  مشاهدات  به  روش  این  در  است، 
رودخانه نیاز است. آن ها در نهایت نشان دادند که حل معکوس معادله 
با  را  خود  روش  همچنین  است؛  انجام  قابل  یکتا  صورت  به  انتقال 
محدودیت های  از  کردند.  صحت سنجی  فرضی  مثال های  از  استفاده 
در  استفاده  مورد  مشاهده ای  نقاط  شرایط  به  می توان  آن ها  تحقیق 
عمل، هزینه های محاسباتی مربوط به آن ها، در نظر نگرفتن شرایط 
پیچیده با پارامترهای متغیر و عدم استفاده از داده های واقعی اشاره 
با  را  معکوس  مسئله   )۲015( همکاران  و   Mazaheri  .]14[ کرد 
تابع گرین۲ که خود نوعی  از روش تنظیم تیخونف و روش  استفاده 
حل مستقیم معادله جابه جایی - پراکندگی3 است حل کردند. روش 
آن ها مربوط به بازسازی شدت زمانی منابع آلاینده و مکان آن ها در 
در  کاربردی  استفاده  برای  چارچوبی  آن ها  تحقیق  در  بود.  رودخانه 
شرایط واقعی ارائه نشده است؛ همچنین در حالت دو بعدی روش را 
تنها با داده های فرضی صحت سنجی کردند ]Zhang .]1 و همکاران 
برای تشخیص  )۲015( مدل ماتریس معکوس و مدل احتمالاتی را 
مکان منابع آلاینده )داخل اتاقک هواپیما( و بازسازی تابع شدت زمانی 
آن ها، با همدیگر ترکیب کردند. از ورودی های مورد نیاز حل مسئله 
در  مختلف  نقطه  دو  در  غلظت  مقادیر  بودن  معلوم  تحقیق،  این  در 
از  لزوم بهره گیری  این تحقیق  اتاقک هواپیما است. در  فضای داخل 
عدم  کاربرد،  در  محدودیت  ایجاد  آن  تبع  به  و  مشاهده ای  نقطه  دو 
استفاده  مورد  روش  صحت سنجی  جهت  واقعی  مثال  از  استفاده 
روش  عیب  و  محدودیت  عنوان  به  چارچوب  ارائه  عدم  همچنین  و 
می تواند تلقی شود ]Zhang .]15 و Huang )۲017( با استفاده از 
یک مدل یک بعدی بر پایه حل معکوس معادله انتقال با ترکیب روش 

1  Source term
2  Green’s function
3  Advection-dispersion equation (ADE)

فیلتر کالمن گروهی4 به بازیابی تابع شدت منابع آلاینده در رودخانه 
پارامترهای  در  قطعیت  عدم  از  ترکیبی،  پژوهش  این  در  پرداختند. 
تابع شدت  بازیابی  پراکندگی طولی جهت  و ضریب  متوسط  سرعت 
منابع آلاینده استفاده شد. از فرض های اساسی مسئله مشخص بودن 
مکان منبع آلاینده فرضی است. نتایج تحقیق آن ها نشان داد که روش 
مورد استفاده قادر به کاهش خطای محاسبات حل معکوس در حد 
مورد  بعدی  یک  دامنه  در  تنها  آن ها  روش  است؛ همچنین  مطلوبی 
ارائه  بررسی و صحت سنجی قرار گرفت. روش مذکور به علت عدم 
چارچوب، عدم استفاده از دامنه حل های مختلف و عدم به کارگیری 
شرایط واقعی و پیچیده دارای محدودیت است ]Lei .]16 و همکاران 
تابع شدت زمانی یک منبع گرمایی  بازیابی  برای  را  )۲018( روشی 
ارائه کردند. روش آن ها یک روش ترکیبی از روش تنظیم تیخونف و 
روش بهینه سازی حداقل مربعات است. در این روش با استفاده از یک 
حسگر حرارتی به عنوان نقطه مشاهده ای به بازیابی تابع شدت زمانی 
یک منبع گرمایی با الگوی پالسی5 شکل در حالت ساده و دامنه سه 
بعدی پرداخته شد؛ در پژوهش آن ها سطح بالای خطای محاسباتی 
)31 درصد( توسط مدل معکوس در مقایسه با مقادیر واقعی تابع شدت 
زمانی منبع گرمایی قابل توجه است؛ همچنین عدم ارائه چارچوب و 
از  آلاینده  منابع  و  مشاهده ای  نقاط  پیچیده  شرایط  نگرفتن  نظر  در 

محدودیت های روش آن ها تلقی می شود ]17[.
با توجه به سوابق تحقیق مربوط به حل مسئله معکوس انتقال در 
سه دهه گذشته مشخص است که سهم تحقیقات در رودخانه به مراتب 
پژوهش های  از  هرکدام  همچنین  است.  زیرزمینی  آب های  از  کمتر 
قرار  استفاده  مورد  که  روش هایی  و  قوت  نقاط  علیرغم  گرفته  انجام 
می توان  کاستی ها  این  جمله  از  هستند.  کاستی هایی  دارای  داده اند 
پیچیدگی های  نگرفتن  نظر  در  عمل،  در  روش  نبودن  کاربردی  به 
محاسباتی و عدم ارائه چارچوب برای استفاده در شرایط واقعی اشاره 
کرد. منظور از شرایط واقعی شرایط جریان، بستر و الگوهای رهاسازی 

آلاینده در محیط حل مسئله است.
این  از  تعدادی  امکان  حد  در  دارد  این  بر  سعی  حاضر  پژوهش 
محدودیت ها را برطرف کرده و چارچوب های عملی را برای روش مورد 
)کاهش  محاسباتی  هزینه های  کاهش  همچنین  کند.  ارائه  استفاده 
اجراها به تنها یک اجرا( و هزینه های میدانی )موارد مرتبط با تعداد 

4  Ensemble Kalman Filter (EnKF)
5  Impulse release
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مشاهدات میدانی(، در نظر گرفتن پیچیدگی های شرایط منابع آلاینده 
در رودخانه )از نظر تعداد منابع آلاینده، فواصل و آرایش آن ها نسبت 
به همدیگر و نسبت به نقاط مشاهده ای( از دیگر نقاط قوت پژوهش 
حاضر تلقی می گردد. روش بکار رفته در پژوهش حاضر به لحاظ روند 
حل مسئله، تکنیک های حل مسئله و نحوه استخراج و ارائه چارچوب 
کلی، با تحقیقات مشابه پیشین دارای تفاوت است. از دیگر تفاوت های 
این پژوهش استفاده از مثال های پیچیده تر است که روش مذکور برای 
حل معکوس مسئله انتقال هم زمان با استفاده از مثال های فرضی و 
ارائه شده در  واقعی، روش  واقعی صحت سنجی شده است. در مثال 
اوهایو صحت سنجی  رودخانه  واقعی  شرایط  تحت  و  بعدی  دو  دامنه 
کلی  چارچوب  نتایج،  ارائه  همراه  به  پژوهش  انتهای  در  است.  شده 
واقعی )شرایط  نیز در شرایط  تابع شدت زمانی منابع آلاینده  یافتن 
جریان غیرماندگار و غیریکنواخت و تعداد نامحدود منبع آلاینده( ارائه 

شده است.

2- الگوسازي نظري يا تجربي
در این قسمت از پژوهش، روش های محاسباتی توسط هرکدام از 
از آن ها توضیح  مدل های مستقیم و معکوس و مراحل حل هرکدام 
معکوس  حل  برای  مشابه،  پژوهش های  روال  مطابق  می شود.  داده 
مسئله انتقال به نتایج حل مستقیم به عنوان ورودی مسئله نیاز است؛ 
بنابراین با استفاده از مدل عددی مستقیم، معادلات هیدرودینامیک و 
انتقال جرم ماده آلاینده حل می گردند. در این روند حل، خروجی های 
منابع  به همراه یک سری ورودی دیگر )مکان  مدل هیدرودینامیک 
آلاینده و تابع شدت آن ها( به عنوان ورودی مدل انتقال مورد استفاده 
قرار می گیرد؛ تا در نهایت مقادیر غلظت ماده آلاینده نسبت به زمان 
)منحنی  پاسخ  منحنی های  دیگر  تعبیر  به  یا  مختلف  مکان های  در 
نقاط مشاهده ای  آلاینده در  منابع  بارگذاری  زمان(  بر حسب  غلظت 
مدل  توسط  نتایج  این  گردد.  محاسبه  آلاینده  منابع  پایین دست  در 
عددی حل مستقیم معادلات هیدرودینامیک و انتقال جرم در دو بعد 
حاصل می شود. نتایج حاصل از حل مستقیم )همان منحنی های پاسخ 
در نقاط مشاهده ای( به عنوان ورودی مدل معکوس مورد استفاده قرار 
می گیرد. سپس با حل مدل معکوس، یا به عبارتی دیگر حل معکوس 
معادله انتقال در دو بعد، نتایج نهایی مسئله که همان تابع شدت منابع 
آلاینده است به دست می آید. در ادامه برای درک بهتر موضوع هرکدام 

از مراحل حل مورد بررسی قرار می گیرد.

۲-1- حل مستقیم معادلات هیدرودینامیک و انتقال جرم در حالت 
دو بعدی

زمانی که یک بارگذاری در نقطه ای از رودخانه رهاسازی می شود، 
جرم تخلیه شده به داخل رودخانه بر اثر عواملی از قبیل جابه جایی، 
پراکندگي، واکنش، نشست و جذب به سایر قسمت های رودخانه در 
پایین دست منتقل می شود. تأثیر دسته ای از این عوامل به مشخصات 
جریان و بستر جریان و تأثیر دسته ای دیگر به ماهیت و مشخصات 
فیزیکی و شیمیایی ماده آلاینده برمی گردد. منظور از حل دو بعدی 
معادلات هیدرودینامیک و انتقال جرم ماده آلاینده به صورت مستقیم 
در واقع مشخص نمودن وضعیت شاخصه های جریان و ماده آلاینده 
در تمام گستره رودخانه هم در راستای طول رودخانه و هم در عرض 
آن است. در واقع معادلات به صورت میانگین عمقی1 در نظر گرفته 
می شوند. معادلات دو بعدی میانگین عمقی از انتگرال گیری در جهت 
عمق از معادلات سه  بعدی استخراج می شوند. در حالت دو بعدی باید 
به صورت مستقیم  انتقال  و  معادلات هیدرودینامیک  از  چهار دسته 
حل شوند تا بتوان ورودی های مدل معکوس را برای یافتن نتیجه نهایی 
مسئله که همان تابع شدت منابع آلاینده است پیدا کرد. این معادلات 
شامل، معادله بقاي جرم آب )معادله پیوستگي(، معادله بقاي مومنتم 
آب )معروف به معادلات آب های کم  عمق۲( ]18[ و معادله انتقال یا 
معادله جابه جایی - پراکندگی ]19[ )معادله بقاي جرم ماده آلاینده( 
مجهول  چهار  محاسبه  براي  مجموع  در  مذکور  معادله  چهار  است. 
y و غلظت ماده آلاینده  ، سرعت در جهت  x عمق، سرعت در جهت 
در تمام نقاط رودخانه به کار می روند که فرم کلی آن ها در حالت دو 
بعدی و شرایط جریان غیرماندگار و غیریکنواخت به صورت زیر بیان 

می شود:

 

6 
 

  بر  غلظت  منحنی)  پاسخ  های منحنی   دیگر  تعبیر  به  یا  مختلف  های مکان  در  زمان  به  نسبت  آلاینده  ماده  غلظت  مقادیر  نهایت  در  تا  ؛گیردمی 
  مستقیم  حل   عددی   مدل  توسط  نتایج  این  .گردد  محاسبه   آلاینده  منابع   دستپایین  در  ای مشاهده   نقاط  در  آلاینده  منابع  بارگذاری   (زمان  حسب

(  ایمشاهده   نقاط  در  پاسخ  های منحنی   همان)  مستقیم   حل  از  حاصل  نتایج.  شودمی   حاصل  بعد  دو  در  جرم  انتقال   و  هیدرودینامیک  معادلات
  دو  در  انتقال   معادله  معکوس  حل  دیگر  عبارتی  به  یا  ،معکوس  مدل  حل  با  سپس.  گیردمی   قرار  استفاده  مورد  معکوس  مدل  ورودی   عنوان  به

 مورد  حل  مراحل  از  هرکدام  موضوع  بهتر  درک  برای   ادامه  در.  آیدمی   دست  به  است  آلاینده  منابع  شدت  تابع  همان  که  مسئله  نهایی  نتایج  ،بعد
 .گیردمی  قرار بررسی

 بعدی   دو حالت در جرم  انتقال و هیدرودینامیک معادلات  مستقیم حل -2-1
  جایی، ه جاب  قبیل   از  عواملی  اثر  بر  رودخانه  داخل  به  شده   تخلیه  جرم  ،شودمی   رهاسازی   رودخانه  از  ای نقطه   در  بارگذاری   یک  که  زمانی
 مشخصات  به  عوامل  این  از  ای دسته   تأثیر.  شودمی   منتقل  دستپایین   در  رودخانه  های قسمت  سایر  به  جذب  و   نشست  واکنش،  پراکندگی، 

  معادلات   بعدی   دو  حل  از  منظور.  گرددبرمی   آلاینده  ماده  شیمیایی  و  فیزیکی  مشخصات  و  ماهیت  به  دیگر  ای دسته  تأثیر  و  جریان  بستر  و  جریان
 تمام  در  آلاینده   ماده  و  جریان  های شاخصه  وضعیت  نمودن  مشخص   واقع  در  مستقیم  صورت  به  آلاینده  ماده  جرم  انتقال  و   هیدرودینامیک

.  شوندمی   گرفته  نظر  در  19عمقی   میانگین  صورت  به  معادلات  واقع  در  .است  آن  عرض  در  هم  و  رودخانه  طول  راستای   در  هم  رودخانه  گستره
  دسته   چهار  باید  بعدی   دو  حالت   در.  شوند می  استخراج  بعدی   سه  معادلات  از  عمق   جهت  در  گیری انتگرال   از  عمقی  میانگین   بعدی   دو  معادلات

 همان  که  مسئله  نهایینتیجه  یافتن  برای   را  معکوس  مدل   هایورودی   بتوان  تا  شوند   حل  مستقیم   صورت  به   انتقال  و  هیدرودینامیک  معادلات  از
  به   معروف)  آب  مومنتم   بقای   معادله  ،(پیوستگی  معادله)  آب  جرم  بقای   معادله  شامل،  معادلات  این.  کرد  پیدا  است  آلاینده  منابع   شدت  تابع

 معادله  چهار  .است   (آلاینده  ماده  جرم  بقای   معادله)  [19]   پراکندگی  -  جاییجابه   معادله  یا   انتقال  معادله  و  [18](  ۲0عمق   کم   هایآب  معادلات
  به  رودخانه نقاط تمام در آلاینده ماده غلظت و y جهت  در سرعت ،x  جهت در سرعت عمق، مجهول چهار محاسبه برای  مجموع در مذکور

 :شودمی  بیان زیر صورت به غیریکنواخت و غیرماندگار جریان شرایط و بعدی  دو حالت در هاآن کلی فرم که روندمی  کار
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(۲) 

(۳) 

(4) 

 

  شیب  با  برابر y،  0xS  جهت در جریان سرعت با  برابر x،  v  جهت در جریان سرعت  با  برابر u جریان، عمق با  برابر  h فوق، معادلات در
  ،x  جهت  در  کف

0 yS  جهت  در کف  شیب  با  برابرy،  
fxS  جهت  در  اصطکاک   شیب   با  برابر  x،  

fyS   جهت  در  اصطکاک  شیب  با  برابر  y،  
xD

)  ،y  جهت  در  پراکندگی  ضریب  با  برابر  x،  yD  جهت  در  پراکندگی  ضریب  با  برابر )  و   دیراک  دلتای   تابع  با  برابر  ( ),i ix y  با   برابر  نیز 
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  بر  غلظت  منحنی)  پاسخ  های منحنی   دیگر  تعبیر  به  یا  مختلف  های مکان  در  زمان  به  نسبت  آلاینده  ماده  غلظت  مقادیر  نهایت  در  تا  ؛گیردمی 
  مستقیم  حل   عددی   مدل  توسط  نتایج  این  .گردد  محاسبه   آلاینده  منابع   دستپایین  در  ای مشاهده   نقاط  در  آلاینده  منابع  بارگذاری   (زمان  حسب

(  ایمشاهده   نقاط  در  پاسخ  های منحنی   همان)  مستقیم   حل  از  حاصل  نتایج.  شودمی   حاصل  بعد  دو  در  جرم  انتقال   و  هیدرودینامیک  معادلات
  دو  در  انتقال   معادله  معکوس  حل  دیگر  عبارتی  به  یا  ،معکوس  مدل  حل  با  سپس.  گیردمی   قرار  استفاده  مورد  معکوس  مدل  ورودی   عنوان  به

 مورد  حل  مراحل  از  هرکدام  موضوع  بهتر  درک  برای   ادامه  در.  آیدمی   دست  به  است  آلاینده  منابع  شدت  تابع  همان  که  مسئله  نهایی  نتایج  ،بعد
 .گیردمی  قرار بررسی

 بعدی   دو حالت در جرم  انتقال و هیدرودینامیک معادلات  مستقیم حل -2-1
  جایی، ه جاب  قبیل   از  عواملی  اثر  بر  رودخانه  داخل  به  شده   تخلیه  جرم  ،شودمی   رهاسازی   رودخانه  از  ای نقطه   در  بارگذاری   یک  که  زمانی
 مشخصات  به  عوامل  این  از  ای دسته   تأثیر.  شودمی   منتقل  دستپایین   در  رودخانه  های قسمت  سایر  به  جذب  و   نشست  واکنش،  پراکندگی، 

  معادلات   بعدی   دو  حل  از  منظور.  گرددبرمی   آلاینده  ماده  شیمیایی  و  فیزیکی  مشخصات  و  ماهیت  به  دیگر  ای دسته  تأثیر  و  جریان  بستر  و  جریان
 تمام  در  آلاینده   ماده  و  جریان  های شاخصه  وضعیت  نمودن  مشخص   واقع  در  مستقیم  صورت  به  آلاینده  ماده  جرم  انتقال  و   هیدرودینامیک

.  شوندمی   گرفته  نظر  در  19عمقی   میانگین  صورت  به  معادلات  واقع  در  .است  آن  عرض  در  هم  و  رودخانه  طول  راستای   در  هم  رودخانه  گستره
  دسته   چهار  باید  بعدی   دو  حالت   در.  شوند می  استخراج  بعدی   سه  معادلات  از  عمق   جهت  در  گیری انتگرال   از  عمقی  میانگین   بعدی   دو  معادلات

 همان  که  مسئله  نهایینتیجه  یافتن  برای   را  معکوس  مدل   هایورودی   بتوان  تا  شوند   حل  مستقیم   صورت  به   انتقال  و  هیدرودینامیک  معادلات  از
  به   معروف)  آب  مومنتم   بقای   معادله  ،(پیوستگی  معادله)  آب  جرم  بقای   معادله  شامل،  معادلات  این.  کرد  پیدا  است  آلاینده  منابع   شدت  تابع

 معادله  چهار  .است   (آلاینده  ماده  جرم  بقای   معادله)  [19]   پراکندگی  -  جاییجابه   معادله  یا   انتقال  معادله  و  [18](  ۲0عمق   کم   هایآب  معادلات
  به  رودخانه نقاط تمام در آلاینده ماده غلظت و y جهت  در سرعت ،x  جهت در سرعت عمق، مجهول چهار محاسبه برای  مجموع در مذکور

 :شودمی  بیان زیر صورت به غیریکنواخت و غیرماندگار جریان شرایط و بعدی  دو حالت در هاآن کلی فرم که روندمی  کار

(1) 
   

(۲) 

(۳) 

(4) 

 

  شیب  با  برابر y،  0xS  جهت در جریان سرعت با  برابر x،  v  جهت در جریان سرعت  با  برابر u جریان، عمق با  برابر  h فوق، معادلات در
  ،x  جهت  در  کف

0 yS  جهت  در کف  شیب  با  برابرy،  
fxS  جهت  در  اصطکاک   شیب   با  برابر  x،  

fyS   جهت  در  اصطکاک  شیب  با  برابر  y،  
xD

)  ،y  جهت  در  پراکندگی  ضریب  با  برابر  x،  yD  جهت  در  پراکندگی  ضریب  با  برابر )  و   دیراک  دلتای   تابع  با  برابر  ( ),i ix y  با   برابر  نیز 
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  بر  غلظت  منحنی)  پاسخ  های منحنی   دیگر  تعبیر  به  یا  مختلف  های مکان  در  زمان  به  نسبت  آلاینده  ماده  غلظت  مقادیر  نهایت  در  تا  ؛گیردمی 
  مستقیم  حل   عددی   مدل  توسط  نتایج  این  .گردد  محاسبه   آلاینده  منابع   دستپایین  در  ای مشاهده   نقاط  در  آلاینده  منابع  بارگذاری   (زمان  حسب

(  ایمشاهده   نقاط  در  پاسخ  های منحنی   همان)  مستقیم   حل  از  حاصل  نتایج.  شودمی   حاصل  بعد  دو  در  جرم  انتقال   و  هیدرودینامیک  معادلات
  دو  در  انتقال   معادله  معکوس  حل  دیگر  عبارتی  به  یا  ،معکوس  مدل  حل  با  سپس.  گیردمی   قرار  استفاده  مورد  معکوس  مدل  ورودی   عنوان  به

 مورد  حل  مراحل  از  هرکدام  موضوع  بهتر  درک  برای   ادامه  در.  آیدمی   دست  به  است  آلاینده  منابع  شدت  تابع  همان  که  مسئله  نهایی  نتایج  ،بعد
 .گیردمی  قرار بررسی

 بعدی   دو حالت در جرم  انتقال و هیدرودینامیک معادلات  مستقیم حل -2-1
  جایی، ه جاب  قبیل   از  عواملی  اثر  بر  رودخانه  داخل  به  شده   تخلیه  جرم  ،شودمی   رهاسازی   رودخانه  از  ای نقطه   در  بارگذاری   یک  که  زمانی
 مشخصات  به  عوامل  این  از  ای دسته   تأثیر.  شودمی   منتقل  دستپایین   در  رودخانه  های قسمت  سایر  به  جذب  و   نشست  واکنش،  پراکندگی، 

  معادلات   بعدی   دو  حل  از  منظور.  گرددبرمی   آلاینده  ماده  شیمیایی  و  فیزیکی  مشخصات  و  ماهیت  به  دیگر  ای دسته  تأثیر  و  جریان  بستر  و  جریان
 تمام  در  آلاینده   ماده  و  جریان  های شاخصه  وضعیت  نمودن  مشخص   واقع  در  مستقیم  صورت  به  آلاینده  ماده  جرم  انتقال  و   هیدرودینامیک

.  شوندمی   گرفته  نظر  در  19عمقی   میانگین  صورت  به  معادلات  واقع  در  .است  آن  عرض  در  هم  و  رودخانه  طول  راستای   در  هم  رودخانه  گستره
  دسته   چهار  باید  بعدی   دو  حالت   در.  شوند می  استخراج  بعدی   سه  معادلات  از  عمق   جهت  در  گیری انتگرال   از  عمقی  میانگین   بعدی   دو  معادلات

 همان  که  مسئله  نهایینتیجه  یافتن  برای   را  معکوس  مدل   هایورودی   بتوان  تا  شوند   حل  مستقیم   صورت  به   انتقال  و  هیدرودینامیک  معادلات  از
  به   معروف)  آب  مومنتم   بقای   معادله  ،(پیوستگی  معادله)  آب  جرم  بقای   معادله  شامل،  معادلات  این.  کرد  پیدا  است  آلاینده  منابع   شدت  تابع

 معادله  چهار  .است   (آلاینده  ماده  جرم  بقای   معادله)  [19]   پراکندگی  -  جاییجابه   معادله  یا   انتقال  معادله  و  [18](  ۲0عمق   کم   هایآب  معادلات
  به  رودخانه نقاط تمام در آلاینده ماده غلظت و y جهت  در سرعت ،x  جهت در سرعت عمق، مجهول چهار محاسبه برای  مجموع در مذکور

 :شودمی  بیان زیر صورت به غیریکنواخت و غیرماندگار جریان شرایط و بعدی  دو حالت در هاآن کلی فرم که روندمی  کار

(1) 
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(۳) 

(4) 

 

  شیب  با  برابر y،  0xS  جهت در جریان سرعت با  برابر x،  v  جهت در جریان سرعت  با  برابر u جریان، عمق با  برابر  h فوق، معادلات در
  ،x  جهت  در  کف

0 yS  جهت  در کف  شیب  با  برابرy،  
fxS  جهت  در  اصطکاک   شیب   با  برابر  x،  

fyS   جهت  در  اصطکاک  شیب  با  برابر  y،  
xD

)  ،y  جهت  در  پراکندگی  ضریب  با  برابر  x،  yD  جهت  در  پراکندگی  ضریب  با  برابر )  و   دیراک  دلتای   تابع  با  برابر  ( ),i ix y  با   برابر  نیز 
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  بر  غلظت  منحنی)  پاسخ  های منحنی   دیگر  تعبیر  به  یا  مختلف  های مکان  در  زمان  به  نسبت  آلاینده  ماده  غلظت  مقادیر  نهایت  در  تا  ؛گیردمی 
  مستقیم  حل   عددی   مدل  توسط  نتایج  این  .گردد  محاسبه   آلاینده  منابع   دستپایین  در  ای مشاهده   نقاط  در  آلاینده  منابع  بارگذاری   (زمان  حسب

(  ایمشاهده   نقاط  در  پاسخ  های منحنی   همان)  مستقیم   حل  از  حاصل  نتایج.  شودمی   حاصل  بعد  دو  در  جرم  انتقال   و  هیدرودینامیک  معادلات
  دو  در  انتقال   معادله  معکوس  حل  دیگر  عبارتی  به  یا  ،معکوس  مدل  حل  با  سپس.  گیردمی   قرار  استفاده  مورد  معکوس  مدل  ورودی   عنوان  به

 مورد  حل  مراحل  از  هرکدام  موضوع  بهتر  درک  برای   ادامه  در.  آیدمی   دست  به  است  آلاینده  منابع  شدت  تابع  همان  که  مسئله  نهایی  نتایج  ،بعد
 .گیردمی  قرار بررسی

 بعدی   دو حالت در جرم  انتقال و هیدرودینامیک معادلات  مستقیم حل -2-1
  جایی، ه جاب  قبیل   از  عواملی  اثر  بر  رودخانه  داخل  به  شده   تخلیه  جرم  ،شودمی   رهاسازی   رودخانه  از  ای نقطه   در  بارگذاری   یک  که  زمانی
 مشخصات  به  عوامل  این  از  ای دسته   تأثیر.  شودمی   منتقل  دستپایین   در  رودخانه  های قسمت  سایر  به  جذب  و   نشست  واکنش،  پراکندگی، 

  معادلات   بعدی   دو  حل  از  منظور.  گرددبرمی   آلاینده  ماده  شیمیایی  و  فیزیکی  مشخصات  و  ماهیت  به  دیگر  ای دسته  تأثیر  و  جریان  بستر  و  جریان
 تمام  در  آلاینده   ماده  و  جریان  های شاخصه  وضعیت  نمودن  مشخص   واقع  در  مستقیم  صورت  به  آلاینده  ماده  جرم  انتقال  و   هیدرودینامیک

.  شوندمی   گرفته  نظر  در  19عمقی   میانگین  صورت  به  معادلات  واقع  در  .است  آن  عرض  در  هم  و  رودخانه  طول  راستای   در  هم  رودخانه  گستره
  دسته   چهار  باید  بعدی   دو  حالت   در.  شوند می  استخراج  بعدی   سه  معادلات  از  عمق   جهت  در  گیری انتگرال   از  عمقی  میانگین   بعدی   دو  معادلات

 همان  که  مسئله  نهایینتیجه  یافتن  برای   را  معکوس  مدل   هایورودی   بتوان  تا  شوند   حل  مستقیم   صورت  به   انتقال  و  هیدرودینامیک  معادلات  از
  به   معروف)  آب  مومنتم   بقای   معادله  ،(پیوستگی  معادله)  آب  جرم  بقای   معادله  شامل،  معادلات  این.  کرد  پیدا  است  آلاینده  منابع   شدت  تابع

 معادله  چهار  .است   (آلاینده  ماده  جرم  بقای   معادله)  [19]   پراکندگی  -  جاییجابه   معادله  یا   انتقال  معادله  و  [18](  ۲0عمق   کم   هایآب  معادلات
  به  رودخانه نقاط تمام در آلاینده ماده غلظت و y جهت  در سرعت ،x  جهت در سرعت عمق، مجهول چهار محاسبه برای  مجموع در مذکور

 :شودمی  بیان زیر صورت به غیریکنواخت و غیرماندگار جریان شرایط و بعدی  دو حالت در هاآن کلی فرم که روندمی  کار
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fxS  جهت  در  اصطکاک   شیب   با  برابر  x،  

fyS   جهت  در  اصطکاک  شیب  با  برابر  y،  
xD

)  ،y  جهت  در  پراکندگی  ضریب  با  برابر  x،  yD  جهت  در  پراکندگی  ضریب  با  برابر )  و   دیراک  دلتای   تابع  با  برابر  ( ),i ix y  با   برابر  نیز 

 
19 Depth-averaged 
20 Shallow water equations 

( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2
0

2 2
0

1

0

1 0
2
1 0
2

0

x fx

y fy

x y

ns
i i i

i

hu hvh
t x y
hu huv

hu gh gh S S
t y x

hv huv
hv gh gh S S

t x y
hc huc hvc c chD hD
t x y x x y y

hkc w t x x y y 
=

 
+ + =

  

    + + + − − =     
    + + + − − =     
        + + − −            

+ − − − =

     

)4(

u برابر با سرعت جریان  h برابر با عمق جریان،  در معادلات فوق، 
0xS برابر با شیب   ، y v برابر با سرعت جریان در جهت   ، x در جهت 
fxS برابر با   ، y 0yS برابر با شیب کف در جهت  ، x کف در جهت 
 ، y fyS برابر با شیب اصطکاک در جهت   ، x شیب اصطکاک در جهت 
yD برابر با ضریب پراکندگي   ، x برابر با ضریب پراکندگي در جهت  xD

) نیز برابر با  ),i ix y ) برابر با تابع دلتای دیراک و  )δ  ، y در جهت 
x می باشند.  y− ام در صفحه مختصات افقي  i مختصات منبع آلاینده 
با توجه به مطالب فوق حل عددی مستقیم معادله انتقال آلاینده در رودخانه 
در واقع محاسبه توزیع مکاني و زماني غلظت آلاینده با معلوم بودن مکان و 
تابع شدت منابع آلاینده است. در حل عددی مستقیم معادلات چهارگانه 
هیدرودینامیک  معادلات  عددی  حل  می شود،  انجام  مرحله  دو  فوق 
)معادلات 1 و ۲ و 3( و حل عددی معادله جابه جایي-پراکندگي )معادله 
4(. به بیان دیگر نتایج حل عددی معادلات هیدرودینامیک شامل سرعت 
و عمق در مکان ها و زمان های مختلف، همراه با مشخصات منابع آلاینده 
)مکان و تابع شدت( و برخي پارامترهاي دیگر، به عنوان ورودي برای حل 

عددی معادله جابه جایي-پراکندگي استفاده می شود.

۲-۲- حل معکوس معادله انتقال جرم ماده آلاینده در حالت دو بعدی
قبل از اشاره به نحوه ی حل معکوس معادله جابه جایی - پراکندگی، 
ابتدا لازم است به فرم انتگرالی حل این معادله در دو بعد و تفاوت آن با 
حالت یک بعدی اشاره شود. این معادله انتگرالی با استفاده از فرم کلی 
حل تحلیلی معادله انتقال با استفاده از روش برهم نهی1 و روش تابع 
گرین که خود نوعی حل مستقیم معادله جابه جایی - پراکندگی است 
sn منبع آلاینده معادله  به دست می آید. این معادله در حالت وجود 
انتگرالی خطی ولترا۲ از نوع اول است که به صورت زیر بیان می شود ]1[:

( ) ( ) ( )
0

1
, , , , ; , ,   

sn t

i i i
i

c x y t w G x y t x y dτ τ τ
=

=∑∫                                    
)4(

  

( ) ( ) ( )
0

1
, , , , ; , ,   

sn t

i i i
i

c x y t w G x y t x y dτ τ τ
=

=∑∫
1  Superposition principle
2  Volterra

آلاینده، منبع  )بارگذاری(  شدت  تابع   ( )iw τ فوق  معادله  در 
) مقادیر غلظت نسبت به زمان  ), ,c x y t ) مکان آن و  , )i ix y

از  منظور  است.  رودخانه  مختلف  نقاط  در  پاسخ(  منحنی  )مقادیر 
با   ( )iw τ آوردن  دست  به  واقع  در  بالا  معادله  انتگرالی  فرم  حل 
) است؛  ), , ; , ,i iG x y t x y τ ) و  ), ,c x y t فرض معلوم بودن 
به سمت  واقع  در  بعدی  دو  و  بعدی  یک  حالت  در  معادلات  تفاوت 
چپ معادلات و عبارت تابع گرین مرتبط با هر حالت برمی گردد. در 
انجام  رودخانه  طول  جهت  در  فقط  اندازه گیری ها  بعدی  یک  حالت 
اندازه گیری ها در هر دو جهت طول  اما در حالت دو بعدی  می گیرد 
بنابراین در حل معکوس که هدف  انجام می گیرد؛  و عرض رودخانه 
باید سایر ترم های  تابع شدت )بارگذاری( منبع آلاینده است،  یافتن 
معادله 4 )مکان منابع آلاینده و منحنی های پاسخ حاصل از آن ها در 
نقاط مختلف( مشخص باشند. حل معادله انتگرالی 4، با گسسته سازی 
 ( )iw τ مقادیر گسسته  معادلات خطی شامل  به یک دستگاه  آن 
این  با  می شود.  انجام  خطی  معادلات  دستگاه  مجهولات  به عنوان 
تفاسیر نحوه ی به دست آوردن معادله خطي متناظر با هرکدام از نقاط 
مشاهداتی جهت تشکیل دستگاه معادلات خطی در حالت دو بعدی 

به صورت زیر خواهد بود:
نقطه  در  زمان(  به  نسبت  غلظت  )مقادیر  پاسخ  منحني  اگر 
در نقطه ای  آلاینده  منبع  یک  از  ناشی   ( , )j jx y مشاهداتی

زمان های  در   1 2, ,..., nc c c گسسته  مقادیر  شامل   ، ( , )i ix y

تابع شدت  و گسسته  متوسط  مقادیر  و  باشد   1 2, ,..., nt t t معلوم 
و  پله ای  صورت  به   ( , )i ix y محل در   ( )iw τ آلاینده  منبع 
 1 2, ,..., mw w w گسسته  مقادیر  شامل   st∆ زماني  فواصل  با 
باشد، آنگاه با گسسته سازی معادله 4 با استفاده از قاعده مستطیل 
و  اندازه گیری  نقطه  یک  با  متناظر  خطي  معادله  می توان   ]۲0[
) را به صورت معادله 5  )1 1 1 1, ,c c x y t= یکی از مقادیر غلظت 
 m n تعداد اندازه گیری و  به دست آورد. حال با توجه به وجود 
 m و  معادله   n با  خطی  معادلات  دستگاه  یک  مجهول،  تعداد 
بلوکي3  دستگاه  یک  مذکور  دستگاه  که  می آید  دست  به  مجهول 
ماتریس های  صورت  به  دستگاه  اجزاء  از  هرکدام  آن  در  که  است 
ضرایب، ماتریس )بردار( مجهولات و ماتریس )بردار( ثوابت تعریف 

می شوند که فرم کلی آن به صورت معادله 6 است:

3  Block system



نشریه مهندسی عمران امیرکبیر، دوره 51، شماره 6، سال 1398، صفحه 1221 تا 1240

1227

( )( )
1 1 2 2 1

1 1 1
1

....

, , ;  , , 1  ,      1

0,                                                     1<  

m m

i i s s

g w g w g w c

G x y t x y l t l t l i
g

i l m

+ + + =

 − ∆ → ∆ ≤ ≤= 
+ <          

 

)5(

 =G w c            )6(

 ( )( )1 1 1, , ;  , , 1  i i s sG x y t x y l t l t− ∆ → ∆ عبارت  5 معادله  در 
1t است که  1 و زمان  1( , )x y مقدار تابع گرین در مکان مشاهداتی
مکان  در  شکل  پالسی  آلاینده  منبع  یک  ازای  به   3 معادله  حل  با 
 ( )1 sl t− ∆ ) با شدت واحد و در بازه زمانی , )i ix y منبع آلاینده
G ماتریس ضرایب  sl به دست می آید. همچنین در معادله 6،  t∆ تا 
نقطه  در  معلومات(  )ماتریس  غلظت ها  بردار   c  ، n m× ابعاد  با 
ابعاد  دارای  و   1 2, ,..., nt t t معلوم  زمان های  در   1 1( , )x y مشاهده ای
w نیز بردار شدت های منبع آلاینده )ماتریس مجهولات(  1n و  ×

معادلات  دستگاه  این  است.   1m × ابعاد  با  مختلف  زمان های  در 
خطی که در آن ماتریس مجهولات از لحاظ تعداد اجزاء با ماتریس 
می نامند.  فرامعین1  دستگاه  را  است  نامساوی  دستگاه  معلومات 
ظاهر  بدخیم  و  خوش خیم۲  صورت  دو  به  فرامعین  دستگاه های 
می شوند. برای حل این دستگاه ها در حالت بدخیم )که در بسیاری 
روش ها  از  بایستی  می شوند(  ظاهر  نیز  انتقال  معکوس  مسائل  از 
اولین   )19۲3(  Hadamard گرفت.  بهره  خاصی  تکنیک های  و 
در  داد  ارائه  بدخیم  مسائل  از  را  جامع  تعریف  یک  که  بود  کسی 
مسئله  تا  است  کافی  زیر  شرایط  از  یکی  بودن  دارا  وی،  تعریف 

بدخیم تعریف شود ]۲1[:
1. جواب نداشته باشد.

۲. جواب یکتا نداشته باشد.
ایجاد تغییرات  باعث  ناچیز در مقادیر ورودی  اعمال تغییرات   .3

بزرگ در مقادیر خروجی شود.
به یک مسئله  را  باید آن  فرامعین خطی  برای حل یک دستگاه 
مورد  تنظیم  روش  به  توجه  با  کرد.  تبدیل  مجذورات خطی  حداقل 
فرامعین  معادله 7 روش حل یک دستگاه  پژوهش،  این  در  استفاده 
خطی با بهره گیری از روش تنظیم تیخونف و مسئله حداقل مجذورات 
خطی را نشان می دهد]۲۲[. معادله 8 نیز فرم نهایی مسئله حداقل 

1  Overdetermined system
2  Well-posed

مجذورات خطی را نشان می دهد.

( ) 2 22
2 2

min Z w λ= − +Gw c Lw        )7(

( ) ( )12T T Tλ
−

= +w G G L L G c
 

           )8(

T. به ترتیب برابر نرُم درجه  −.1 و  ،
2

. در روابط فوق عملگرهاي
λ برابر با  دوم اقلیدسي، معکوس ماتریس و ترانهاده ماتریس است. 
L نیز برابر با ماتریس عملگر مشتقي است که درجه  پارامتر تنظیم3 و 
براي  است.  مسئله  حل  در  استفاده  مورد  تنظیم  درجه  نمایانگر  آن 
L به ترتیب برابر  تنظیم درجه صفر، درجه  یک و درجه  دو ماتریس 
m )تعداد مجهولات دستگاه(، ماتریس با  با ماتریس هماني از درجه
معمولاً  است.   2m m− × ابعاد  با  ماتریس  و   1m m− × ابعاد 
در مسائل محدودی از درجات دو و بالاتر استفاده می شود اما با این 
وجود، استفاده از تنظیم با درجات بالاتر نتایج حاصل از حل معکوس 

را به مقادیر واقعی نزدیک تر می کند.
با توجه به فرم نهایی مسئله حداقل مجذورات خطی شامل پارامتر 
تنظیم، لازم است در مورد روش  به دست آمدن این پارامتر بحث شود. 
λدر مسائل مختلف با توجه به سطح خطاها  مقادیر پارامتر تنظیم 
)در اینجا منظور خطای برداشت داده های مشاهداتی است( متفاوت 
است بدین صورت که با افزایش خطا برای حصول حداکثر دقت در 
λ افزایش یابد؛ اما با دقت در  جواب های حل معکوس بایستی مقادیر 
روش های مختلف محاسبه مقدار بهینه پارامتر تنظیم می توان نتیجه 
 L-curve گرفت که متداول ترین و مطمئن ترین این روش ها، روش
به  این روش  در  است.  استفاده شده  آن  از  تحقیق  این  در  است که 
λ مسئله حداقل مجذورات خطي )معادله 7(  ازای مقادیر مختلف 
 

2
−Gw c  در برابر 

2
Lw حل می شود و به ازای هر حل، مقدار 

از رسم نموداری  لگاریتمی-لگاریتمی رسم می شود. پس  در مقیاس 
منحنی  از  هر قسمت  در  است.   L شبیه  تقریباً  که  به دست می آید 
نسبت   

2
Lw و   

2
−Gw c مقادیر  از  یکی  اثر  آمده  دست  به 

λ تغییر  به دیگری بیشتر و یا کمتر می شود و به  تناسب آن مقدار 
آن  در  که  است  منحنی  λگوشه  مقدار  بهینه ترین  نهایتاً  می کند؛ 
اثر منحنی های افقی و عمودی بر حل مسئله به یک اندازه است. به 
 

2
Lw  و 

2
−Gw c عبارتی در این نقطه تعادلی بین اثر عبارات

در مسئله برقرار می شود ]۲3[.

3  Regularization parameter
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۲-3- کاربرد اصل برهم نهی و نتایج آن در تشکیل دستگاه معادلات 
خطی

انتقال  معادله  معکوس  در حل  آن  نتایج  از  که  مباحثی  از  یکی 
اصل  است،  شده  استفاده  آلاینده  منابع  شدت  تابع  بازیابی  جهت 
برهم نهی در مبحث معادلات دیفرانسیل است. بر اساس این اصل، اگر 
2y دو جواب یک معادله دیفرانسیل خطی همگن باشند آنگاه  1y و 

1 نیز یک جواب برای آن معادله دیفرانسیل خواهد بود.  2y yα β+

معادله جابه جایی - پراکندگی )معادله بقاي جرم ماده آلاینده( یک 
)جمع  برهم نهی  اصل  بنابراین  است  دیفرانسیل جزئی خطی  معادله 
آثار( بر این معادله حاکم است. بر همین اساس با ضرب مقادیر غلظت 
بارگذاری در محل منبع آلاینده در هر عددی، مقادیر غلظت مشاهده 
شده در هر نقطه از پایین دست )نقاط مشاهداتی( در همان عدد ضرب 
منحنی  یافتن  در  اصل  این  از  نتایج حاصل  بودن  کاربردی  می شود. 
بازیابی  همچنین  و  مستقیم  صورت  به  پیچیده  بارگذاری های  پاسخ 
تابع شدت آن ها به صورت معکوس در این پژوهش مورد برسی قرار 

می گیرد.
ویژگی های  به  که  خطی  معادلات  دستگاه  حل  و  تشکیل  برای 
آن در مطالب قبل اشاره شد، نیاز است که هرکدام از اجزای دستگاه 
بازیابی  برای  گیرد.  قرار  بررسی  مورد  دستگاه  نحوه ی حل  و  مذکور 
حل  به  باید  بعدی  دو  حالت  در  آلاینده  منبع  شدت  تابع  معکوس 
همان  مسئله  معلومات  آن  در  که  پرداخت  خطی  معادلات  دستگاه 
مقادیر غلظت های منحنی پاسخ در نقاط مشاهده ای، مجهولات مسئله 

مقادیر متوسط بارگذاری منبع آلاینده و ضرایب معادلات نیز مقادیر 
غلظت بارگذاری های واحد )بارگذاری با شدت یک کیلوگرم بر ثانیه 
در طول مدت بارگذاری( در نقاط مشاهده ای است؛ در دستگاه مذکور 
هرکدام از این اجزا به صورت ماتریس تعریف می شود و کدهای عددی 
دستگاه های  حل  برای  موجود  روش های  به  توجه  )با  دستگاه  حل 
مراحل حل  به  کلی  صورت  به  اگر  می شود.  نوشته  معادلات خطی( 

دستگاه معادلات خطی اشاره شود روند زیر مورد نظر است:
n m× G برابر ماتریس ضرایب با ابعاد  1. تعریف 

1n × c برابر بردار ماتریس معلومات با ابعاد  ۲. تعریف بردار
واقعی  نظیر شرایط  اعمال شرایطی  زمان حل دستگاه جهت  در 
داده های  برداشت  خطای  به عنوان  مقادیری  است  نیاز  میدانی 
پژوهش  در  که  آنجا  از  شود.  اعمال  بردار  این  مقادیر  بر  مشاهداتی 
حاضر سعی می شود شرایط واقعی با در نظر گرفتن حداکثر خطاهای 
برداشت میدانی در بازیابی تابع شدت مورد توجه قرار گیرد، بنابراین 
مقدار خطای برداشت داده های مقادیر غلظت در نقاط مشاهده ای در 
قسمت مثال ها، به صورت بیشترین مقدار 15% و کمترین مقدار %5 

در نظر گرفته شده است.
مجهولات  ماتریس  بردار  همان  که   w بردار آوردن  دست  به   .3

1m است. × )مقادیر متوسط بارگذاری اصلی منبع آلاینده( با ابعاد 
بهترین روش  به  با توجه  نهایی دستگاه  اینجا لازم است به حل 
حل دستگاه های معادلات خطی پرداخته شود؛ اما به علت حجم بالای 

مطالب، از توضیح پیرامون روش های مختلف اجتناب می شود.

3- نتايج و بحث
رودخانه جهت  و  زیرزمینی  آب  در  تاکنون  که  پژوهش هایی  در 
بازیابی تابع شدت منبع آلاینده انجام شده است، از اصل برهم نهی و 
نتایج آن در حل معکوس معادله انتقال استفاده نشده است؛ همچنین 
نتایج حاصل  از  این است علاوه بر استفاده  بر  این پژوهش سعی  در 
از این اصل، به بازیابی تابع شدت بارگذاری منبع در شرایط پیچیده 
شرایط  تحت  بعدی  دو  حالت  در  واقعی  رودخانه  در  آلاینده  منابع 
جریان غیرماندگار و غیریکنواخت پرداخته شود. روش مورد استفاده 
ماتریس  ریاضی  روش  معکوس،  عددی  مدل  کدهای  نوشتن  جهت 
معکوس بر پایه روش تنظیم تیخونف است. در نهایت با ارائه نتایج، 
هدف نهایی پژوهش که ارائه چارچوب کلی جهت بازیابی تابع شدت 

 
 L-curve منحنی کلی حالت .1 شکل

  
L-curve شکل 1. حالت کلی منحنی  

Fig. 1. The general form of the L-curve
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زمانی منابع چندگانه آلاینده در رودخانه در حالت دو بعدی و تحت 
شرایط واقعی است، محقق می شود.

نتایج، مدل معکوس مورد استفاده در  ارائه مثال ها و  در قسمت 
پایه روش تنظیم تیخونف  بر  پژوهش، یعنی روش ماتریس معکوس 
در حالت دو بعدی تحت شرایط فرضی و واقعی با ذکر دو مثال مورد 
فرضی  مثال  یک  که  اول  مثال  در  می گیرد.  قرار  تحلیل  و  بررسی 
است، به بازیابی تابع شدت زمانی یک منبع آلاینده با استفاده از چند 
پایین دست منبع پرداخته  نقطه ی مشاهده ای در فواصل مختلف در 
با  شده  ارائه  معکوس  مدل  صحت سنجی  به  دوم  مثال  در  می شود. 
استفاده از داده های واقعی رودخانه اوهایو تحت شرایط واقعی جریان 
پرداخته می شود. در این مثال که تحت شرایط واقعی جریان و بستر 
رودخانه است، بازیابی تابع شدت زمانی سه منبع آلاینده با استفاده 
از سه نقطه ی مشاهده ای به  عنوان حالت کلی انجام می شود؛ در پایان 

نیز علاوه بر ارائه نتایج محاسبات، چارچوب مورد  نظر ارائه می شود. در 
ادامه جزئیات بیشتر مثال ها آورده خواهد شد.

3-1- مثال اول: بازیابی تابع شدت زمانی یک منبع آلاینده در حالت 
ساده تحت شرایط فرضی )مقطع و جریان(

در این مثال یک بارگذاری پله ای با مدت زمان سی دقیقه شکل 4 
در فاصله ی زمانی 1۲:15 تا 1۲:45 بامداد از یک منبع آلاینده نقطه ای 
رهاسازی می شود. در اینجا یک رودخانه به طول مسیر 1/6 کیلومتر 
با مقطع نامنظم و شرایط جریان غیرماندگار و غیریکنواخت مفروض 
است. منبع آلاینده به مختصات )346196۲/۲05 و ۲7۲990/86( در 
ابتدای مسیر رودخانه به رهاسازی آلاینده می پردازد. مختصات نقاط 
اثر منبع آلاینده در پایین دست در جدول 1 آورده شده  مشاهده ای 
است. نوع شرط مرزی مورد استفاده در حل معادلات هیدرودینامیک، 

 
 متریبسی روی بر ایمشاهده نقاط و آلاینده منبع وضعیت. 2 شکل

اول مثال) رودخانه ) 

   

شکل 2. وضعیت منبع آلاينده و نقاط مشاهده ای بر روی بسیمتری رودخانه )مثال اول(
Fig. 2. Status of the pollutant source and observation points on the river bathymetry (Example 1)

 
 طول در آب سطح تراز و جریان دبی زمانی هایسری نمودار .3 شکل

 (دقیقه 33 و ساعت 2) سازیشبیه دوره
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 دوره طول در واحد بارگذاری و ایپله بارگذاری منحنی .4 شکل

دقیقه 33) رهاسازی
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 شکل 3. نمودار سری های زمانی دبی جريان و تراز سطح آب در طول دوره
شبیه سازی )2 ساعت و 30 دقیقه(

Fig. 3. Time series graphs of flow discharge and water level 
during the simulation period (2 hours and 30 minutes)

 شکل 4. منحنی بارگذاری پله ای و بارگذاری واحد در طول دوره رهاسازی
)30 دقیقه(

Fig. 4. The step loading curve and the unit loading during 
the release period (30 minutes)
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و  بالادست(  مرزی  شرط  )برای  رودخانه  دبی  زمانی  سری های 
در  پایین دست(  مرزی  شرط  )برای  آب  سطح  تراز  زمانی  سری های 
طول دوره شبیه سازی است. نمودار شرایط مرزی جهت حل معادلات 
هیدرودینامیک مربوط به دو ساعت و سی دقیقه )کل دوره شبیه سازی 
است.  آورده شده  تا 1۲:00( در شکل 3  زمانی 0۲:30  فاصله ی  در 
ضریب زبری مانینگ برای کل مسیر جریان مقدار متوسط 0/033 و 

مقدار ضریب پراکندگی نیز برابر 15 متر مربع بر ثانیه در نظر گرفته 
شده است.

3-1-1- حل مستقیم دو بعدی معادلات هیدرودینامیک و انتقال جرم 
ماده آلاینده

چهارگانه  معادلات  مستقیم  حل  در  پیشین،  مطالب  اساس  بر 

 (اول مثال) یا مشاهده نقاط مختصات .1 جدول

 1 یا مشاهده نقطه
Y X 

758/3461982 745/273381 
 486/273596 417/3461970 2 یا مشاهده نقطه
 276/273885 807/3462056 3 یا مشاهده نقطه
 447/274650 265/3461943 4 یا مشاهده نقطه

 

  

جدول 1. مختصات نقاط مشاهده ای )مثال اول(
Table 1. Coordinates of observation points (Example 1)

 
 افقی جهت در جریان سرعت مقادیر - AM 12:30 زمان در رودخانه طول به نسبت هیدرودینامیک معادلات مستقیم عددی حل هایخروجی .5 شکل
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 چهارم و سوم ایمشاهده نقاط در( زمانی تأخیر با) واحد و اصلی هایبارگذاری پاسخ منحنی .6 شکل
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شکل 6. منحنی  پاسخ بارگذاری های اصلی و واحد )با تأخیر زمانی( در نقاط مشاهده ای سوم و چهارم
Fig. 6. The response curve of main and unit loadings (with time delay) at the third and fourth observation points

شکل 5. خروجی های حل عددی مستقیم معادلات هیدرودينامیک نسبت به طول رودخانه در زمان AM   -12:30 مقادير سرعت جريان در جهت افقی
Fig. 5. Outputs of the forward numerical solution of hydrodynamic equations along the river length at 12:30 AM - Flow 

velocity values in horizontal direction
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هیدرودینامیک و انتقال جرم در حالت دو بعدی، پارامترهای جریان و 
انتقال در مکان ها و زمان های مختلف قابل محاسبه است. خروجی های 
سرعت،  مقادیر  هیدرودینامیک،  معادلات  مستقیم  مدل  عددی  حل 
است؛ همچنین  زمان های مختلف  و  و دبی جریان در مکان ها  عمق 
دو  حالت  در  انتقال  معادله  مستقیم  مدل  عددی  حل  خروجی های 
است.  رودخانه  نقاط  تمام  در  زمان  به  نسبت  غلظت  مقادیر  بعدی، 

این غلظت ها نسبت به زمان های مختلف در واقع منحنی های پاسخ 
حاصل از بارگذاری های پله ای )اصلی( و واحد است. در شکل  5 که 
مربوط به حل عددی مستقیم معادلات هیدرودینامیک است، مقادیر 
رودخانه  مسیر  طول  در  مختلف  مکان های  به  نسبت  جریان  سرعت 
در یک زمان مشخص در طول دوره شبیه سازی آورده شده است؛ در 
شکل  6 که مربوط به حل عددی مستقیم معادله انتقال است، منحنی 

 
 چهارم و سوم ایمشاهده نقاط در نهیبرهم اصل از حاصل منحنی و اصلی بارگذاری هایپله پاسخ هایمنحنی .7 شکل

 (اصلی بارگذاری پاسخ منحنی بر نهیبرهم منحنی کامل انطباق)
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شکل 7. منحنی های پاسخ پله های بارگذاری اصلی و منحنی حاصل از اصل برهم نهی در نقاط مشاهده ای سوم و چهارم
Fig. 7. Response curves of the main loading steps and obtained response curve via the superposition principle at the third 

and fourth observation points (Full agreement of the superposition curve with the main loading response curve)

  سوم یا نقطه مشاهده یحل معکوس برا جینتا .2جدول 
 تنظیم درجه یک تنظیم درجه صفر 

 10 ها )دقیقه( دادهبرداشت دوره 
 15 5 15 5 )%(ها  خطای برداشت داده

 115/2 005/1 663/2 123/1 %(محاسبات )خطای نسبی 
 0011/0 0002/0 0017/0 00025/0 پارامتر تنظیم

 (16×3) ابعاد ماتریس ضرایب
 

  

جدول 2. نتايج حل معکوس برای نقطه مشاهده ای سوم
Table 2. Inverse solution results for the third observation point

 چهارم یا نقطه مشاهده یحل معکوس برا جینتا .3جدول 
 تنظیم درجه یک تنظیم درجه صفر 

دوره برداشت 
ها  داده

 )دقیقه(
25 

خطای 
برداشت 

 )%( ها داده
5 15 5 15 

 خطای نسبی
 845/2 393/1 081/3 923/1 %(محاسبات )

 0018/0 00027/0 0021/0 00034/0 پارامتر تنظیم
ابعاد ماتریس 

 (16×3) ضرایب

 

  

جدول 3. نتايج حل معکوس برای نقطه مشاهده ای چهارم
Table 3. Inverse solution results for the fourth observation point
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پاسخ هرکدام از بارگذاری های اصلی و واحد در نقاط مشاهده ای سوم 
و چهارم آورده شده است. در شکل  7 نیز منحنی های پاسخ حاصل از 
هرکدام از پله های بارگذاری اصلی و همچنین منحنی )حاصل جمع( 
حاصل از اصل برهم نهی منحنی های پاسخ هرکدام از پله ها در نقاط 

مشاهده ای سوم و چهارم آورده شده است.

3-1-۲- حل معکوس دو بعدی معادله انتقال جرم ماده آلاینده
پله ای  بارگذاری  تابع شدت  بازسازی  به مباحث پیشین،  با دقت 
حل  نتایج  از  استفاده  با  آلاینده(  منبع  )محل  بالادست  در  )اصلی( 
مستقیم معادلات هیدرودینامیک و انتقال در محل نقاط مشاهده ای 
باید  پایین دست  در  مشاهده ای  نقطه  یک  انتخاب  می گیرد.  انجام 

 

 
 خطا %15 و %5 - صفر درجه تنظیم -آلاینده منبع بارگذاری متوسط واقعی مقادیر و محاسباتی مقادیر نمودار .8 شکل
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شکل 8. نمودار مقادير محاسباتی و مقادير واقعی متوسط بارگذاری منبع آلاينده- تنظیم درجه يک - 5% و 15% خطا
Fig. 8. The graph of computational and exact average values of the pollutant source loading - first-order regularization - 5% 

and 15% error

 
 خطا %15 و %5 - یک درجه تنظیم - آلاینده منبع بارگذاری متوسط واقعی مقادیر و محاسباتی مقادیر نمودار .9 شکل
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شکل 9. نمودار مقادير محاسباتی و مقادير واقعی متوسط بارگذاری منبع آلاينده - تنظیم درجه صفر - 5% و 15% خطا
Fig. 9. The graph of computational and exact average values of the pollutant source loading - zeroth-order regularization - 

5% and 15% error

 یپراکندگ بیضر راتییتغ با معکوس مدل تیحساس زیآنال .4 جدول
 0.5 xD 

xD 2 xD 3 xD 
 268 925 1650 <1700 (متر) اختلاط طول

 قابل) یا مشاهده نقاط شماره
 (استفاده

 و 3 و 2 و 1
4 

 و 2 و 1
3 

 1 2 و 1

 مورد) یا مشاهده نقطه شماره
 1 2 3 4 (استفاده

 15 )%( ها داده برداشت یخطا
/00232 0018/0 00103/0 میتنظ پارامتر مقدار

0 
-- 

 -- 304/5 845/2 232/2 )%( محاسبات ینسب یخطا
 

  

جدول 4. آنالیز حساسیت مدل معکوس با تغییرات ضريب پراکندگی
Table 4. Sensitivity analysis of the inverse model with variation of the dispersion coefficient
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به گونه ای باشد که بتواند حداقل اطلاعات منبع آلاینده را تأمین کند. 
در این مثال از اطلاعات چهار نقطه مشاهده ای جهت ارائه نتایج مورد 
نیاز استفاده شده است. در قسمت نمایش نمودارهای نتایج، نتایج حل 
نقاط  سایر  برای  است.  شده  آورده  مشاهده ای  نقطه  دو  در  معکوس 
نقاط  در  ارائه می گردد.  نتایج حل معکوس در قسمت چارچوب  نیز 
مشاهده ای سوم و چهارم که نتایج آن در همین قسمت آورده خواهد 
شد، حل معکوس به منظور بازیابی تابع شدت منبع آلاینده انجام شده 
است. لازم به ذکر است جهت کم شدن حجم مطالب، تنها نمودارهای 
حل  نتایج  و  است  شده  آورده  چهارم  نقطه  در  معکوس  حل  نتایج 

معکوس در نقطه سوم به صورت یک جدول ارائه می گردد.

مطابق نکاتی که قبلًا بحث شد، در حل معکوس جهت به دست 
آوردن مقادیر متوسط بارگذاری منبع آلاینده وجود تنها یک نقطه ی 
مشاهده ای در پایین دست هر منبع آلاینده کافی است؛ این نقطه  باید 
دارای اطلاعات کافی از منبع آلاینده باشد. در این مثال سعی شده 
است انتخاب طول بازه رودخانه فرضی به گونه ای باشد که نقش عرض 
رودخانه بارزتر شود و دو بعدی بودن مسئله نمود کامل پیدا کند؛ با 
از  اینکه فاصله نقاط مشاهده ای  نتایج آورده شده، به دلیل  توجه به 
منبع زیاد نیست ابعاد ماتریس ضرایب تغییری نمی کند؛ اما با فاصله 
گرفتن از منبع، به تدریج از اطلاعات منبع آلاینده در نقاط مشاهده ای 
کاسته می شود. در ادامه نتایج محاسبات حل معکوس به ازای نقاط 

 

 
 آب سطح تراز و جریان دبی زمانی سری منحنی .13 شکل
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شکل 10. منحنی سری زمانی دبی جريان و تراز سطح آب
Fig. 10. The time series curve of flow discharge and water level

 

 

(دوم مثال) حل دامنه بندیشبکه بودن مشخص با اوهایو رودخانه مطالعه مورد بازه بسیمتری .11 شکل  

  

شکل 11. بسیمتری بازه مورد مطالعه رودخانه اوهايو با مشخص بودن شبکه بندی دامنه حل )مثال دوم(
Fig. 11. The study reach bathymetry of the Ohio River with the solution domain mesh (Example 2)
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مشاهده ای سوم و چهارم آورده شده است، شکل های 8 و 9 و جدول 
3 مربوط به نتایج حل معکوس به ازای نقطه مشاهده ای چهارم است؛ 
نیز در  نقطه مشاهده ای سوم  ازای  به  نتایج محاسبات حل معکوس 
جدول ۲ آورده شده است. همچنین در جدول 4 آنالیز حساسیت مدل 
با تغییرات ضریب پراکندگی و تأثیر آن بر طول اختلاط و  معکوس 
نتایج حل معکوس به ازای نقاط مشاهده ای مختلف آورده شده است. 
لازم به ذکر است که در این پژوهش برای اصلی ترین پارامتر تأثیرگذار 
)ضریب پراکندگی( بر نتایج حل معکوس آنالیز حساسیت انجام شده 
آنالیز حساسیت  پارامترهایی جهت  پژوهش  این  در  همچنین  است؛ 
مورد بررسی قرار گرفته اند، از جمله این موارد می توان به ضریب زبری، 
گام های زمانی و مکانی حل معادلات )هیدرودینامیک و انتقال( در مدل 
عددی مستقیم، فواصل زمانی برداشت مقادیر غلظت بارگذاری های واحد در 
نقاط مشاهده ای و فواصل زمانی سری های زمانی داده های هیدرودینامیک 

و بارگذاری های منابع آلاینده اشاره کرد. با توجه به امتحان بازه وسیعی 
از مقادیر پارامترهای مذکور، تغییرات آن ها تأثیر ناچیزی بر نتایج حل 
معکوس داشتند، به عبارت دیگر مدل معکوس ارائه شده حساسیت ناچیزی 
به تغییرات این مقادیر داشت؛ پس اهمیت کمتری نسبت به پارامتر ضریب 
پراکندگی جهت ارائه نتایج دارند؛ بنابراین جهت کاهش حجم نتایج آنالیز 

حساسیت بر نتایج حل معکوس، به جدول 4 اکتفا می شود.

حالت  در  شده  ارائه  معکوس  مدل  صحت سنجی  دوم:  مثال   -۲-3
پیچیده تحت شرایط واقعی رودخانه اوهایو به منظور ارائه چارچوب 

کلی
تابع شدت منابع آلاینده به عنوان  بازیابی  در این قسمت جهت 
حالت کلی، شرایط واقعی جریان و بستر یک رودخانه در نظر گرفته 
إیالات متحده  اوهایو واقع در  می شود. منطقه مورد مطالعه رودخانه 

 

 
 آب سطح تراز مقادیر -AM 01:06 زمان در رودخانه طول به نسبت هیدرودینامیک معادلات مستقیم عددی حل هایخروجی .12 شکل
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 (دوم مثال) یا مشاهده نقاط و ندهیآلا منابع مشخصات .5 جدول
 3 ندهیآلا منبع 2 ندهیآلا منبع 1 ندهیآلا منبع 

 یخط یا پله یا پله یخط ندهیآلا منبع یبارگذار یالگو
 7 9 6 (ساعت) یبارگذار زمان مدت

 یرو بر ندهیآلا منبع مختصات
 (متر) رودخانه یمتریبس

 (18/1407923و84/413833) (71/1415950و55/411122) (08/1419672و82/405646)

 یرو بر یا مشاهده نقطه مختصات
 (متر) رودخانه یمتریبس

 (93/1402606و64/407879) (54/1409677و413887) (58/1417545و28/410378)

 

  

جدول 5. مشخصات منابع آلاينده و نقاط مشاهده ای )مثال دوم(
Table 5. Specifications of pollutant sources and observation points (Example 2)

شکل 12. خروجیهای حل عددی مستقیم معادلات هیدرودينامیک نسبت به طول رودخانه در زمان AM   -01:06 مقادير تراز سطح آب
Fig. 12. Outputs of the forward numerical solution of hydrodynamic equations along the river length at 01:06 AM - water 

level values
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در  آن  بسیمتری  که  است  کیلومتر   10 مطالعه  مورد  بازه  و  آمریکا 
شکل 11 آورده شده است ]۲4[. این رودخانه از رودخانه های بزرگ 
به شمار می آید که در بسیاری از نقاط آن عرض رودخانه به بیش از 
500 متر می رسد. شرایط واقعی رودخانه مذکور جهت صحت سنجی 
مدل معکوس ارائه شده در پژوهش و ارائه چارچوب کلی استفاده شده 
است. تعداد منابع آلاینده در این بازه از رودخانه سه منبع  آلاینده 
نقطه ای و تعداد نقاط مشاهده ای نیز به ازای هر منبع یک نقطه است. 
پیچیده  به عنوان حالت  نقطه مشاهده ای  و  تعداد منبع آلاینده  این 
می تواند چارچوب ها و راهکارهای مورد نظر را جهت کاربرد در شرایط 
مورد  ورودی های  تأمین کند.  آلاینده  منابع  نامحدود  تعداد  و  واقعی 
با  انتقال،  نیاز جهت حل عددی مستقیم معادلات هیدرودینامیک و 
دو  از  اوهایو  رودخانه  جریان  به  مربوط  واقعی  داده های  از  استفاده 
ایستگاه USGS 03216600 و USGS 03255000 )ابتدای مسیر 

رودخانه( و )انتهای مسیر رودخانه( برداشت شده است. این ورودی ها 
در واقع همان شرایط مرزی معادلات هیدرودینامیک در ابتدا و انتهای 
شرط  پیشین،  مثال های  مشابه  می کند.  تأمین  را  مطالعه  مورد  بازه 
دبی  زمانی  سری های  هیدرودینامیک  معادلات  حل  بالادست  مرزی 
رودخانه در ایستگاه USGS 03216600 و شرط مرزی پایین دست 
  USGS 03255000ایستگاه در  آب  سطح  تراز  زمانی  سری های 
به  مربوط  هیدرودینامیک  معادلات  حل  مرزی  شرایط  نمودار  است. 
48 ساعت )در طول دوره شبیه سازی( در شکل 10 آورده شده است. 
ضریب زبری مانینگ برای کل مسیر مقدار متوسط 035/ 0و مقدار 
ضریب پراکندگی 450 متر مربع بر ثانیه در نظر گرفته شده است]۲4 
و ۲5[. در شکل  1۲ که مربوط به نتایج حل عددی مستقیم معادلات 
مکان های  به  نسبت  آب  سطح  تراز  مقادیر  است،  هیدرودینامیک 
مختلف در طول مسیر رودخانه در یک زمان مشخص در طول دوره 

 

 
 (دوم مثال) اوهایو رودخانه در ایمشاهده نقاط و آلاینده منابع مکانی موقعیت .13 شکل

  

شکل 13. موقعیت مکانی منابع آلاينده و نقاط مشاهده ای در رودخانه اوهايو )مثال دوم(
Fig. 13. The location of pollutant sources and observation points in the Ohio River (Example 2)

 (دوم مثال) یکل حالت در معکوس حل مشخصات .6 ولجد
 3 ندهیآلا منبع 2 ندهیآلا منبع 1 ندهیآلا منبع 

 28 4 18 مجهولات سیماتر یاجزا تعداد
 (183×28) (25×4) (64×18) بیضرا سیماتر ابعاد

 یا مشاهده نقطه در غلظت یها داده داشتبر یزمان دوره
 (قهیدق)

15 60 10 

 

  

جدول 6. مشخصات حل معکوس در حالت کلی )مثال دوم(
Table 6. The inverse solution specifications in the general state (Example 2)
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شبیه سازی آورده شده است.
در بحث الگوی بکار رفته در منابع آلاینده سعی شده است تمامی 
حالت های ممکن الگوهای بارگذاری مورد استفاده قرار گیرد. همچنین 
در بحث مدت زمان تخلیه آلاینده در رودخانه، محل قرارگیری منابع 
آلاینده و فواصل آن ها از همدیگر سعی شده است شرایط تا حد امکان 
واقعی در نظر گرفته شود. در شکل 13 محل قرارگیری منابع آلاینده 
در  آن ها  از  به هرکدام  مربوط  نقاط مشاهده ای  موقعیت  و همچنین 
پیکان های  است.  شده  مشخص  رودخانه  در  مطالعه  مورد  بازه  طول 
زرد رنگ و سفید رنگ به ترتیب موقعیت مکان منابع آلاینده و نقاط 
منابع  کلی  اطلاعات  نیز   5 در جدول  می دهند.  نشان  را  مشاهده ای 

آلاینده برای حالت پیچیده آورده شده است.
در این مثال مشابه مثال اول )حالت فرضی( جهت کاهش حجم 

مطالب، از آوردن همه نتایج و نمودارهای مربوطه )به ویژه نمودار 
منحنی های بارگذاری منابع آلاینده( در حالت کلی اجتناب می شود 

و تنها یک سری نمودار مقادیر محاسباتی توسط مدل معکوس و 
مقادیر واقعی منحنی های بارگذاری در حالت کلی مطابق شکل  
14 برای تنظیم درجه یک و 5 درصد خطا در برداشت داده ها و 

همچنین شرحی از سایر نتایج  در جدول 7 آورده می شود.

4- نتیجه گیری
تاکنون روش های متنوعی در رابطه با بازیابی مکان و زمان انتشار 
آلاینده رهاسازی شده از منبع استفاده شده است که هرکدام از آن ها 
همچنین  گرفته اند.  نظر  در  مسئله  فرضیات  عنوان  به  را  شرایطی 
نحوه  آن ها  در  که  رودخانه  در  معکوس  حل  تحقیقات  از  دسته  آن 
شرایط  تحت  و  واقعی  داده های  از  استفاده  با  روش،  صحت سنجی 
بنابراین  است؛  کمتر  مراتب  به  باشد،  پیچیده  و  واقعی  محیطی 
گذشته  پژوهش های  محدودیت های  رفع  هدف  با  که  پژوهش هایی 

باشد، دارای کاربرد خواهد بود.
معادلات  معکوس  و  مستقیم  حل  حاضر،  پژوهش  از  بخشی  در 
بعدی  دو  حالت  در  آلاینده  ماده  جرم  انتقال  و  هیدرودینامیک 
معکوس  حل  و  مستقیم  حل  در  برهم نهی  اصل  کاربرد  همچنین  و 
مسئله انتقال آلاینده مورد بررسی قرار گرفته است. در این بخش از 
پژوهش، یک چارچوب کلی جهت حل معکوس مسئله انتقال آلاینده 
بر اساس روش ریاضی ماتریس معکوس بر پایه روش تنظیم تیخونف 
با صحت سنجی روش مذکور تحت شرایط فرضی و واقعی جریان در 
دامنه  دو بعدی ارائه می شود؛ با این وصف توجه به نکات زیر به  عنوان 
چارچوب کلی ارائه  شده در حل مستقیم و معکوس معادله انتقال به 

 

 
 

 

 خطا %5 - یک درجه تنظیم -کلی حالت در 3 و 2و 1 شماره هایبارگذاری واقعی مقادیر و محاسباتی متوسط مقادیر نمودار .14 شکل
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شکل 14. نمودار مقادير متوسط محاسباتی و مقادير واقعی بارگذاری های شماره 1 و2 و 3 در حالت کلی- تنظیم درجه يک - 5% خطا
Fig. 14. The graph of computational and exact average values of 1st, 2nd, and 3rd loadings in the general state - first-order 

regularization - 5% error
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منظور بازیابی تابع شدت منابع آلاینده در رودخانه در حالت دو بعدی 
ضروری است:

گفت  می توان  برهم نهی  اصل  و  واحد  بارگذاری  با  رابطه  در   -1
مدت  زمان  از  منطقی  مضربی  باید  واحد  بارگذاری  مدت  زمان  که 
)در  پله  کوچک ترین  مدت  زمان  برابر  حداکثر  یا  پله  کوچک ترین 
از  کوچک  مضربی  همچنین  و  پله ای(  و خطی  پله ای  بارگذاری های 
مدت زمان کل بارگذاری )در بارگذاری های خطی و سایر( باشد. این 

دقت نظر موجب حداکثر دقت در حل معکوس می شود.
۲- با توجه به جدول 4 با افزایش ضریب پراکندگی طول اختلاط 
بازیابی  شود جهت  کمتر  اختلاط  طول  هرچه  بنابراین  می شود،  کم 
اطلاعات منبع، باید موقعیت نقاط مشاهده ای نسبت به منابع آلاینده 
نزدیک تر در نظر گرفته شود. لازم است در حل معکوس جهت بازیابی 
تابع شدت منبع آلاینده به محدودیت ها جهت کاربرد در عمل نیز دقت 
شود، بنابراین طول اختلاط کم می تواند باعث افزایش محدودیت های 
کاربردی و میدانی شود و بازیابی تابع شدت منابع آلاینده را فقط در 

نقاط نزدیک به منابع آلاینده ممکن سازد.
در حل  بعدی  دو  مدل  با  بعدی  یک  مدل  مقایسه  بحث  در   -3
با  بعدی  دو  مدل  مقایسه  در  یکسان(:  )در شرایط محیطی  معکوس 
وجود  بعدی  یک  مدل  در  که  عددی  حل  روش  و  بعدی  یک  مدل 
دارد، مدل دو بعدی از لحاظ بعد مسافت و بعد زمانی منبع آلاینده 
دارای محدودیت بیشتری است، به این مفهوم که تحت شرایط بستر 
و ضریب پراکندگی یکسان حتی با وجود مدت زمان بارگذاری زیاد 
بعدی،  یک  مدل  در  کم  بارگذاری  زمان  مدت  و  بعدی  دو  مدل  در 
می بایست فاصله نقاط مشاهده ای از منبع آلاینده در مدل دو بعدی به 

مراتب نزدیک تر از حالت یک بعدی در نظر گرفته شود.
در  پکلت1  عدد  مقدار  هرگاه  )فرضی(  اول  مثال  به  توجه  با   -4
نسبت  رودخانه  نقاط مشاهده ای حاشیه  گیرد،  قرار  بازه )80-1۲0( 
به نقاط مرکزی رودخانه اطلاعات بهتری از منبع آلاینده جهت انجام 
محاسبات حل معکوس در اختیار قرار می دهد؛ اما نکته مهم این است 
که در اکثر مقادیر عدد پکلت )خصوصاً بازه ای که تعریف شد( نقاط 
مشاهده ای واقع در ساحل مقابل رودخانه )ساحل مقابل ساحلی که 
منبع آلاینده قرار دارد( دارای کمترین میزان اطلاعات از منبع آلاینده 
است؛ بنابراین استفاده از این نقاط به عنوان نقاط مشاهده ای توصیه 

نمی شود.
مختلف  مقادیر  امتحان  با  )فرضی(  اول  مثال  به  توجه  با   -5
ضریب پراکندگی و بارگذاری های مختلف )با حداقل زمان بارگذاری 
نیم ساعته( هرگاه مقدار عدد پکلت در بازه )160-80( قرار گیرد، 
حاصل  درصد   5 زیر  خطای  سطح  با  معکوس  حل  نتایج  بهترین 

می شود.
6- با توجه به مثال دوم )واقعی( به ازای حداکثر عرض رودخانه 
پکلت  عدد  مقدار  هرگاه  ساعته،   7 تا   4 بارگذاری های  و  متر   480
در بازه )6/3-3/05( قرار گیرد، بهترین نتایج حل معکوس با سطح 
عدد  مقدار  افزایش  بنابراین  می شود؛  درصد حاصل   15 زیر  خطای 
نقاط  شدن  دور تر  از  نشان  فوق،  بازه  در  مقدار  حداکثر  از  پکلت 
حل  نتایج  می تواند  تغییر  این  است.  آلاینده  منبع  از  مشاهده ای 
معکوس را تحت الشعاع قرار دهد و حتی باعث عدم بازیابی کمترین 
سطح از اطلاعات منبع آلاینده از طریق نقاط مشاهده ای جدید شود.

1  Peclet Number

 (دوم مثال) یکل حالت در معکوس حل جینتا .7 جدول

 کی درجه میتنظ صفر درجه میتنظ 

 15 5 15 5 )%( ها داده برداشت یخطا

 53/12 05/5 98/13 79/6 )%( محاسبات ینسب یخطا

 (272×50) (یکل حالت در) بیضرا سیماتر ابعاد

 0123/0 00291/0 00953/0 00136/0 (یکل حالت در) میتنظ پارامتر قدارم

 

  

جدول 7. نتايج حل معکوس در حالت کلی )مثال دوم(
Table 7. The inverse solution results in the general state (Example 2)
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