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چکیده: روش بدون شبكه حداقل مربعات گسسته کارایی مناسب خود را برای حل معادلات دیفرانسیلی مشتقات جزیی حاکم 
بر مسائل مهندسی نشان داده  است. این روش بر پایه کمینه کردن تابعك حداقل مربعاتي استوار است. تابعك حداقل مربعاتي 
به صورت مجموع وزن داری از باقیمانده ي معادله دیفرانسیلی و شرایط مرزي حاکم تعریف شده  است. معمولًا از تابع تخمین 
حداقل مربعات متحرك )MLS(، براي ساختن توابع شكل در روش بدون شبكه حداقل مربعات گسسته استفاده می شود. هرچند 
با استفاده از این نوع تابع تخمین سازگاری مورد نیاز توابع تخمین ارضا می شود، اما روش در صورت تجمع و نزدیكی بیش از 
اندازه گره ها کارآیی مناسب خود را از دست می دهد. در این مطالعه مشكل مطرح شده، با استفاده از تابع تخمین نوینی که حداقل 
مربعات متحرك نگاشتی )MMLS( نامیده شده است، برطرف شده  است. در این روش خوشه های گرهی مجتمع به یك آرایش 
گرهی استاندارد نگاشت می یابند؛ سپس تابع تخمین و مشتقات آن با در نظر گرفتن ملاحظاتی محاسبه می شوند. کارایی روش 
تخمین پیشنهادی MMLS برای برطرف کردن مشكل تابع تخمین MLS با تخمین توابع ریاضیاتی مورد ارزیابی قرار گرفته  
است. نتایج به دست آمده قابلیت روش پیشنهادی MMLS را جهت رفع مشكل نشان داده اند. تابع تخمین پیشنهادی در روش 
بدون حداقل مربعات گسسته مختلط استفاده شده و براي حل معادلات غیرخطي برگرز به کار گرفته شده  است. نتایج به دست 

آمده کارایی و دقت بالای روش پیشنهادی را نشان می دهند.
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مقدمه-11
المان  و  محدود  حجم  روش  مانند  المان،  بر  مبتني  عددي  روش هاي 
محدود، کارایی مناسب خود را در حل معادلات دیفرانسیلي حاکم بر مسائل 
این روش ها در مسایلی  به کارگیري  این وجود،  با  مهندسي نشان داده اند، 
با مرزهاي متحرك و تغییر شكل های زیاد، به علت بدشكل شدن المان ها، 
با دشواري هایي همراه است؛ این درحالي است که، روش هاي بدون شبكه1  
فرآیندهاي  به کارگیري  این،  بر  علاوه  نیستند.  مواجه  مشكلاتي  چنین  با 
یافته اند،  توسعه  دقت روش هاي عددي  افزایش  منظور  به  که  نیز،  تظریف 
با سهولت  المان  بر  مبتني  روش هاي  به  نسبت  بدون شبكه  روش هاي  در 
بدون شبكه  اخیر روش هاي  این رو، در سالیان  از  است.  اجرا  قابل  بیشتري 
توجه  مورد  مهندسي  پدیده هاي  بر  حاکم  دیفرانسیلي  معادلات  حل  براي 
محققان قرار گرفته اند. از جمله روش های بدون شبكه معروف می توان به 
بدون جز گالرکین3 ]4 و  روش هیدرودینامیك ذره هموار2 ]2 و 1[، روش 

1 Meshfree Methods
2 Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH) 
3 Element free Galerkin (EFG) 

بدون شبكه5   ابر  ]5[، روش  پترف-گالرکین4  بدون شبكه محلی  3[، روش 
]6[، روش نقطه محدود6 ]7[، روش دوباره سازی هسته ذره7 ]10-8[، روش 
بدون  روش هاي  فرآیند  کرد.  اشاره   ]11[ محلی8  مرزی  انتگرالی  معادله 
شبكه را میتوان در سه مرحله اصلی گسسته سازی ناحیه مساله، تولید توابع 
تخمیني )توابع شكل یا توابع کرنل( و حل دستگاه معادله جبري به دست 
آمده ازکمینه کردن باقیمانده ها9، خلاصه کرد. روش هاي بدون شبكه، برای 
گسسته سازی ناحیه مسأله، از آرایش گره ها به جای جزءبندی )المان بندی(، 
که در روش هاي مبتني بر المان مرسوم است، استفاده میكنند. در روش هاي 
مي شود:  استفاده  عمده  روش  دو  از  تخمین  توابع  تولید  براي  شبكه،  بدون 
روش هاي مبتني بر توابع چند جمله اي )تابع پایه10( و روش هاي مبتني بر 
تابع کرنل معمولًا به طور  بر  )تابع کرنل(. روش هاي مبتني  انتگرالي  توابع 

4 Local Petrov-Galerkin (MLPG)
5 Hp-Meshless cloud 
6 Finite Point Method (FPM) 
7 Reproducing Kernel Particle Methods (RKPM)  
8 Local Boundary Integral Equation (LBIE) 
9 Residuals 
10 Basic Functions

mklhdzan@aut.ac.ir :نویسنده عهده دار مكاتبات*



 نشریه مهندسی عمران امیرکبیر، دوره 51، شماره 4، سال 1398، صفحه 805 تا 816 

806

مستقیم از خود توابع وزن براي تولید تابع تخمین استفاده مي کنند و از این 
در  است،  پایین  بسیار  آنها  در  تخمین  توابع  تولید  محاسباتي  هزینه  لحاظ 
قابلیت  تا  میشود  باعث  آن ها  تخمیني  توابع  سازگاری1  پایین  مرتبه  مقابل، 
چند  تابع  از  که  روش هایي  قابلیت  به  نسبت  زیادي  میزان  تا  روش ها  این 
جمله اي استفاده مي کنند، پایین تر باشد ]12[. از جمله روش هایي که از توابع 
انتگرالي استفاده مي کنند، مي توان به روش بدون شبكه هیدرودینامیك ذره 
هموار و روش نیمه ضمني ذرات متحرك2 ]13[ اشاره کرد. همان طور که 
اشاره شد چون روش های کرتلی به طور مستقیم از خود تابع وزن به عنوان 
تابع کرنل جهت تخمین استفاده می کنند، گروهی از محقققان تأثیر استفاده 
با هم مقایسه کرده اند ]14[. روش هایي  و  را مطالعه  توابع وزن مختلف  از 
که از تابع چند جمله اي استفاده مي کنند هزینه محاسباتي زیادي براي تولید 
توابع تخمین )توابع شكل( صرف مي کنند، ولي خلاف روش های کرنلی، این 
روش ها قابلیت تولید مراتب بالاتر پیوستگي توابع تخمین را، با افزایش مرتبه 
تابع پایه، دارا هستند؛ قابلیتی که می تواند منجر به جواب هایي با دقت بیشتر 
این روش ها  از جمله   .]10[ تابع کرنل شود  بر  مبتني  به روش هاي  نسبت 
میتوان به روش گالرکین بدون جزء و روش پتروف-گالرکین موضعي بدون 
شبكه اشاره کرد. مزیت این روش ها این است که قدرت تخمین تابع شكل 
در آن ها افزایش یافته است. روش بدون شبكه حداقل مربعات گسسته3 ]15[

که اولین بار توسط افشار و ارزاني ارائه شد نیز از جمله روش هاي بدون شبكه 
است که از روش توابع چند جمله اي براي تولید تابع تخمین استفاده مي کند. 
این روش کارایي خود را در حل مسائل جامداتي ]16[ و سیالاتي ]17[ به 
خوبي نشان داده است. به علت اینكه در این روش از شكل قوی معادلات 
دیفرانسیلی برای گسسته سازی استفاده می شود، فرآیند انتگرال گیری عددی 
حذف می شود، بنابراین هزینه محاسباتی آن از روش های بدون شبكه دیگر، 
مثل روش بدون جزء گالرکین، که از شكل ضعیف معادلات استفاده می کنند، 
کم تر است. علاوه بر این، در این روش به دلیل عدم نیاز به انتگرال گیری 
عددی نیازی به هیچ گونه المان بندی زمینه ای نیست. بنابراین روش بدون 
شبكه حداقل مربعات گسسته- خلاف روش های بدون شبكه مبتنی بر فرم 
ضعیف- کاملا مستقل از المان بندی است. روش بدون شبكه حداقل مربعات 
گسسته هم مكان4 توسط فیروزجایی و افشار ]18[ برای حل معادلاتی از نوع 
بیضوی ارائه شد و تأثیر نقاط هم مكان در بالا بردن دقت و نرخ همگرایی 
مورد مطالعه قرار گرفت. این روش بعدها توسط نیسیپور و همكاران ]19[ در 
حل مسایل الاستیسیته خطی مسطح به کار رفت. افشار و همكاران ]20[ از 
این روش برای شبیه سازی تطبیقی معادلاتی از نوع هذلولی استفاده کردند. 
اخیرا، فرمول بندي مختلط در روش بدون شبكه حداقل مربعات گسسته به 
کار گرفته شده و از آن برای حل مسایل الاستیسیته خطی مسطح استفاده 
حل  براي  را  روش  این  همكاران  و  فرجي   .]22  ,21[.]21-23[ شده  است 

1 Consistency 
2 Moving Particle Semi-implicit (MPS) 
3 Discrete Least Squares Meshless (DLSM) 
4 Collocated Discrete Least Square Meshless (CDLSM)

معادلات مشتقات جزیي مرتبه دوم گسترش داده اند و کارایي مناسب آن را در 
حل معادلات دیفرانسیلي خطي ]23[ نشان داده اند. همچنین اخیرا این روش 
برای حل مسایل تعادلی ]24[، مسایل انتشاری خطی و غیر خطی ]25[ و نیز 
حل معادلات ناویر-استوکس تك فاز ]26[ و چند فاز ]27[ توسعه داده شده 
است. در روش بدون شبكه حداقل مربعات، ناحیه مسأله با استفاده از گره هایی 
تابع تخمین حداقل  از  استفاده  با  گسسته سازی شده و سپس جواب مساله 
باقیماندهای  تابعك  با کمینه کردن  مربعات متحرك5 تخمین زده می شود، 
می شود.  محاسبه  گره ها  در  جواب  مقدار  گرهی،  مجهول  مقادیر  به  نسبت 
تابعك باقیماندهای از مجموع باقیمانده حاصل از قرار گیری تابع تخمینی در 
شرط معادله دیفرانسیلی حاکم بر مسأله و باقیمانده حاصل از قرارگیری آن در 
شرایط مرزی به دست می آید. در فرمولبندي مختلط مرتبه مشتقات مورد نیاز 
یك مرتبه کاهش مي یابد به این ترتیب یك معادله دیفرانسیلي مرتبه دوم 
تنها با استفاده از مشتقات مرتبه اول توابع تخمین گسسته مي شود و دیگر 
نیازي به محاسبه مشتقات مرتبه دوم توابع تخمین -که از لحاظ محاسباتي 
بسیار هزینه بر هستند- نیست. علاوه بر این، با توجه به دقت بالاتر مشتقات 

مرتبه اول توابع تخمین، دقت روش نیز افزایش مي یابد. 
اشاره شد، معمولًا در روش بدون شبكه حداقل مربعات  همان طور که 
چند  توابع  از  که  شبكه  بدون  روش های  از  دیگر  بسیاری  -مانند  گسسته 
جمله ای استفاده می کنند- از تابع تخمین حداقل مربعات متحرك برای تولید 
توابع شكل بهره برده می شود. این نوع از تابع تخمین با وجود مزایایی که 
برای آن بیان شد، در صورت نزدیكی و تجمع بیش از اندازه گره ها به دلیل 
بد وضع6 شدن ماتریس تخمین آن، کارایی خود را از دست خواهد داد. این 
از جنس خوشه شدن گرها7 منجر شود.  ناپایداری  به  است  موضوع ممكن 
در این مطالعه با ارائه روش نوینی که تابع تخمین حداقل مربعات متحرك 
نگاشتی8 نامیده شده است، علاوه بر برطرف کردن مشكل مطرح شده، هزینه 
محاسباتی تولید تابع تخمین نیز برای آرایش گرهی منظم کاهش داده شده 
است. تابع تخمین پیشنهادی در روش بدون شبكه حداقل مربعات گسسته 
مختلط استفاده شده و براي حل معادلات غیر خطي برگرز9 به کار گرفته شده 
است. قابلیت روش با حل چند مثال عددي ارزیابي شده است. نتایج به دست 

آمده کارایي و دقت بالاي روش پیشنهادی را نشان می دهند.

تابع1تخمين1حداقل1مربعات1متحرك-21
در روش هاي بدون شبكه از روش های مختلفی برای تولید توابع تخمیني 
استفاده مي شود که از جمله آن ها مي توان به روش تابع پایه شعاعی10  ]28[، 

5 Moving Least Squares (MLS)
6 Ill-posed
7 Clustering instability
8 Mapped Moving Least Squares (MMLS)
9 Burgers equation
10 Radial Basis Function (RBF)
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2inf i sthd X Xβ= − )1(

روش   ،]31[ واحد2  بندی  جزء  روش   ،]30 و   29[ انتروپی1  بیشینه  روش 
کریجینگ متحرك3 ]32[، تابع تخمین حداقل مربعات متحرك ]33[ و نیز 
اشاره کرد.   ] یافته4 ]34 و 35  تعمیم  تابع تخمین حداقل مربعات متحرك 
روش تابع تخمین حداقل مربعات متحرك، یكی از معمول ترین روش هاي 
تخمین جواب در روش هاي بدون شبكه است که کارایي خود را به خوبي 
نشان داده است. در این مقاله از این روش براي تولید توابع تخمیني استفاده 
شده است. در این روش با در نظر گرفتن یك زیر ناحیه تأثیر5 براي هر گره 
معین i، یك تابع تخمین جواب، نسبت به پارامترهاي مجهول گره هایي که 
تأثیر شامل  زیر  ناحیه  تقریب زده میشود.  دارند،  قرار  تأثیر  ناحیه  زیر  داخل 
فاصله ي  به  ناحیه اي  در  که  است،  iام  گره  گره هاي همسایه ي  از  تعدادي 
شعاع تأثیر از گره iام قرار دارند. در این مطالعه از رابطه )1( براي محاسبه ي 

شعاع تاثیر گره iام استفاده شده است.

  
  
X

sth
در رابطه بالا، β ضریب ثابتي است که برابر دو اختیار شده است و 

مختصات گرهي است که از نظر نزدیكي به گره iام در مرتبه sام قرار دارد؛ 
تا به این ترتیب حداقل تعداد گره لازم براي قرارگیري در هر ناحیه تأثیر، که 
برابر s است، تضمین شود )مراجعه به رابطه )3( براي مقدار s(. تابع تخمینی 

در هر زیر ناحیه تأثیر از رابطه )2( محاسبه می شود.

رابطه )3( تابع پایه )P( را معرفي کرده است.

در رابطه )c ،)3 بردار ضرایب تابع پایه است و n و s به ترتیب درجه تابع 
پایه و تعداد مؤلفه های آن را نشان مي دهند. در این مقاله از تابع پایه مرتبه 
دوم ) n=2 , s=6(، استفاده شده است. در رابطه )4( تابعك نرم دوم وزن داری 

معرفي شده است که براي تولید تابع تخمین باید کمینه شود.

در رابطه )nums ،)4 تعداد کل گره های موجود در هر ناحیه تأثیر است.   
φj و wj به ترتیب نمایان گر جواب مطلوب و تابع وزن در گره jام هستند. در 

این مقاله از تابع وزن اسپلاین مرتبه سوم6 استفاده شده است که در رابطه 
)5( ارائه شده است.

1 Maximum Entropy 
2 Partition of Unity (PU) 
3 Moving Kriging (MK) 
4 Generalized Moving Least Squares (GMLS) 
5 Support domain
6 Cubic spline Weight Function
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تابع   )4( رابطه  کردن  کمینه  با  است.   ||X-Xj ||/dinf =d آن  در  که 
تخمیني به صورت رابطه )6( به دست مي آید.

در رابطه )φ  ،)6 بردار جواب های گرهی است. ضرایب F و M در روابط 
عبارتند از:

با جمع بندي رابطه )6(، داریم:

)N(، نشان دهنده تابع تخمین )تابع شكل( است که از رابطه )9( محاسبه 
مي شود.

با مشتق گیري نسبي از تابع تخمین، مشتقات نسبي به دست مي آیند، در 
رابطه )10( مشتقات نسبی توابع شكا در جهت x ارائه شده است. به همین 

ترتیب مشتقات در جهت y نیز قابل محاسبه است.

به  روش  این  در  تخمین  توابع  دقت  است،  مشخص  که  همان طور 
معكوس پذیری7 ماتریس وابسته است. در صورت نزدیكی و تجمع بیش از 
اندازه گره ها، این ماتریس بد وضع شده )میل ماتریس به طرف تكینی( و 
کارآیی روش تخمین از بین میرود. در ادامه ضمن بحث مختصری در مورد بد 
وضعی ماتریس ها، روش نوین تابع تخمین حداقل مربعات متحرك نگاشتی 

جهت برطرف کردن مشكل بیان شده، ارائه شده  است.

معکوس1پذیری1و1برآورد1خطای1حل1دستگاه1معادله1جبری31-1
خطی

فرض کنید دستگاه معادله جبری خطی به صورت زیر در اختیار داشته 
باشیم.

به حافظه محدود ماشین های پردازشگر معادله ای که در واقع  با توجه 
توسط پردازشگر حل می شود عبارت است از:

دلیل  به  پردازشگر  ماشین  محاسباتی  خطای  از  ناشی   δB آن  در  که 
محدودیت حافظه در ذخیره قسمت اعشاری پارامترها )خطای ناشی از گرد 
 )X( نتیجه آن به جواب ها  δX میزان خطایی است که در  کردن( است و 

تحمیل می شود. کرانه خطای δX به این صورت محاسبه شده  است ]28[:

7 Invertibility
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که در آن ||.|| معرف یك نرم دلخواه است.  ||δB||/||B|| میزان خطایی 
است که به صحت1 ماشین پردازشگر وابسته است. K عدد حالت2 ماتریس 

ضرایب است که عبارت است از ]36[:

افزایش  نیز  خطا  کرانه  باشد  بزرگتر  حالت  عدد  هرچقدر  است  بدیهی 
 )||δX||/||X||( خواهد یافت بنابراین انتظار می رود که خطای نسبی جواب ها

بیشتر شود.

1تابع1تخمين1حداقل1مربعات1متحرك1نگاشتی-41
همان طور که اشاره شد، در صورت تجمع و نزدیكی بیش از اندازه گره ها 
عدد حالت ماتریس F افزایش می یابد )ماتریس بد حالت می شود(، بنابراین 
کارآیی مناسب تابع تخمین از بین می رود. برای برطرف کردن این مشكل، 
روش پیشنهادی ناحیه تأثیر گره ها در فضای مسأله را به یك ناحیه معین 
تنظیم  طوری  یافته  نگاشت  معین  ناحیه  در  گره ها  فاصله  می کند.  نگاشت 
شده است تا از بروز بد وضعی اجتناب شود. در شكل 1 جزئیات نگاشت برای 
آرایش فرضی منظم و نامنظم، از یك ناحیه تأثیر با خوشه های مجتمع گرهی 
به یك ناحیه تأثیر با آرایش استاندارد نشان داده شده است. در این صورت 

خواهیم داشت:

در این روابط r و ΄r به ترتیب شعاع ناحیه تأثیر در ناحیه اصلی و ناحیه 
نگاشت شده استاندارد هستند. برای محاسبه شعاع ناحیه تأثیر در ناحیه اصلی 

1 Precision 
2 Condition number 

)15(
r

x
r

ξ =
′

)16(
r

y
r

η =
′

شکل1.11طرح1شماتيک1نگاشت1از1یک1ناحيه1تأثير1مجتمع1به1یک1
ناحيه1تأثير1استاندارد

Fig. 1. Schematic mapping strategy used in the MMLS
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از رابطه )1( استفاده شده است )r΄ .)r=dinf باید به اندازه ای بزرگ انتخاب 
شود تا جلوگیری از بد وضعی را تضمین کند. مقدار آن با توجه به صحت 
به  توابع شكل  نگاشت  این  در  نتیجه  در  می شود.  تعیین  پردازشگر  ماشین 
همان صورت باقی خواهند ماند اما لازم است اصلاحاتی در محاسبه مشتقات 

توابع شكل صورت پذیرد.

2

2
U U U

U
t x x

ν∂ ∂ ∂
+ =

∂ ∂ ∂ )22(

بنابراین، با توجه به روابط )15( و )16( خواهیم داشت:

معادله51-1 حل1 برای1 مختلط1 گسسته1 مربعات1 حداقل1 روش1
برگرز1

روش بدون شبكه حداقل مربعات گسسته مختلط از فرمول بندي مختلط 
براي گسسته سازي معادلات استفاده مي کند که قبلًا کارایي بالاي این روش 
فرمول بندي در روش هاي عددي دیگر نشان داده شده  است. با استفاده از 
تابع شكل  اول  مرتبه  با مشتقات  دوم  مرتبه  فرمول بندي مختلط، مشتقات 
جایگزین مي شوند. از مزایاي فرمول بندي مختلط مي توان به موارد زیر اشاره 

کرد:
الف- محاسبات مشتق دوم توابع شكل لازم نبوده و مي توان از همان 

مشتقات اول توابع شكل که داراي خطاي کمتري هستند استفاده کرد.
ب- به علت عدم نیاز به محاسبه مشتقات مرتبه بالا تر توابع شكل که از 
نظر محاسباتي بسیار پرهزینه هستند، هزینه محاسباتي روش کاهش مي یابد.

تشریح  برگرز  غیرخطي  معادلات  حل  براي  روش  این  بخش،  این  در 
شده  است. در این مطالعه، توابع شكل و مشتقات مرتبه اول آن ها با استفاده 
از روش حداقل مربعات متحرك نگاشتی محاسبه شده اند. روند حل به این 
صورت است که ابتدا با جاگذاري توابع شكل و مشتقات به دست آمده، در 
معادله دیفرانسیلي حاکم و شرایط مرزي مساله، مقدار باقیمانده هاي معادله 
دیفرانسیلي و شرایط مرزي به دست مي آیند. سپس، مقدار باقیمانده کل، با 
جمع جبري باقیمانده معادله دیفرانسیلي و باقیمانده شرایط مرزي، به دست 
مي آید. با به حداقل رساندن مقدار باقیمانده کل، نسبت به متغیرهاي مجهول 
گرهي، یك دستگاه معادله جبري حاصل مي شود که با حل آن، مجهولات 

گرهي محاسبه مي شوند.
معادله برگرز را به صورت رابطه )22( در نظر بگیرید.

)14(1K A A −=
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در رابطه )φ )31 مقدار شرایط مرزي و I عمل گر مربوط به شرایط مرزی 
مرزي،  شرایط  باقیمانده  و  دیفرانسیلي  معادله  باقیمانده  دو  جمع  با  هستند. 

باقیمانده کلي به صورت رابطه )32( به دست مي آید.

جدول1.11مقایسه1عدد1حالت1ماتریس1F1برای1فاصله1های1گرهی1
متفاوت1)آرایش1یک1بعدی1یکنواخت(

 Table 1. The condition number of F matrix calculated
 in different nodal spaces (uniform nodal distribution

in one dimensional problem)1

عدد حالت ماتریس Fفاصله گره ها

10-1 3/2453 × 105

10-24/3329 × 109

10-3 4/4768 × 1013

10-42/4887 × 1016

10-52/4912 × 1020

 10-62/4798 × 1024

که در آن U بردار سرعت و ν  مقدار ویسكوزیته را نشان مي دهند. در 
رابطه )23( گسسته سازي زماني معادله برگرز ارایه شده است.

در رابطه )c )23 ضریب تخفیف است که در این مطالعه مقدار آن 0/5 
انتخاب شده  است. رابطه )23( در ادامه بازنویسي شده است:

در فرمول بندي مختلط مشتقات مرتبه اول با پارامتر دیگري جاگذاري 
مي شوند. رابطه )25( ارتباط بین پارامتر انتخابي و مشتق مرتبه اول را نشان 

مي دهد.

با جمع بندي روابط )24( و )25( داریم:

همان طور که ملاحظه مي شود، مشتقات نسبي درگیر، از مرتبه دوم در 
با  کرده اند.  پیدا  کاهش   )26( معادله  دستگاه  در  اول  مرتبه  به   )24( معادله 

خطي سازي دستگاه معادله )26( مي توان نوشت:

جمع بندي ماتریس روابط )27( در رابطه )28( ارائه شده است.

که در آن D یك عمل گر دیفرانسیلي است و φ,x بیانگر مشتقات جزیي 
 )29( رابطه  در   A ،B ماتریس هاي  همچنین  است.   x جهت  در   φ بردار 

معرفي شده اند.

بردار U در رابطه )30( نشان داده شده است.

 )RΩ( با جاگذاري روابط به دست آمده، مقدار باقیمانده معادله دیفرانسیلي
و باقیمانده شرایط مرزي )RT( به صورت رابطه )31( به دست مي آیند.

در رابطه )n )32 و nb به ترتیب تعداد نقاط مورد استفاده در کل ناحیه 
به  مقداري  باید  که  است  پنالتي  α ضریب  مرز ها هستند.  در  نقاط  تعداد  و 
اندازه کافي بزرگ انتخاب شود. در این مطالعه از مقدار 108 براي آن استفاده 
شده است. با کمینه کردن رابطه )32( نسبت به مجهولات گرهي مقدار این 

مجهولات در گره ها محاسبه مي شوند.

مربعات61-1 حداقل1 پيشنهادی1 تخمين1 تابع1 کارایی1 ارزیابی1
متحرك1نگاشتی

تخمین  تابع  کارایی  ریاضیاتی،  تابع  چند  تخمین  با  بخش  این  در 
مربعات  حداقل  تخمین  تابع  و  نگاشتی  متحرك  مربعات  حداقل  پیشنهادی 

متحرك مقایسه شده اند.
در جدول 1 عدد حالت ماتریس F، که در تابع تخمین حداقل مربعات 
و  متفاوت  یكنواخت  گرهی  فاصله های  فرض  با  می شود،  استفاده  متحرك 

برای یك مساله یك بعدی ارائه شده است.

بین  فاصله  کاهش  با  است،  1 مشخص  نتایج جدول  از  که  همان طور 
گرهی، عدد حالت افزایش می یابد که می تواند به از دست رفتن کارایی تابع 
تخمین منجر شود با استفاده از تابع تخمین حداقل مربعات متحرك نگاشتی 
این مشكل برطرف خواهد شد. از دو تابع تخمین حداقل مربعات متحرك و 
نوع پیشنهادی نگاشتی آن برای تخمین تابع f(x)=sin(4πx/L) استفاده 



 نشریه مهندسی عمران امیرکبیر، دوره 51، شماره 4، سال 1398، صفحه 805 تا 816 

810

شده  است. در شكل های 2 و 3 مشتقات به دست آمده از دو تابع تخمین، به 
ازای فاصله ی گرهی )dx( متفاوت و در یك دوره تناوب از تابع (L/2)، با 

هم مقایسه شده اند.

شکل1.21مقایسه1گرادیان1تخمين1زده1شده1با1جواب1دقيق1برای1
dx1=0/001

 Fig. 2. Comparing the approximated gradient and
analytical one for dx=0.001

MLS

MMLS

MLS

شکل1.31مقایسه1گرادیان1تخمين1زده1شدهMMLS(1(1با1جواب1
dx1=0/00011دقيق1برای

 Fig. 3. Comparing the approximated gradient and
analytical one for dx=0.0001

MMLS

 MLS نیز با استفاده از دو تابع تخمین  ∂U/∂x=2πcos(2πx( معادله
نتایج در شكل 4 با هم مقایسه شده اند. همانطور  و MMLS حل شده و 
قابلیت  از   MLS است، هرچند روش  آمده مشخص  به دست  نتایج  از  که 
بالایی در تخمین برخوردار است ولی با کاهش فاصله بین گرهی با مشكلاتی 
جدی مواجه می شود. نتایج به دست آمده نشان می دهند که این مشكلات با 

استفاده از تابع تخمین پیشنهادی MMLS برطرف شده است.

شکل1.41مقایسه1گرادیان1تخمين1زده1شدهMMLS(1(1با1جواب1
dx1=0/00051دقيق1برای

 Fig. 4. Comparing the approximated gradient and
analytical one for dx=0.0005

جدول1.21مقایسه1عدد1حالت1ماتریس1F1برای1فاصله1های1گرهی1
متفاوت1)آرایش1دو1بعدی1یکنواخت(

 Table 2. The condition number of F matrix calculated
 in different nodal spaces (uniform nodal distribution

in two dimensional problem)

عدد حالت ماتریس Fفاصله گره ها

10-1 8/7687 × 107

10-27/9401 × 1011

10-3 7/2680 × 1017

10-47/2614 × 1023
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با71-1 مختلط1 گسسته1 مربعات1 حداقل1 روش1 کارایی1 ارزیابی1 1
تابع1تخمين1حداقل1مربعات1متحرك1نگاشتی1جهت1حل1معادله1

برگرز
تخمین  تابع  با  مختلط  مربعات گسسته  از روش حداقل  بخش  این  در 
حداقل مربعات متحرك نگاشتی )MMLS( برای حل چند معادله انتشاری 
با ضرایب و شرایط مرزی مختلف استفاده شده است. براي حل مثال هاي 
عددي از اندازه گام زماني برابر با  )s(0/001 استفاده شده است. اندازه شعاع 
ناحیه تأثیر، در ناحیه اصلی، با توجه به رابطه )1( تعیین شده است، همانطور 
که قبلًا اشاره شد، در این رابطه β=2 اختیار شده است. اندازه ناحیه تأثیر، در 

ناحیه نگاشت شده استاندارد، r'=5 انتخاب شده است.

معادله خطی انتقال- پخش1 با شرط مرزي متناوب- 1- 7
با  متناوب  مرزی  شرایط  با  پخش  انتقال-  خطی  معادله  مثال  این  در 
حداقل  تخمین  تابع  با  و  مختلط  گسسته  مربعات  حداقل  روش  از  استفاده 

مربعات متحرك نگاشتی حل شده است. معادله حاکم عبارت است از:

شرط اولیه عبارت است از:

شكل 5 نتایج به دست آمده از روش پیشنهادی را با نتایج روش عددی 
طیفی2 مقایسه کرده است.

نشان  را  پیشنهادی  روش  مناسب  دقت  و  قابلیت  آمده  دست  به  نتایج 
می دهند.

1 Advection-diffusion
2 spectral method

)33(
2

20.05U U U

t x x

∂ ∂ ∂
+ =

∂ ∂ ∂

)34(( )21 25 0.2     0 0.4
0                                     

x x
U
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 − − ≤ ≤= 
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 Fig. 5. Comparing the results of suggested method
with spectral method for the first numerical example

( )
( )
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U t

U t

 =
 = −

)35(
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معادله برگرز غير ویسكوز با شرط مرزي دریچله- 2- 7
معرفي   )35( رابطه  در  که  مرزي  شرایط  با  برگرز  معادله  مثال  این  در 
شده است، در یك ناحیه به طول واحد و به ازاي ویسكوزیته برابر صفر )غیر 

ویسكوز( حل شده است. 

براي حل این مثال از شرط آغازیني که در رابطه )36( ارائه شده است، 
استفاده شده است.

جواب تحلیلي این مثال ارائه شده است ]37[. در اشكال 6 و 7 نتایج به 
دست آمده از روش پیشنهادي، به ترتیب براي یك گسسته سازي با 50 و 
100 گره در زمان هاي مختلف، نشان داده شده اند. در این مثال زمان بحراني، 
که در آن جواب ها در x=0/5 یك شوك کامل را تشكیل مي دهند برابر است 
tcritical= 0/5 ]37[، از این جهت جواب ها تا آستانه زمان بحراني ارائه شده اند.

پیشنهادي  روش  بالاي  دقت  و  کارایي  شده،  ارائه  جواب هاي  ارزیابی 
بدون شبكه حداقل مربعات گسسته مختلط با تابع تخمین MMLS را براي 

حل معادلات دیفرانسیلي برگرز نشان مي دهد.

معادله برگرز ویسكوز با شرط مرزي متناوب- 3- 7
در این مثال معادله برگرز با شرایط مرزي متناوب حل شده است. تابع 
است.  استفاده شده  تخمین  توابع  تولید  برای   MMLS پیشنهادی  تخمین 
برای این منظور تابع پایه مرتبه اول به کار گرفته شده است. در ابتدا براي 
صحت سنجي نتایج روش پیشنهادي جهت حل معادله برگرز، از یك مثال 
عددي که جواب تحلیلي آن در دسترس است، استفاده شده است ]38 و 39 
[. در این حالت، ویسكوزیته برابر یك اختیار شده است. شكل 8–الف، نتایج 
به دست آمده از روش پیشنهادي را با نتایج دقیق مقایسه کرده است. همین 
مثال دوباره با ویسكوزیته ای برابر 0/1 حل شده است. شكل 8-ب نتایج واگرا 
شده را که با استفاده از 50 گره به دست آمده اند، نشان داده است. این رفتار 
با توجه به کاهش ویسكوزیته که به افزایش عدد پكلت و در نتیجه افزایش 
مشكل  این  کردن  برطرف  برای  است.  توجیه  قابل  می شود،  منجر  آشوب3 
تعداد گره ها افزایش داده شده است. شكل8-ج جواب های همگرا را که با 

استفاده از 100 گره به دست آمده اند برای ویسكوزیته 0/1، نشان می دهد.

3 chaos
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t=0.1 (s)

t=0.2 (s)

t=0.3 (s)

t=0.4 (s)

t=0.48 (s)

شکل1.61نتایج1مثال1دوم1با1استفاده1از1501گره

 Fig.6. the results of suggested method for the second
numerical example using 50 nodes

t=0.1 (s)

t=0.2 (s)

t=0.3 (s)

t=0.4 (s)

t=0.48 (s)

شکل1.71نتایج1مثال1دوم1با1استفاده1از11001گره1

 Fig.7. the results of suggested method for the second
numerical example using 100 nodes
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ν=1 الف( گسسته سازی 50 گرهی برای(ν=0.1 گسسته سازی 50 گرهی برای )ب(

شکل1.81نتایج1روش1پيشنهادی1برای1مثال1سوم1

Fig.8. the results of suggested method for the third numerical example

 حل معادله پواسون دوبعدی- 4- 7
در این بخش معادله پواسونی مطابق رابطه زیر در یك ناحیه مربع واحد 
حل شده است. از شرایط مرزی دریچله در مرز پایین و چپ و نیز از شرایط 

مرزی نیومن در مرز بالا و راست استفاده شده است.

)37(
2 2

2 2 sin( ) cos( )U U
x y

x y

∂ ∂
+ = − −

∂ ∂

جواب دقیق مساله عبارت است از:

)38(
sin( ) cos( )U x y= +

روش  از  آمده  دست  به  جواب  و  دقیق  جواب   10 و   9 اشكال  در 
MDLSM با استفاده از آرایش گرهی یكنواخت 11×11 مقایسه شده اند. 
 error|| همچنین نموار نرخ همگرایی با استفاده از معیار خطایی به صورت
norm=||Uexact-Unumerical||/|| Uexact  محاسبه و در شكل 11 نشان داده 

شده است.

y=0/511درMDLSM1شکل1.91مقایسه1جواب1تحليلی1با

 Fig.9. comparing the results of MDLSM method and
analytical one at y=0.5

a) 50 nodes and ν=1b) 50 nodes and ν=0.1

c) 100 nodes and ν=0.1
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جواب تحلیلی MDLSM جواب

1MDLSM1شکل1.101مقایسه1کانتورهای1جواب1تحليلی1با

Fig.10. comparing the contours calculated by the MDLSM method and analytical one

شکل1.111نمودار1نرخ1همگرایی1روش1MDLSM1برای1معادله1پواسون1دوبعدی

Fig.11. the convergence rate of MDLSM method for solving the Poisson’s equation

نتيجه1گيري-81
فرمول بندي  از  که  مختلط  گسسته  مربعات  حداقل  شبكه  بدون  روش 
مي کند  استفاده  حاکم  دیفرانسیلي  معادلات  کردن  گسسته  براي  مختلط 
کارایي بالاي خود را در حل معادلات دیفرانسیلي نشان داده است. در این 
تولید  برای   )MLS( تابع تخمین حداقل مربعات متحرك  از  روش معمولًا 
از  برخورداری  وجود  با   MLS تخمین  تابع  می شود.  استفاده  تخمین  توابع 
کارایی مناسب، در صورت تجمع و نزدیكی بیش از اندازه گره ها، با مشكلاتی 
تابع تخمین  از  با استفاده  این مشكل  این مطالعه  جدی مواجه می شود. در 
روش  این  در  شد.  برطرف   )MMLS( نگاشتی  متحرك  مربعات  حداقل 
نگاشت می یابند  استاندارد  آرایش گرهی  به یك  خوشه های گرهی مجتمع 
و سپس توابع تخمین و مشتقات آن ها با در نظر گرفتن ملاحظاتی محاسبه 
کردن  برطرف  برای   MMLS پیشنهادی  تخمین  روش  کارایی  می شوند. 
مشكل تابع تخمین MLS با استفاده از تخمین تابع ریاضیاتی مورد ارزیابی 

قرار گرفت. نتایج به دست آمده قابلیت روش پیشنهادی MMLS را جهت 
رفع مشكل نشان داده اند.

همچنین با حل چند مثال عددی، کارایی روش حداقل مربعات گسسته 
با  گرفت.  قرار  ارزیابی  مورد   MMLS پیشنهادی  تخمین  تابع  با  مختلط 
مقایسه جواب هاي به دست آمده از روش پیشنهادي و جواب هاي تحلیلي، 
صحت نتایج روش پیشنهادي تأیید شد. نتایج به دست آمده کارایي و دقت 

بالاي روش پیشنهادي را در حل معادله دیفرانسیلي برگرز نشان داد.
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