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ABSTRACT:  The separation of ions from wastewater and environments such as hydrometallurgy has 
been a major challenge in the development of ion flotation in recent years. Few studies have been carried 
out on the kinetics of metal ion removal by ion flotation. In this study, a new model using the gene 
expression programming (GEP) method is proposed to predict the kinetic constant of zinc ion removal 
(k-Zn(II)) from synthetic wastewater with sodium dodecyl sulphate as a collector. The efficiency of 
ion flotation depends on both the amount of ion removal and water removed during the process. In 
this regard, the water removal kinetics constant (k-W) was also investigated. The effect of important 
parameters on k-Zn(II) and k-W including the ratio of SDS/Zn(II), the activity coefficient, and the pH 
were investigated. The values of R2, RMSE, and VAF of the GEP models for the testing data for k-Zn(II) 
were 0.98, 0.66, and 98.9 and for k-W, they were 0.94, 0.004, and 0.93, respectively. The results indicate 
the high performance of GEP models for the prediction of k-Zn(II) and k-W. The sensitivity analysis 
of GEP models showed that k-Zn(II) and k-W are more sensitive to the pH and ratio of SDS/Zn(II), 
respectively.  
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1. INTRODUCTION
An increase in the world’s population has led to an 

increase in industrial production, which produces a large 
amount of industrial wastewater. Flotation is widely used in 
environmental processes to remove heavy metal ions from 
industrial wastewater and recover metal ions from solutions. 
Ion flotation has been successfully used for the recovery of 
metals such as copper, chromium, cadmium, nickel, zinc, 
silver, germanium, and gold. Ion flotation is a physicochemical 
process that is influenced by parameters such as the type and 
concentration of chemical reagents, pH, activity coefficient, 
air flow rate, agitation speed, cell type, and bubble size [1]. 

By evaluating the effective parameters on the kinetics of 
ion flotation, the required time for designing the process to 
achieve optimal recovery can be investigated. The kinetics 
of the process can be increased by optimizing different 
parameters. A few studies have proposed a model for ion 
flotation kinetics [2]. So far, there is no general model that 
includes all or most of the parameters that control the process 
efficiency and the proposed kinetics models of ion flotation 
are experimental [3]. The ion flotation process is a complex 
physicochemical method that cannot be modeled by simple 
regression modeling methods. In this regard, the gene 
expression programming (GEP) method was used to obtain 
a mathematical relationship for the prediction of the kinetic 
constant of Zn(II) ion removal.

A few studies have evaluated water removal during the ion 
flotation process. The ion flotation efficiency depends on both 
Zn(II) removal and water removal [4]. In this study, kinetic 
constant modeling of Zn(II) ion and water removal from 
synthetic wastewater by GEP was proposed. 

2. MATERIAL AND METHOD
The ionic salts of zinc sulphate ((Zn(SO4)2.7H2O) and the 

collector of sodium dodecyl sulphate (SDS) were obtained 
from Merck and the frother of Dowfroth 250 (DF250) was 
obtained from Dow Chemical. The solution pH was adjusted 
using hydrochloric acid (HCl) and caustic soda (NaOH) 
(Merck). The initial ion concentration of 10 mg/L Zn(II) was 
used in the experiments. A Denver-type laboratory flotation 
cell with a constant capacity of 1 L was used.

The Zn(II) removal percentage (R) was calculated by Eq. 
(1). The simple zero-order, first-order, second-order equations 
(Eq. (2)) and the empirical equation proposed by Rubin et al. 
(Eq. (3)) were used in the kinetic studies of ion flotation [1]. 
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where k is the rate constant, n is the order of flotation, 
ci, and cr, c are the concentrations at time 0, infinite time, 
and time t, respectively. To develop a kinetic model, the 
first-order equation was used as follows: 
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where pH, SNR, and AC are the pH solution, the ratio 
of SDS/Zn(II), and activity coefficient, respectively. 
GeneXproTools 5.0 software was used for modeling. 

 
3. Gene expression programming 

GEP is a new population-based evolutionary 
algorithm. It is a useful method to develop a 
mathematical equation between input parameters for the 
prediction of output with high accuracy and low 
estimation error. GEP can check all search spaces and 
detect the global optimum without getting stuck in a local 
minimum. GEP is the improvement of the genetic 
algorithm (GA) and genetic programming (GP) which 
improves problems such as overfitting, creating 
infeasible solutions, and problems related to using 
genetic operators on chromosomes. Details about the 
GEP algorithm can be found in the literature [5]. 

 
4. Results and Discussion 

In this section, mathematical equations were 
developed using the GEP method in the form of 
the kinetic constant of Zn(II) ion removal/water 
removal= f (pH, SNR, γ). All input data were 
normalized before modeling in the range of 0 and 
1. Then, the datasets were randomly divided into 
training and testing sections. The mathematical 
operators of +, −, ×, /, Ln, Exp, Log, Sqrt, ^2, ^3, 
3Rt, Sin, Cos, Tan, Atan were used in GEP 
modeling by the trial-and-error procedure. The 
root mean square error (RMSE) is assigned as the 
fitness function to investigate the generated 
chromosome fitness. The optimum architecture of 
chromosomes was specified during modeling with 
the evaluation of various conditions of 
chromosome architecture. The optimum values of 
head size and genes were obtained 8, 3 for k-
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4. RESULTS AND DISCUSSION
In this section, mathematical equations were developed 

using the GEP method in the form of the kinetic constant of 
Zn(II) ion removal/water removal= f (pH, SNR, γ). All input 
data were normalized before modeling in the range of 0 and 
1. Then, the datasets were randomly divided into training 
and testing sections. The mathematical operators of +, , 
, /, Ln, Exp, Log, Sqrt, ^2, ^3, 3Rt, Sin, Cos, Tan, Atan were 
used in GEP modeling by the trial-and-error procedure. The 
root mean square error (RMSE) is assigned as the fitness 
function to investigate the generated chromosome fitness. 
The optimum architecture of chromosomes was specified 
during modeling with the evaluation of various conditions of 

chromosome architecture. The optimum values of head size 
and genes were obtained 8, 3 for k-Zn(II) and 9, 3 for k-W, 
respectively. Finally, the multiplication function was used to 
link the genes.

Figs. 1 and 2 show the measured values of the kinetic 
constant of Zn(II) ion removal (k-Zn(II)) and the water 
removal (k-W) versus the predictions of GEP models in 
the testing processes, respectively. The results show that the 
kinetic constant predicted values using GEP models are closer 
to their measured values. The values of R2, RMSE, and VAF of 
the GEP models for the testing data for k-Zn(II) were 0.98, 
0.66, and 98.9 and for k-W, they were 0.94, 0.004, and 0.93, 
respectively. The results indicate the high performance of 
GEP models for the prediction of k-Zn(II) and k-W.

5. CONCLUSIONS
The process kinetics of ion removal is one of the effective 

parameters on the efficiency of ion flotation. The efficiency 
of ion flotation should be investigated by considering both 
Zn(II) removal and water removal value during the process. 
Thus, in this study, the kinetics of water removal was also 
evaluated. Predictive models of the kinetic constant of 
Zn(II) ion removal and water removal were proposed by 
considering the effective parameters including pH, the ratio 
of SDS/Zn(II), and activity coefficient. The results showed 
that the proposed GEP models can be applied to predict the 
rate constant of Zn(II) ion removal and water removal with 
reasonable error.
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مدل سازی ثابت سینتیکی حذف یون روی از پساب سنتزی با برنامه ریزی بیان ژن
فاطمه السادات حسینیان1، بهرام رضایی2،*، الهه کوثری3 

1 دانشکده مهندسی معدن و متالورژی، دانشگاه صنعتی امیرکبیر، تهران، ایرانن

2 دانشکده مهندسی معدن و متالورژی، دانشگاه صنعتی امیرکبیر، تهران، ایران

3 دانشکده شیمی، دانشگاه صنعتی امیرکبیر، تهران، ایران

خلاصه: جدایش یون ها از پساب ها و محیط هایی مانند هیدرومتالورژی در سال های اخیر چالش اساسی در روند 
توسعه فلوتاسیون یونی بوده است. مطالعه های محدودی در زمینه سینتیک حذف یون های فلزی به وسیله فلوتاسیون 
یونی انجام شده است؛ بنابراین در این مطالعه، مدل جدیدی با روش برنامه ریزی بیان ژن )GEP( برای پیش بینی ثابت 
سینتیکی حذف یون های روی از پساب سنتزی با کلکتور سدیم دودسیل سولفات ارائه شده است. کارآیی فلوتاسیون 
یونی علاوه بر میزان حذف یون به میزان حذف آب در طول فرآیند نیز بستگی دارد؛ بدین منظور سینتیک حذف آب 
 pH نیز بررسی شد. پارامترهای مؤثر بر حذف یون روی از جمله نسبت مولاریته یون روی به کلکتور، ضریب فعالیت و
محلول انتخاب و تأثیر آن بر ثابت سرعت حذف یون روی و آب بررسی شد. مقادیر RMSE، R2 و VAF به ترتیب برابر 
با 0/98، 0/06 و 98/11 برای مرحله آزمون برای مدل سازی ثابت سینتیک حذف یون روی و مقادیر 0/94، 0/004 
و 98/03 برای مدل سازی سینتیک حذف آب با استفاده از الگوریتم GEP به دست آمد. نتایج نشان داد که مدل های 
ارائه شده قابلیت استفاده برای پیش بینی ثابت سرعت سینتیکی حذف یون روی و حذف آب در طول فلوتاسیون را 
دارند. نتایج تجزیه و تحلیل حساسیت نشان داد که pH محلول و نسبت مولاریته یون روی به کلکتور به ترتیب تأثیر 

معناداری بر ثابت سینتیکی حذف یون روی و حذف آب دارند.
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1- مقدمه
تولیدات صنعتی گردیده  افزایش  افزایش جمعیت جهان موجب 
است که به همراه خود مقادیر زیادی پساب  صنعتی تولید می کنند. 
عدم توجه به ماهیت این پساب ها اثرات زیانباری را در پی خواهد داشت 
زیست محیطی  فرآیند های  در  گسترده  به طور  فلوتاسیون   .]3-1[
برای  یا  فلزات سنگین در پساب های صنعتی  یون های  برای حذف 
بازیابی یون های فلزی از محلول های تجزیه شده استفاده شده است. 
این روش، فرآیند فیزیکی و شیمیایی پیچیده ای  است که به مقدار و 
تغییرات پارامترهای شیمیایی برای بهینه سازی بازیابی فلزات محلول 
مقیاس  در  گسترده  به طور  یونی  فلوتاسیون  دارد.  بستگی  آب  در 
آزمایشگاهی برای بازیابی فلزاتی از قبیل مس، کروم، کادمیم، نیکل، 

روی، نقره، ژرمانیوم و بازیابی انتخابی طلا استفاده شده است ]4, 5[. 
پارامترها به منظور بررسی کارآیی فلوتاسیون  از مهم ترین  یکی 
یونی، سینتیک فرآیند است. فلوتاسیون یونی، فرآیند شیمی فیزیکی 
است که متأثر از پارامترهایی مانند نوع و میزان معرف های شیمیایی، 
pH، دبی هوا، سرعت همزن سلول، نوع سلول، زمان حباب دهی و 

اندازه حباب و موارد مشابه بسیاری است ]6-9[. با بررسی پارامترهای 
طراحی  برای  لازم  زمان  مدت  یونی  فلوتاسیون  سینتیک  بر  مؤثر 
فرآیند تا رسیدن به بازیابی مطلوب قابل بررسی است و با بهینه کردن 
پارامترهای مختلف می توان سینتیک فرآیند را افزایش داد. بسیاری 
از محققان در زمینه سینتیک فلوتاسیون یونی، پارامترهای شیمیایی 
را مورد بررسی قرار داده اند ]6, 8-15[. شکیر1 و همکاران ]16[ از 
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رنگ1  آلی  یون های  برای حذف  اول  مرتبه  تجربی  معادله سینتیک 
سینتیکی  معادله  از  داده ها  که  دادند  نشان  آن ها  کردند.  استفاده 
نسبت  یونی،  قدرت  تأثیر  نمی کند.  تبعیت  دوم  و  اول  صفر،  مرتبه 
سینتیک حذف  بر  را  یونی  قدرت  و   pH گاز،  دبی  یون،  به  کلکتور 
بررسی کردند. آن ها نشان دادند که در شرایط آزمایش، قدرت یونی 
تأثیر قابل توجهی بر سرعت حذف دارد و با افزایش آن، سرعت حذف 
کاهش  کلکتور  با  محلول  در  موجود  دیگر  یون های  رقابت  به دلیل 
می یابد. یون های کلکتور در فصل مشترک گاز- مایع ترجیحاً جذب 
مایع حباب ها  گاز-  در فصل مشترک  کلکتور  با  یون ها  و  می شود 
واکنش می دهند. با افزایش مقدار کلکتور، مقدار کلکتورهای واکنش 
واکنش  افزایش  به  منجر  و  می یابد  افزایش  محلول  در  نشده  داده 
یون ها و کلکتور آزاد در محلول می شود. مقدار یون جذب شده در 
کاهش  فلوتاسیون  سرعت  نتیجه  در  و  گاز  حباب های  حجم  واحد 
می یابد. محققین دیگر نیز نشان دادند که با افزایش غلظت کلکتور 
بر روی  بازیابی وجود دارد. دبی گاز  امکان تشکیل میسل و کاهش 
سرعت حذف تأثیرگذار است اما بر روی بازیابی نهایی تأثیری ندارد. 
یونی  فلوتاسیون  سینتیکی  بررسی  در   ]17[ همکاران  و  سلیمان2 
کمپلکس های Co)II( –EDTA از محلول های آبی تأثیر پارامترهای 
مختلف بر بازیابی نهایی و سرعت فلوتاسیون را مطالعه کردند. نتایج 
نشان داد که pH، قدرت یونی و دبی هوا به طور مؤثری بر سرعت 
فلوتاسیون و بازیابی نهایی تأثیر گذارند؛ در حالی که غلظت کبالت، 
مؤثری  به طور  امّا  ندارد،  نهایی  بازیابی  بر  تأثیری  اتانول  و   EDTA

دوم  و  اول  مرتبه  مدل سینتیکی  تأثیرگذارند.  فلوتاسیون  بر سرعت 
تمامی  در  که  است  شده  استفاده  سینتیکی  بررسی  برای  کلاسیک 
مطالعه های داده های سینتیکی Co)II(-EDTA بر مدل کلاسیک 
سینتیکی  مدل   ]18[ سالاز3  یوریب  شدند.  برازش  بهتر  اول  مرتبه 
به عنوان  سولفات  دودسیل  سدیم  با   Pb)II( یونی  فلوتاسیون  برای 
یونی  فلوتاسیون  سینتیک  که  دادند  نشان  آنها  کردند.  ارائه  کلکتور 
را می توان با استفاده از ایزوترم جذب کلکتورهای خاص پیش بینی 
کرد. واکنش ترجیحی کلکتور و یون موجب تفاوت در انتخابی بودن 
یک یون توسط کلکتور مورد نظر می شود و انتقال جرم نقش مهمی 
را در سینتیک فلوتاسیون یونی ندارد. دویل4 ]19[ نیز نشان داد که 
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سینتیک حذف گلیگاندهای آنیونی و کاتیونی را می توان با استفاده 
از مدل های مبتنی بر رفتار جذب تعادلی پیش بینی کرد. با استفاده 
از اندازه گیری کشش سطحی می توان سینتیک فلوتاسیون یونی را 

برای انواع کلکتورها پیش بینی کرد.
تعیین  نتایج،  پیش بینی  مراحل  در  سینتیکی  مطالعه های 
فرآیند و شبیه سازی فرآیند کاربرد دارد.  بر  پارامترهای اصلی مؤثر 
یونی،  فلوتاسیون  سینتیک  زمینه  در  شده  انجام  مطالعه های  در 
که  کلی  مدل  تاکنون  اما  است،  شده  اقتباس  مختلفی  مدل های 
را کنترل می کند  فرآیند  پارامترهایی که  بیشترین  یا  تمامی  شامل 
تجربی  کاملًا  یونی  فلوتاسیون  سینتیک  توصیف  و  است  نشده  ارائه 
است. برخلاف تلاش های مختلف برای توصیف کمی رفتار سینتیکی 
در طول فرآیند فلوتاسیون یونی، مدل کلی یافت نشده است ]16[. 
روش فلوتاسیون یونی، روش فیزیکی و شیمیایی پیچیده ای است که 
مدل سازی آن به  روش های ساده رگرسیون امکان پذیر نیست. در 
ثابت سینتیکی  ریاضی  رابطه  آوردن  به دست  به منظور  مطالعه  این 
ژن5  بیان  برنامه ریزی  روش  از  یونی  فلوتاسیون  با  روی  یون  حذف 
الگوریتم های  از  ژن شاخه ای  بیان  برنامه ریزی  روش  استفاده شد. 
را  پویا  و  غیرخطی  فرآیندهای  مدل سازی  توانایی  که  است  تکاملی 
داروین  تکامل  نظریه  اساس  بر  روش  این  مبنای   .]21  ,20[ دارد 
دیگر  مدل های  به  نسبت  ژن  بیان  برنامه ریزی  مزیت  است.  استوار 
بیان  برنامه ریزی  در  که  است  این  مصنوعی  عصبی  شبکه  جمله  از 
توابع( تعریف  ابتدا ساختار )متغیرهای ورودی، هدف و مجموع  ژن، 
شده و سپس ساختار بهینه مدل و ضرایب طی فرآیند آموزش تعیین 
می شوند، در حالی که در شبکه های عصبی، ابتدا باید ساختار تعیین 
 .]22[ می آیند  به دست  آموزش  فرآیند  طی  مدل  ضرایب  و  شده 
همچنین این الگوریتم به طور خودکار می تواند متغیرهای ورودی که 

در مدل بیش ترین تأثیر را دارند، انتخاب کند ]21, 23[. 
یونی،  فلوتاسیون  زمینه  در  شده  انجام  مطالعه های  بیشتر  در 
حذف آب در طول فرآیند بررسی نشده است. کارآیی فلوتاسیون یونی 
به حذف یون روی و حذف آب بستگی دارد.  فلوتاسیون یونی موفق 
با  می شود.  حاصل  آب  حذف  کم ترین  و  یون  حذف  بیش ترین  با 
توجه به محدودیت هایی که در این زمینه وجود دارد، در این مطالعه 
از پساب سنتزی و  ثابت سینتیکی حذف یون های روی  مدل سازی 

5  Gene expression programming
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حذف آب در طول فرآیند فلوتاسیون یونی به روش برنامه ریزی بیان 
ژن بررسی شد. 

2- مواد و روش ها
کلکتور  به عنوان  سولفات  دودسیل  سدیم  از  تحقیق  این  در 
روي  نیترات  از  شد.  استفاده  کف ساز  به عنوان   250 داوفروت  از  و 
)2,7H2O)Zn)NO3( با خلوص بالاي آزمایشگاهي براي تهیه پساب 
براي   HCl و   NaOH از  و  لیتر  بر  میلي گرم  با غلظت 10  سنتزي 
تنظیم pH استفاده شد. آزمایش هاي فلوتاسیون در سلول مکانیکي 
1 لیتري نوع دنور با سرعت همزن و دبی هوا ثابت در شرایط مختلف 
داخل  محلول  از  مشخص  زمانی  فواصل  در  شد.  انجام  آزمایشگاهی 
سلول برای اندازه گیری مقدار یون روی در محلول نمونه گیری شد 
و  نیز جمع آوري شده  زماني مختلف  فواصل  در  و کف هاي حاصل 
میزان حذف  تعیین  حاصل جهت  آب  وزن  کف ها  از شکستن  پس 
آب در طول فلوتاسیون اندازه گیری شد. مقدار یون روي موجود در 
محلول ها با روش جذب اتمي اندازه گیری شد. درصد حذف یون ها 

)R( با استفاده از معادله زیر محاسبه شد:

(%) [1 ( / )] 100r iR c c= − ×  )1(
که در آن cr غلظت یون باقی مانده در سلول و ci غلظت اولیه یون 
در محلول اولیه است. از معادله های زیر برای مطالعه سینتیکی حذف 

یون های روی استفاده شد. 

ndc kc
dt

= −  )2(

( )i
r

i r

cdc k c c
dt c c

= − −
−

 )3(

که در آن c غلظت یون شناور شده در زمان k ،t ثابت سینتیک و 
n مرتبه واکنش است. برای ارائه مدل سینتیکی، از مرتبه فلوتاسیون 

یک مطابق با معادله زیر استفاده شد.

( ) ( , , )i
r

i r

cdc k c c k pH SNR AC
dt c c

= − − ⇒ ∝
−

 )4(

که در آن AC ،SNR ،pH به ترتیب pH محلول، نسبت مولاریته 
یون به کلکتور و ضریب فعالیت است.

3- تأثیر پارامترها
pH محلول است. گونه های  به  فلوتاسیون یونی روشی حساس 
یونی در pH مختلف تغییر می کند و به طور مؤثری بر درصد حذف 
یون ها تأثیر می گذارد. بر اساس نوع گونه های یونی در محلول در 
تعیین می شود.  کاتیونی(  یا  )آنیونی  نوع کلکتور  pH های مختلف، 

نمودار گونه های یونی مختلف یون های روی هیدرولیز شده )سیستم 
Zn)II(-H2O( به عنوان تابعی از pH توسط نرم افزار ویژوال مینتک1 

با   Zn)OH(+ +Zn2 و  ورژن 3/0 در شکل 1 نشان داده شده است. 

1 Visual Minteq 

 
 محلول pHاز  یتابع  عنوانبه ی رو های: غلظت گونه1شکل 

  
شکل 1. غلظت گونه های روی به عنوان تابعی از pH محلول
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بار مثبت به ترتیب گونه های یونی غالب در pH های کمتر از 8 و 
8/6 هستند. رسوب Zn)OH(2 در pH حدود 10 اتفاق می افتد. با 
Zn)OH(3 غالب هستند. 

افزایش pH بالاتر از 11، گونه های یونی -
در این مطالعه، محدوده pH برابر با 8-1,5 که +Zn2 گونه های غالب 
نظر  در   Zn)II( آنیونی  فلوتاسیون  سینتیک  بررسی  برای  هستند، 

گرفته شد.
ضریب  و   SDS/Zn)II( نسبت   ،pH پارامترهای  تأثیر   2 شکل 
ثابت سینتیکی حذف یون روی و آب در طول فرآیند را  بر  فعالیت 
نشان می دهد. نتایج نشان داد که pH تأثیر معناداری بر سینتیک 
ثابت سینتیک   ،8 تا  از 1/5   pH افزایش  با  و  دارد  روی  یون  حذف 
حذف یون روی از 0/035 به 92/ 1افزایش می یابد. سینتیک حذف 
 pH از 1/5 تا 5/5 افزایش می یابد و بعد از آن در pH آب با افزایش

برابر با 8 کاهش می یابد.
به منظور بررسی تأثیر غلظت کلکتور بر سینتیک حذف یون روی 
 SDS/Zn)II( و آب، آزمایش های فلوتاسیون به عنوان تابعی از نسبت
در pH بهینه 8 انجام شد. نتایج نشان داد که سینتیک حذف یون 
روی با افزایش نسبت )SDS/Zn)II کاهش می  یابد. افزایش غلظت 
یون های  و  فرآیند  در طول  تولید شده  افزایش کف  کلکتور موجب 
بر  ترجیحا  کلکتور  آزاد  یون های  می شود.  محلول  در  کلکتور  آزاد 
روی سطح حباب ها جذب می شوند و موجب کاهش سطح لازم برای 
با  حذف کمپلکس های )SDS/Zn)II می شود. سینتیک حذف آب 
یون های  افزایش  با  می یابد.  افزایش   SDS/Zn)II( نسبت  افزایش 
آزاد SDS در محلول، سینتیک حذف آب به دلیل خاصیت کفسازی 
سینتیک  فعالیت،  ضریب  افزایش  با  می یابد.  افزایش   SDS کلکتور 

 
 فرآیند و آب در طول   روی یونحذف  سینتیکیبر ثابت  فعالیت  ضریبو  SDS/Zn(II)، نسبت pH یپارامترها  تأثیر: 2شکل 

  

شکل 2. تأثیر پارامترهای pH، نسبت SDS/Zn(II) و ضریب فعالیت بر ثابت سینتیکی حذف یون روی و آب در طول فرآیند
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حذف یون روی افزایش و سینتیک حذف آب کاهش می یابد. 
4- برنامه ریزی بیان ژن

برنامه ریزی بیان ژن )1GEP(، یکی از شاخه های الگوریتم های 
تکاملی و توسعه یافته الگوریتم ژنتیک و برنامه ریزی ژنتیک به شمار 
می رود که توسط فریرا2 ابداع شد. GEP یک سیستم با ساختار کد شده 
است که همانند الگوریتم ژنتیک، دارای کروموزوم های خطی با طول 
ثابت بوده و همانند برنامه ریزی ژنتیک، دارای ساختارهای درختی با 
اندازه و شکل های مختلف است که در GEP، این ساختارهای درختی 
 GEP شناخته می شوند. الگوریتم )ET( 3تحت عنوان بیان درختی
به عنوان یکی از روش های قدرتمند برای مدل سازی های غیرخطی 
و پیچیده به شمار می رود. فریرا تلاش کرد تا محدودیت های موجود 
در الگوریتم ژنتیک و برنامه ریزی ژنتیک از جمله مشکل های مربوط 
به اعمال عملگرهای ژنتیکی بر روی ساختارهای درختی، گسترش و 
پیچیدگی بیش از حد کدها و ایجاد ساختارهای غیر موجه را برطرف 
ارائه  ژن  بیان  برنامه ریزی  عنوان  تحت  کامل تری  الگوریتم  و  کند 
دهد ]20-30[. در GEP، ژنوم یا کروموزوم شامل یک رشته خطی 
کد شده با طول ثابت است که می  تواند ترکیبی از یک یا چند ژن 
 GEP باشد. برخلاف طول ثابت آن ها، بیان درختی کروموزوم ها در
GEP، کروموزوم تحت  اندازه و شکل های مختلفی است. در  دارای 
زبان کاروا4 بیان می شود )زبان کاروا توسط فریرا به منظور خواندن 
 .]23[ شد(  ابداع  کروموزوم ها  داخل  کدشده  برنامه  کردن  بیان  و 
فریرا به منظور تبدیل ساختار یک کروموزوم از زبان کاروا به ساختار 
درختی، قوانینی را تعیین کرده است که رعایت آن ها در نهایت منجر 
به ایجاد یک ساختار درختی می شود. در الگوریتم GEP، ژن ها از 
دو جز سر5 و دنباله6 تشکیل شده اند. بخش سر می تواند متشکل از 
شامل  می تواند  فقط  دنباله  حالی که،  در  باشد؛  ترمینال ها  و  توابع 
ترمینال ها باشد. برای هر مسأله ، اندازه طول سر )h( پارامتری است 
 )T( تعیین می شود، در حالی که طول دنباله GEP که توسط طراح
تابعی از h و حداکثر تعداد آرگومان )nmax( توابع است که از معادله 

)5( محاسبه می شود:

1  Gene expression programming
2  Ferreira
3  Expression tree
4  Karva language
5  Head
6  Tail

max.( 1) 1T h n= − +  )5(
کروموزوم ها در GEP، اغلب ترکیبی از چند ژن هستند. برای هر 
مسأله، تعداد ژن ها همانند طول سر، به صورت مقایسه ای و در طی 
یک فرآیند آزمون و خطا به دست می  آید. کدهای مربوط به هر ژن 
منجر به تشکیل یک زیر درخت7 می شود و زیردرخت ها در تعامل 
باهم تشکیل یک ET بزرگ تر و پیچیده تر را می دهند. برای تشکیل 
ساختار پیچیده، زیردرخت ها توسط تابعی تحت عنوان تابع اتصال8 
منظور  این  برای  مختلفی  اتصال  توابع  می خورند.  پیوند  یکدیگر  به 
تعریف شده است که از جمله مهم ترین آن ها می توان به توابع جمع، 
تفریق، ضرب و تقسیم اشاره کرد. علاوه بر این توابع، می توان توابعی 
دیگر را معرفی کرد. فریرا دو تابع اتصال ضرب و جمع را برای مسائل 

مختلف پیشنهاد داده است. 

4-1- روند الگوریتم برنامه ریزی بیان ژن
گام های اساسی الگوریتم برنامه ریزی ژن در شکل 3 نشان داده 
برنامه ریزی  و  ژنتیک  الگوریتم  همچون   GEP الگوریتم  است.  شده 
ژنتیک با تولید تصادفی یک جمعیت اولیه از تعداد مشخصی کروموزوم 
آغاز می شود. این کروموزوم ها در ابتدا به صورت رشته های خطی 
کد شده ای هستند که از زبان کاروا پیروی می کنند و باید به صورت 
ساختار ET بیان شوند. در ادامه متناسب با تابع ارزیابی که در طراح 
GEP برای مسأله تعریف کرده است، برازندگی مربوط به هر کروموزوم 

از نسل اول مورد ارزیابی قرار می گیرد. اگر شرایط خاتمه )رسیدن 
به حداکثر تعداد نسل ها یا برازندگی مطلوب( به دست نیامده باشد، 
الگوریتم ادامه پیدا می کند. سپس بهترین کروموزوم های نسل اول، 
متناسب با برازندگی شان انتخاب شده و به نسل بعدی کپی می شوند. 
اعمال  کروموزوم ها  روی  بر  ژنتیکی  عملگرهای  بعدی،  گام  در 
می شوند تا کروموزوم های جدید با ساختار تغییر یافته به وجود بیاید. 
عملگرهای ژنتیکی جهش، وارونگی، عملگرهای ترانهش و عملگرهای 
مجموعه  می شوند.  اعمال  کروموزوم ها  روی  بر  به ترتیب  بازترکیب 
یک جمعیت  تشکیل  به  منجر  مرحله  این  تا  گرفته  اقدامات صورت 
به  فرآیند  این  می شود.  بعدی  نسل  برای  کروموزوم ها  از  جدیدی 
همین صورت ادامه پیدا می کند تا در نهایت تعداد نسل ها پایان یابد 
کلی  در حالت  آید.  به دست  نظر  مورد  مسأله  برای  پاسخ  بهترین  و 

7  Sub-ET
8  Linking function
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را در  بیان ژن  برنامه ریزی  الگوریتم  توسط  تابع یابی  روند  می توان 
پنج گام زیر خلاصه کرد:

گام اول: تعیین گروه ترمینال ها و توابع برای ایجاد کروموزوم ها
گام دوم: انتخاب تابع برازندگی مناسب برای ارزیابی کروموزوم های 

ایجاد شده
گام سوم: تعیین اندازه پارامترهای ساختاری کروموزوم ها )مانند طول 

سر، تعداد ژن ها، تعداد کروموزوم ها، تعداد نسل ها(
گام چهارم: انتخاب تابع اتصال ژن ها

جهش،  عملگرهای  )مانند  ژنتیکی  عملگرهای  انتخاب  پنجم:  گام 
وارونگی، سه نوع ترانهش و سه نوع بازترکیب( و ترکیب نرخ آن ها ]22[

4-2- معیارهای ارزیابی مدل ها
برای ارزیابی مدل ها از معیارهای RMSE ،R2 و VAF1 استفاده 

شد که از معادله های زیر محاسبه می شوند:

1 Variance account for

( )
( )

2

2 1
2

1

  x
1  

  x

N
imes ipredi

N
imesi

x
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=
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−
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)8(

مقدار   xipred شده،  اندازه گیری  پارامتر  مقدار    ximes آن  در  که 
پارامتر پیش بینی شده با مدل و N تعداد پارامتر است.

 
5- مدل سینتیکی حذف یون روی و آب با فلوتاسیون یونی از 

پساب سنتزی
در این بخش، هدف یافتن تابعی در قالب )SNR AC, pH(= ثابت 
سینتیکی حذف یون روی یا حذف آب، برای پیش بینی ثابت سینتیک 
حذف یون روی و حذف آب است که در آن AC ،SNR و pH به ترتیب 
فعالیت  ))SDS/Zn)II(، ضریب  به کلکتور  یون روی  نسبت مولاریته 

 
 GEP یتم: فلوچارت الگور3شکل 

  

GEP شکل 3. فلوچارت الگوریتم
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ثابت  و  ورودی  پارامترهای مستقل  به عنوان  است که  pH محلول  و 
سینتیک حذف یون روی و سینتیک حذف آب به عنوان پارامترهای 
وابسته در نظر گرفته می شوند. با توجه به اینکه پارامترهای ورودی و 
خروجی دارای واحدها و بازه تغییرات متفاوتی هستند، بنابراین قبل از 
 GEP مدل سازی، داده ها نرمال شدند. نتایج نشان می دهد مدل های
ارائه شده در مرحله های آموزش و آزمون دقت بالا و خطای پیش بینی 
کمی دارند. مدل به دست آمده برای ثابت سینتیک حذف یون روی 
دارای یک کروموزوم 3 ژنه با اندازه سر 8 است که در آن ژن ها توسط 

تابع اتصال ضرب به یکدیگر متصل می شوند. مدل به دست آمده برای 
سینتیک حذف آب نیز دارای یک کروموزوم 3 ژنه با اندازه سر 9 است 
که در آن ژن ها توسط تابع اتصال ضرب به یکدیگر متصل می شوند. 
بهترین راه حل به دست آمده برای مدل های حذف یون روی و آب، 
یک کروموزوم با 3 ژن است )شکل های 4 و 5( که به وسیله تابع اتصال 
ضرب به یکدیگر متصل می شوند. معادله های ریاضی زیردرخت ها و 
رابطه کلی مدل های ثابت سینتیکی حذف یون روی و آب به ترتیب در 
معادله های )9( تا )11(، )13( تا )15( و )12( و )16( ارائه شده است.  

 
 

 GEP با استفاده از روش روی یونحذف  سینتیکمربوط به هر ژن در مدل   درختی: ساختار 4شکل 
  

GEP شکل 4. ساختار درختی مربوط به هر ژن در مدل سینتیک حذف یون روی با استفاده از روش

 

 
 

 GEP  حذف آب با استفاده از روش  سینتیکمربوط به هر ژن در مدل   درختی: ساختار 5شکل 
  

GEP شکل 5. ساختار درختی مربوط به هر ژن در مدل سینتیک حذف آب با استفاده از روش
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31Sub ET pH AC SNR pH− = × × +  )9(

42Sub ET pH− =  )10(

( )23 ln 0.67Sub ET pH AC− = + +  )11(

( ) 1 2 3k Zn II Sub ET Sub ET Sub ET− = − × − × − )12(

( ) ( ) ( )1 2.33 0.70Sub ET AC SNR pH pH pH AC− = + × − × − − − )13(

( ) ( ) ( )1 2.33 0.70Sub ET AC SNR pH pH pH AC− = + × − × − − −

( ) ( )( )2 exp 2.72 2.41Sub ET pH pH− = − × −  )14(

23Sub ET SNR− =  )15(

1 2 3k W Sub ET Sub ET Sub ET− = − × − × −  )16(
مقادیر RMSE ،R2 و VAF به ترتیب برابر با 1، 0/02 و 99/84 
آزمون  مرحله  برای   98/11 و   0/06  ،0/98 و  آموزش  مرحله  برای 
برای مدل سازی ثبات سینتیک حذف یون روی با استفاده از الگوریتم 
GEP به دست آمد. همچنین، مقادیر RMSE ،R2 و VAF به ترتیب 

برابر با 0/98، 0/002 و 97/13 برای مرحله آموزش و 0/94، 0/004 
ثابت سینتیک حذف  برای مدل سازی  آزمون  برای مرحله  و 98/03 
آب با استفاده از الگوریتم GEP به دست آمد که نشان دهنده کارآیی 
مدل سازی GEP برای پیش بینی ثابت سینتیک حذف آب در طول 
فلوتاسیون است. شکل های 6 و 7 به ترتیب مقادیر اندازه گیری شده 

 
   واقعی مقادیرآزمون در مقابل  فرآیندآموزش و ب( در   فرآیند، الف( در GEPبا استفاده از مدل  ی رو یونحدف  ینتیکس بینی پیش: 6شکل 

  
شکل 6. پیش بینی سینتیک حدف یون روی با استفاده از مدل GEP، الف) در فرآیند آموزش و ب) در فرآیند آزمون در مقابل مقادیر واقعی 

 
 

 
 

   واقعی  مقادیرآزمون در مقابل  فرآیندآموزش و ب( در    فرآیند، الف( در GEPحدف آب با استفاده از مدل   ینتیکس بینیپیش: 7شکل 
  

شکل 7. پیش بینی سینتیک حدف آب با استفاده از مدل GEP، الف) در فرآیند آموزش و ب) در فرآیند آزمون در مقابل مقادیر واقعی 
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ثابت سینتیک حذف یون روی و آب را در مقابل مقادیر پیش بینی 
شده با استفاده از مدل های GEP در مراحل آموزش و آزمون نشان 
به وسیله  نتایج نشان می دهد که مقادیر پیش بینی شده  می دهد. 
مدل های GEP برای ثابت سینتیکی حذف یون روی و آب به مقادیر 
واقعی نزدیک  است که نشان دهنده کارآیی بالای این مدل ها است.

6- تجزیه و تحلیل حساسیت
تجزیه و تحلیل حساسیت، روشی مفید برای ارزیابی تأثیر هر پارامتر 
مدل های  تحلیل حساسیت  و  تجزیه  است.  مدل  بر خروجی  ورودی 
GEP برای سینتیک حذف یون روی و آب بررسی شد. در این روش، 

 
 

 روی  یونحذف  سینتیکبر مدل ثابت   ی ورود  یپارامترها یتحساس یلو تحل یه: تجز 8شکل 
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شکل 8. تجزیه و تحلیل حساسیت پارامترهای ورودی بر مدل ثابت سینتیک حذف یون روی

 

 
 

 روی  یونحذف  سینتیکبر مدل ثابت   ی ورود  یپارامترها یتحساس یلو تحل یه : تجز9شکل 
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هر پارامتر ورودی بین مقدار کمینه و بیشنه خود تغییر می کند و بقیه 
پارامترها در مقدار میانگین خود ثابت باقی می مانند. بنابراین می توان 
 ،)SDS/Zn)II(( کلکتور  به  روی  یون  مولاریته  نسبت  تغییرات  تأثیر 
ارزیابی  آب  و  روی  یون  سینتیک حذف  بر  را   pH و  فعالیت  ضریب 
نمود. به عنوان مثال، به  منظور بررسی تأثیر pH بر سینتیک حذف 
یون روی، نسبت مولاریته یون روی به کلکتور ))SDS/Zn)II( و ضریب 
فعالیت در مقادیر متوسط خود ثابت باقی می مانند و مقادیر pH تغییر 
می کند و خروجی محاسبه می  شود. برای نشان دادن همزمان تغییر 
از  استفاده  با  مدل ها  ورودی  پارامترهای  مدل،  خروجی  بر  پارامترها 

فرمول z-score )معادله )17(( استاندارد شدند ]22[. 

شکل 9. تجزیه و تحلیل حساسیت پارامترهای ورودی بر مدل ثابت سینتیک حذف یون روی



نشریه مهندسی عمران امیرکبیر، دوره 53، شماره 1، سال 1400، صفحه 261 تا 272

270

iX Xz
σ
−

=  )17(

X متوسط پارامتر ورودی و σ انحراف  که در آن Xi پارامتر iام،
استاندارد پارامترهای ورودی و Z مقدار پارامتر استاندارد شده است.

تجزیه و تحلیل حساسیت مدل های GEP برای سینتیک حذف 
تغییرات  به ترتیب   ،9 و   8 شکل های  شد.  بررسی  آب  و  روی  یون 
سینتیک حذف یون روی و آب در مقابل تغییرات هر پارامتر ورودی را 
نشان می دهد. شکل 8 نشان می دهد که ثابت سینتیکی حذف یون 
روی به تغییرات pH حساسیت بیش تری نسبت به تغییرات نسبت 
مولاریته یون روی به کلکتور ))SDS/Zn)II( و ضریب فعالیت دارد. 
شکل 9 نیز نشان می دهد که ثابت سینتیکی حذف آب به تغییرات 
نسبت مولاریته یون نیکل به کلکتور حساسیت بیش تری نسبت به 

pH و ضریب فعالیت دارد. 

7- نتیجه گیری
یکی از مهم ترین پارامترها به منظور بررسی کارآیی فلوتاسیون 
شیمی  فرآیند  یونی،  فلوتاسیون  است.  فرآیند  سینتیک  یونی، 
فیزیکی است که متأثر از پارامترهایی مانند نوع و میزان معرف های 
مشابه  موارد  و  فعالیت  ضریب  حباب دهی،  زمان   ،pH شیمیایی، 
فلوتاسیون  سینتیک  بر  مؤثر  پارامترهای  بررسی  با  است.  بسیاری 
بازیابی  به  رسیدن  تا  فرآیند  طراحی  برای  لازم  زمان  مدت  یونی 
مختلف  پارامترهای  کردن  بهینه  با  و  است  بررسی  قابل  مطلوب 
افزایش داد. کارآیی فرآیند فلوتاسیون  می توان سینتیک فرآیند را 
در  آب  حذف  میزان  و  نمی شود  تعیین  یون  حذف  میزان  با  تنها 
باید در نظر گرفت. فلوتاسیون یونی مطلوب در  طول فرآیند را نیز 
شرایط بیش ترین حذف یون و کم ترین حذف آب در طول فرآیند 
آب  حذف  میزان  مورد  در  محدودی  مطالعه های  می شود.  تعیین 
است.  شده  انجام  یونی  فلوتاسیون  فرآیند  طول  در  آن  سینتیک  و 
فلوتاسیون  فرآیند  طول  در  آب  حذف  سینتیکی  مطالعه  بنابراین 
یونی نیز مورد بررسی قرار گرفت. پیش بینی ثابت سینتیکی حذف 
یون های روی و آب را می توان با مدل سازی و شبیه سازی مناسب 
بررسی شد. بدین منظور مدل های پیش بینی ثابت سینتیکی حذف 
از  استفاده  با  فلوتاسیون  فرآیند  طول  در  آب  حذف  و  روی  یون 

از  مؤثر  پارامترهای  شد.  داده  توسعه  ژن  بیان  برنامه ریزی  روش 
 pH و  فعالیت  ضریب  کلکتور،  به  روی  یون  مولاریته  نسبت  جمله 
آب  و  روی  یون  حذف  سرعت  ثابت  بر  آن  تأثیر  و  انتخاب  محلول 
سینتیکی  ثابت  که  داد  نشان  حساسیت  آنالیز  نتایج  شد.  بررسی 
به  نسبت  بیش تری  حساسیت   pH تغییرات  به  روی  یون  حذف 
تغییرات نسبت مولاریته یون روی به کلکتور و ضریب فعالیت دارد 
نیکل  تغییرات نسبت مولاریته یون  به  ثابت سینتیکی حذف آب  و 
به کلکتور حساسیت بیش تری نسبت به pH و ضریب فعالیت دارد. 
با خطای منطقی  ارائه شده می تواند  نتایج نشان داد که مدل های 
برای پیش بینی ثابت سینتیکی حذف یون روی و آب با فلوتاسیون 

یونی استفاده شود. 

فهرست علائم
علائم انگلیسی

ACضریب فعالیت
cmg/L ،غلظت یون باقی مانده در سلول
cimg/L ،غلظت اولیه یون در محلول اولیه
cmg/L ،t غلظت یون شناور شده در زمان
hاندازه طول سر کروموزم
k1/min ،ثابت سینتیک

k-Zn(II)1/min ،ثابت سینتیک حذف یون روی
k-Wg/min ،ثابت سینتیک حذف آب

nمرتبه واکنش
nmaxتعداد آرگومان
Nتعداد پارامتر

pHمحلول pH
R% ،درصد حذف یون ها

SNRنسبت مولاریته یون به کلکتور
Tطول دنباله

 ximesمقدار پارامتر اندازه گیری شده
xipredمقدار پارامتر پیش بینی شده با مدل
Xiامi پارامتر

Xمتوسط پارامتر ورودی
Zمقدار پارامتر استاندارد شده
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