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تحلیل پایداری و ارتعاش آزاد ستون های غیرمنشوری با استفاده از ترکیب روش سری های توانی 
و گالرکین
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چکیده: امروزه استفاده از اعضای محوری و خمشی با مقطع متغیر در قاب ها به علت افزایش پایداری و کاهش وزن سازه، 
افزایش یافته است. به همین دلیل در این مقاله، رفتار ستون های غیرمنشوری تحت تحلیل پایداری و ارتعاش آزاد مورد مطالعه 
قرار می گیرد. در مرحله نخست، معادله تعادل حاکم بر تیر اویلر-برنولی با مقطع متغیر که به صورت یک معادله دیفرانسیل مرتبه 
چهار باضرایب متغیر است، با اعمال اصل حداقل پتانسیل انرژی به تابع انرژی استخراج می گردد. در این پژوهش، به منظور حل 
دقیق معادله پایداری از روش بسط سری های توانی استفاده شده است. بر اساس اصول حاکم بر روش عددی مذکور فرم تقریبی 
تغییر شکل حاکم بر مد اول کمانش ستون به صورت یک چند جمله ای متناهی به دست می آید و با جایگذاری شرایط مرزی 
حاکم بر عضو ارتجاعی و با استفاده از روش حل مقادیر ویژه مقدار بار کمانش بحرانی محاسبه می گردد. در پایان، با توجه به 
تشابه فرم تغییر شکل اعضای الاستیک تحت تحلیل ارتعاش آزاد و پایداری از روش تقریبی گالرکین جهت استخراج فرکانس 
طبیعی ارتعاش سیستم استفاده شده است. به منظور نشان دادن توانایی و صحت روش ترکیبی استفاده شده در این مطالعه، 
چندین مثال عددی شامل ستون های غیرمنشوری با شرایط مرزی متفاوت، ارائه می گردد. نتایج به دست آمده با مقادیر حاصل 
از پژوهش های انجام شده توسط دیگر محققین در این زمینه و تحلیل عددی حاصل از نرم افزار اجزای محدود انسیس، مقایسه 

شده اند. نتایج نشان دهنده تطابق مطلوب بین روش حاضر و دیگر روش های عددی و یا تحلیلی موجود است.
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مقدمه-11
بسیار  بحرانی ستون ها، سابقه  نیروی کمانش  تعیین  و  پایداری  تحلیل 
طولانی در تحقیق های مهندسی سازه دارد. اعضای سازنده قاب ها شامل تیر 
و یا ستون را می توان تحت شرایط گوناگون و برای کاربردهای مختلف به 
صورت مقطع متغیر طراحی نمود و این اعضا غیرمنشوری نام دارند. یک عضو 
با مقطع متغیر نسبت به یک عضو منشوری که دارای سطح مقطع بزرگتری 
است، از توان باربری بیشتری برخوردار است. همچنین امروزه اکثر مهندسان 
به دنبال استفاده از روش های ایده آلی هستند تا بتوانند وزن سازه را کاهش 
از اعضا می توان  از این دسته  با استفاده  دهند. در نتیجه می توان گفت که 
ظرفیت باربری را به صورت قابل ملاحظه ای افزایش داد و هم زمان وزن 
اهمیت  دارای  اقتصادی  از نظر صرفه جویی  نکته  این  داد.  را کاهش  سازه 

بسیاری میباشد.
محققان از روش های مختلف که اساس اکثر آن ها حل معادله دیفرانسیل 
پایداری یک المان کلی تحت اثر نیروهای محوری و جانبی است، در تعیین 

نیروی کمانش ستون ها بهره گرفته اند. در این زمینه، تیموشنکو1 ]1[ ، چن2  
عددی  تقریبی  روش های  مبنای  بر  متعددی  روش های   ]3[ بازانت3  و   ]2[
با  الاستیک  پایداری ستون های  بر  دیفرانسیل حاکم  معادله  بسته  یا حل  و 
شرایط مرزی مختلف را ارائه نمودند. فریش فی4 ]4[ حل مسئله کمانش و 
تعیین نیروی کمانشی یک المان منشوری با نیروی محوری یکنواخت تحت 
شرایط مرزی مختلف را با استفاده از روش تحلیلی مورد مطالعه قرار داد و بار 
بحرانی را برای یک ستون کاملا مهار شده با استفاده از انتگرال بسل محاسبه 
نمود. کربلیس5 ]5[ معادله دیفرانسیل پایداری حاکم بر تیر غیرمنشوری را با 
روش عددی حل و سپس، ضرایب ماتریس سختی و هندسی حاکم بر عضو 
ارتجاعی را توسط چهار تابع شکل حاکم بر چهار درجه آزادی ستون مد نظر 

تعیین نمود. لاک6 ]6[ در طی یک مطالعه عددی به تعیین بار 
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کمانشی تیر ستون هایی که سطح مقطعشان به صورت پله ای در طول 
عضو تغییر می کند و تحت بارگذاری استاتیکی میباشند، پرداخت. درنهایت، 
توسط چند نمودار به خوبی نشان داده شده است که تا چه حد کاهش سطح 
مقطع در طول عضو میتواند به لحاظ کاهش وزن سازه و هم بعلت افزایش 
ظرفیت باربری به معنی افزایش بار کمانش محوری به صرفه باشد. اربابی1  
]7[ کمانش الاستیک تیر-ستون های غیرمنشوری با ضخامت متغیر را مورد 
بررسی قرار داد. سیگنر2 ]8[  رفتار کمانشی ستونهای مخروطی با تغییرات 
خطی سختی خمشی در طول عضو را مطالعه نمود. ارموپلوس3 ]9[ با استفاده 
از روش شیب-افت طول موثر کمانش ستون های غیرمنشوری را محاسبه 
نمود. مقدار بار کمانش بحرانی ستون با مقطع متغیر که عضوی از یک قاب 
مهار نشده است و تحت بار متمرکز محوری فشاری در نقاط مختلف خود قرار 
دارد، توسط ارموپلوس ]10[ و با حل معادله دیفرانسیل غیرخطی پایداری و به 
کمک روش شیب-افت تعیین گردیده است. رافتویانیس4 ]11[ به بررسی بار 
کمانش بحرانی اعضای ماهیچه ای و پله ای با نقص اولیه و خروج از مرکزیت 
پرداخت. در این مطالعه، به منظور حل معادله دیفرانسیل مرتبه چهار پایداری، 
فرض شده است که اثر موارد مذکور را میتوان به صورت یک انحنای اولیه 
و فرضی در نظر گرفت. ماتریس های سختی اعضای ارتجاعی با مقطع متغیر 
متکی بر بستر الاستیک توسط جیرجین5 ]12[ تعیین گشتند. روش ارائه شده 
توسط وی بر اساس تکنیک عددی مهر است. ماتریس های سختی تیر متکی 
بر بستر الاستیک سه پارامتری برمبنای حل معادله دیفرانسیل حاکم بر رفتار 
عضو توسط آورامیدیس6 ]13[ ارائه گردید. صفاری7 ]14[ با استفاده از روابط 
شیب-افت ضریب طول موثر برای قابهای شیبدار با اعضای ماهیچهای را 
به دست آورد. در روش ارائه شده، ضرایب پایداری در روابط شیب-افت برای 
قابهایی که ابعاد نیم رخ اعضایشان به صورت خطی در طول عضو در حال 
تغییر است، اصلاح گردیده است. رهایی8 ]15[ نیروی بحرانی ستون با مقطع 
متغیر پلکانی را در مودهای مختلف با استفاده از روش انرژی و به کار بردن 
اصل تشابه تغییر شکل کمانشی و ارتعاشی اعضای الاستیک، تعیین نمود. 
آتای9 ]16 و 17[ معادله دیفرانسیل حاکم بر کمانش را با استفاده از روش 
تکرار تغییرات حل  و مقدار بار کمانشی ستون با مقاطع ثابت و متغیر و ستون  
روش  از  استفاده  با   ]18[ اکای10  نمود.  تعیین  را  پیوسته  مهاربندی  با  اویلر 
تکرار تغییرات بار کمانش بحرانی و تغییر شکل کمانشی را برای ستون های 

چاق به دست آورد. 
به  غیرمنشوری،  ستون های  ارتعاش  طبیعی  فرکانس  پژوهش،  این  در 
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کمک یک مسیر عددی جدید برمبنای ترکیب دو روش سری های توانی و 
گالرکین تعیین شده است. مطالعه رفتار اعضای الاستیک با مقطع متغیر تحت 
تحلیل پایداری و ارتعاش آزاد با استفاده از روش ترکیبی سری های توانی و 
گالرگین انجام نشده، بلکه از شیوه های عددی دیگر به خصوص روش اجزای 
محدود ]22-19[ در مطالعات موجود استفاده شده است. همچنین با استفاده 
از روش ارائه شده می توان فرکانس ارتعاشی و بار کمانش بحرانی را به صورت 

همزمان محاسبه نمود.
اعضای  بر  حاکم  تعادل  معادلات  نخست،  مرحله  در  و  منظور  بدین 
غیرمنشوری الاستیک براساس فرضیه تغییر شکل های کوچک با استفاده از 
اصل همیلتون11 و به کمک روش انرژی به دست می آید. در ادامه، از روش 
بسط سری های توانی برای حل معادله پایداری عضو غیرمنشوری استفاده 
شده و پس از جایگذاری شرایط مرزی )دو شرط برای هر انتهای عضو( و 
حل مسئله مقادیر ویژه، مقدار بار کمانش بحرانی و همچنین فرم تغییر شکل 
عضو مدنظر تحت آنالیز پایداری تعیین می گردد. در ادامه با توجه به تشابه 
و  پایداری  و  آزاد  ارتعاش  تحلیل  تحت  الاستیک  اعضای  شکل  تغییر  فرم 
انرژی  تابع  کردن  حداقل  برمبنای  و  گالرکین12  عددی  روش  از  استفاده  با 

پتانسیل کل، مقدار فرکانس طبیعی ارتعاش محاسبه می گردد. 
در انتهای مقاله، چند نمونه مثال عددی شامل هر دو تحلیل پایداری و 
ارتعاش آزاد، با استفاده از روش مورد مطالعه حل شده است. نتایج به دست 
موجود  روش های  سایر  از  حاصل  نتایج  با  شده  ارائه  عددی  روش  از  آمده 
دیگر و روش اجزای محدود مقایسه گشته اند و در تمام مسائل مورد بررسی 

کارآمدی و صحت روش ترکیبی ارائه شده به اثبات رسیده است.

فرمول1بندی1مسئله-21
سینماتیک2مسئله-22-22

   یک تیر غیرمنشوری با سطح مقطع متقارن توپر به طول L مطابق 
مقطع  ابعاد سطح  با  مقایسه  در  عضو  طول  است.  نظر  مد  الف،   -1 شکل 
بسیار بزرگ تر است، بنابراین؛ تغییر شکل ها بسیار کوچک هستند و از تغییر 
شکل های برشی صرف نظر می گردد. مطابق شکل 1-ب، برای تیر اویلر-

مکان  تغییر  مولفه  و  محوری  شکل  تغییر  شامل  جابه جایی  میدان  برنولی 
عمودی نسبت به O )مرکز سطح نیمرخ تیر( به صورت زیر تعریف می گردد: 

در روابط فوق، x و z به ترتیب در راستای طول و در جهت ضخامت تیر 
هستند. مولفه های U و W نشان دهنده تغییر مکان های محوری و عمودی 

)در جهت x و z( هستند.

11 Hamilton’s principle
12 Galerkin’s method

)2(0
( , )( , , ) ( , ) w x t

U x z t u x t z
x

∂
= −

∂

( , , ) ( , )W x z t w x t= )2(
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)الف(
)ب(

شکل1:11الف(1عضو1غیرمنشوری1تحت1بار1محوری1فشاری،1ب(1میدان1جابه1جایی1حاکم1بر1تیر1اویلر-برنولی
Fig. 1. Non-prismatic member under compressive axial load, Coordinate system and notation of dis-

placement parameters

با  را  کرنش  مولفه های  بایستی  الاستیک،  اعضای  پایداری  تحلیل  در 
کرنش  تانسور  با  مطابق  غیرخطی  و  کرنش خطی  گرفتن جملات  نظر  در 
گرین محاسبه نمود. مولفه های کرنش گرین با در نظر گرفتن اثرات تغییر 

مکان های بزرگ به صورت زیر تعریف می گردند:

)3(*1 1( )
2 2

j li k k
ij ij ij

j i i j

UU U U

x x x x

 ∂∂ ∂ ∂
ε = + + = ε + ε  ∂ ∂ ∂ ∂ 

*ε به ترتیب جملات خطی و غیرخطی کرنش هستند. در مورد 
ij و εl

ij

تیر اویلر-برنولی، مولفه های تانسور کرنش به مورد زیر کاهش می یابد:

)4(( )' 2 *1 '
2

l
xx xx xxU Wε ε ε≈ + = +

با استفاده از معادلات 1 و 2، مولفه های خطی و غیرخطی کرنش طولی 
با در نظر گرفتن اثر تغییر شکل های کوچک برای تیر الاستیک به صورت 

زیر قابل تعیین هستند:

* 2
0

1;              
2

l
xx xxu zw w′ ′′ ′ε = − ε = )5(

همچنین

)6(* * * 0yy zz yz yy zz yzε ε γ ε ε γ= = = = = =

*γij,  ε, کرنش های خطی و غیرخطی متناسب 
ij , γ*

ij εij  به طوری که 
با مولفه های تغییر شکل U  و W هستند. در این مطالعه، مصالح مصرفی 
همگن و ایزوتروپیک می باشند. با توجه به آنکه E و G مدول الاستیسیته و 
برشی هستند، روابط تنش-کرنش مطابق قانون هوک به صورت زیر تعریف 

می گردند:

)7(;        ;        l
x xx xy xy xz xzE G Gσ = ε τ = γ τ = γ

 تحت شرایط خاص کمانش خمشی داخل صفحه، زمانی که تیر تحت 
بار محوری فشاری P قرار دارد، تنش  نرمال اولیه روی سطح مقطع به صورت 

زیر در نظر گرفته می شود:

0
xx

P

A
σ = )8(

بعلت  همچنین  است.  تیر  در  عمودی  تنش  بیانگر    σ0
xx اینجا،  در 

بارگذاری بر روی مرکز سطح و عدم وجود خروج از مرکزیت، مقدار لنگرهای 
خمشی و نیروی برشی اولیه برابر صفر است و در نتیجه تنش برشی میانگین 

در تیر مد نظر تحت شرایط موجود مساوی صفر است.

استخراج2معادله2حرکت2و2پایداری2حاکم2بر2تیر2غیرمنشوری-22-22
به  می توان  را  متغیر  مقطع  با  تیر  یک  برای  حرکت  دیفرانسیل  معادله 

کمک روش انرژی و از اصل همیلتون به صورت ذیل به دست آورد: 

)9(

در رابطه فوق Π نشان دهنده انرژی پتانسیل کل سیستم الاستیک است. 
این انرژی برابر مجموع انرژی کرنشی خطی الاستیک Ul و انرژی کرنشی 
هارمونیک  بارگذاری  انرژی جنبشی تحت  و   U0 اولیه   تنش های  از  ناشی 
تحت هیچگونه  نظر  مد  که عضو  به خصوص  مورد  این  در  می باشد.   UM

بارگذاری خارجی قرار ندارد، مقدار کار خارجی ناشی از بارهای موثر وارد بر 
از  اول هریک  تغییرات مرتبه  بر  برابر صفر است. روابط حاکم   )We( عضو 
پارامترهای دخیل در انرژی پتانسیل کلی با استفاده از اصل حساب تغییرات 

در زیر آورده شده اند:

)20(( )
0

( )
L l l

l xx xxA
U E dAdxδ = ε δε∫ ∫

( ) ( )2 2 2

1 1 1
0 0 0

t t t

l M e l M et t t
dt U U U W dt U U U W dtδ Π = δ + + − = δ + δ + δ − δ =∫ ∫ ∫
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)22(( )0 *
0 0

L

xx xxA
U dAdxδ = σ δε∫ ∫

( )2

0

L

M A
U U U W W dAdxδ = ω ρ δ + δ∫ ∫ )22(

نیم رخ و طول عضو  ترتیب مساحت  به   L و   A ارائه شده،  روابط  در   
طبیعی  فرکانس  و  مصالح  جرمی  چگالی  معرف   ω و   ρ همچنین،  هستند. 
اولیه  تنش  و  مکان  کرنش-تغییر  روابط  جایگذاری  با  می باشند.  ارتعاش 
جنبشی  و  کرنشی  انرژی های  معادلات  در   8 تا   5 عبارات  در  شده  تعریف 

و انتگرال گیری بر روی سطح مقطع عضو، معادلات زیر حاصل می گردند:

( )0 0l y

L

U EAu u EI w w dx′ ′ ′′ ′′δ = δ + δ∫ )23(

( )0
L

U Pw w dx′ ′δ = δ∫ )24(

)25(

 در رابطه Iy ،13 گشتاور لختی نیم رخ عرضی تیر است. درنهایت، معادله 
حاکم بر تغییرات مرتبه اول انرژی پتانسیل کلی یک تیر همگن غیرمنشوری 

به صورت زیر به دست می آید:

)26(

 باتوجه به آنکه هدف از این مطالعه، بررسی رفتار پایداری و ارتعاشی 
تیر تحت تغییر شکل خمشی است، از عبارات مربوط به تغییر شکل محوری 
در ادامه فرآیند استخراج روابط حاکم بر تیر اویلر-برنولی صرف نظر می گردد. 

بنابر این خواهیم داشت:

( ) ( ) ( )2 0y

L L L

EI w w dx Pw w dx Aw w dx′′ ′′ ′ ′δΠ = δ + δ + δ =∫ ∫ ∫
)27(

با استفاده از روش حساب تغییرات و انتگرال گیری جز به جز رابطه فوق 
به صورت زیر ساده می گردد:

)28(
( )

( ) ( )

2

00
( )   0

y

L

L L

y y

EI w Pw Aw wdx

EI w Pw w EI w w

 ′′′′ ′′δΠ = − + ω ρ δ 
 

   ′ ′ ′′′ ′′− − δ + δ =    

∫

 در رابطه فوق، اولین جمله، شامل حاصلضرب معادله دیفرانسیل تعادل 
است.  شکل  تغییر  تابع  کوچک  تغییر  یک  در  غیرمنشوری  عضو  بر  حاکم 
عبارات دوم و سوم، حاوی شرایط مرزی طبیعی و اساسی عضو هستند. بدین 
ترتیب معادله حرکت حاکم بر تیرغیرمنشوری به صورت زیر به دست می آید:

)29(
2 2 2

2
2 2 2( ) ( ) ( ) 0y

d d w d w
EI x P A x w x

dx dx dx
ω ρ

 
− + = 

 

ساده  زیر  صورت  به  پایداری  تحلیل  شرایط  در  فوق  معادله  بنابراین، 
می گردد:

)20(
2 2 2

2 2 2( ) 0y

d d w d w
EI x P

dx dx dx

 
− = 

 

مطابق با رابطه 18و فرضیات حاکم بر تغییر شکل خمشی تیر، شرایط 
مرزی برای هر دو انتهای اعضای تحلیل شده به صورت زیر تعریف می گردند:

0w)22(  و              :انتهای مفصلی =
2

2 0d w

dx
=

0dw)22(  و              :انتهای گیردار

dx
=0w =

)23(  و                :انتهای آزاد
3

3 0d w P dw

EI dxdx
− =

2

2 0d w

dx
=

 با توجه به آنکه در مطالعه انجام شده، سطح مقطع تیر متغیر در نظر گرفته 
شده است، معادله پایداری 20، یک معادله دیفرانسیل با ضرایب متغیر است 
که یکی از مناسب ترین روش ها برای حل چنین معادلاتی روش سری توانی 
  a0, a1, ...,an که در آن a0+a1x+a2x

2+...+anx
n  است. سری به صورت

اعداد حقیقی هستند، سری توانی نامیده میشود. بسط سری های توانی یکی 
از بهترین روشها برای حل معادلات دیفرانسیل خطی با مرتبههای بالا و 
ضرایب متغیر میباشد. روش حل مبتنی بر این اندیشه است که جواب معادله 
به صورت یک سری توانی بر حسب متغیر  نوشته شود. گرچه ممکن است در 
نظر اول تعیین جوابهای معادله دیفرانسیل به صورت سری، یأس آمیز جلوه 
کند؛ اما از لحاظ محاسباتی این روش میتواند یکی از آسانترین و مناسبترین 
شیوه ها برای حل معادلات دیفرانسیل خطی با ضرایب متغیر باشد. محققین 
مختلفی به شیوه های متفاوتی از روش بسط سری های توانی به منظور تعیین 
بار کمانشی و فرکانس ارتعاشی تیر-ستون ها و اعضای جدار نازک استفاده 
نموده اند ]29-23[. در ادامه، بر مبنای مسیر عددی ارائه شده در این پژوهش 
که در ابتدای مقاله ارائه شد و با استفاده از روش عددی مذکور، معادله حاکم 
بر پایداری عضو مد نظر حل می گردد و پس از اعمال شرایط مرزی مقدار بار 

کمانش بحرانی و فرم تغییر شکل کمانشی محاسبه می شوند.

( )(2
0 0M

L

U Au u Aw w dxδ = ω ρ δ + δ∫

( ) ( )

( )(

0 0

2
0 0      0

y

L L

L

EAu u EI w w dx Pw w dx

Au u Aw w dx

′ ′ ′′ ′′ ′ ′δΠ = δ + δ + δ

+ ω ρ δ + δ =

∫ ∫

∫

( )(2
0 0  0

L

Au u Aw w dx+ ω ρ δ + δ =∫
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روش2بسط2سری2های2توانی-22-32
در  دخیل  متغیرهای  کلیه  بایستی  توانی،  سری  بسط  روش  مبنای  بر 
گرفت.  نظر  در  متناهی  جمله ای  چند  یک  صورت  به  را  دیفرانسیل  معادله 
بنابراین، لنگر دوم سطح مقطع عضو نسبت به محور ضعیف ))Iy)x( به فرم 

سری توانی ذیل در نظر گرفته شده است: 

0
( ) i

y i
i

I x I x
∞

=

=∑ )24(

پایداری  معادله   ،)ε=x/L( محلی  بعد  بدون  مختصات  یک  معرفی  با 
برحسب متغیر ε به صورت زیر بازنویسی می شود:

2 2 2
2

2 2 2
0

( ) 0i i
i

i

d d w d w
E I L PL

d d d
ε

ε ε ε

∞

=

 
− = 

 
∑ )25(

براساس اصول حاکم بر روش بسط سری های توانی، فرم جواب  حاکم بر 
تغییر شکل عرضی ))w(ε( به صورت زیر در نظر گرفته شده است:

)26(
0

( ) i
i

i

w a
∞

=

ε = ε∑

در ادامه کار، با توجه به وجود مشتقات مرتبه اول و دوم تغییر شکل در 
رابطه 25، خواهیم داشت:

1
1

1 0

( ) ( 1)i i
i i

i i

dw
ia i a

d

ε ε ε
ε

∞ ∞
−

+
= =

= = +∑ ∑
2

2
22

2 0

( ) ( 1) ( 1)( 2)i i
i i

i i

d w
i i a i i a

d

ε ε ε
ε

∞ ∞
−

+
= =

= − = + +∑ ∑

)2-27(

)2-27(

و با جایگذاری روابط 26 و 27 در عبارت 25، معادله زیر حاصل میشود:

2
* 2

2 22
0 0 0

( 2)( 1) ( 2)( 1) 0i j j
i j j

i j j

d
E I a j j L P a j j

d
ε ε ε

ε

∞ ∞ ∞

+ +
= = =

     
+ + − + + =     

      
∑ ∑ ∑

)28(
2

* 2
2 22

0 0 0
( 2)( 1) ( 2)( 1) 0i j j

i j j
i j j

d
E I a j j L P a j j

d
ε ε ε

ε

∞ ∞ ∞

+ +
= = =

      + + − + + =     
      
∑ ∑ ∑

 با ضرب جمله به جمله هر دو سری و با توجه به قانون حاکم بر جمع 
و ضرب پارامتریک سری های، رابطه فوق به صورت زیر اصلاح می گردد:

)29(

2
*

4
0

0 2
2

( 4)( 3)( 2)( 1)
0

( 1)( 2)

j

i j i j
i

j
j

E I j i j i j j a

PL j j a

ε

+

∞
− +

=
=

+

 
− + − + + +  = 

 − + + 

∑∑

)30(

*
0 4

2
*

0 4
1

2
2

( 4)( 3)( 2)( 1)
 

( 4)( 3)( 2)( 1)

        ( 1)( 2) 0 

j

j

j i j i
i

j
j

EI j j j j a

E I j i j i j j a

L j j a ε

+∞
+

= − +
=

+

 + + + + +

 − + − + + +

+ + + =

∑ ∑

برای آن که معادله 30 به ازای همه ي مقادیر ε برقرار باشد، لازم است 
زیر  بازگشتی  رابطه  بنابراین،  باشد.  ε صفر  توان های  از  که ضریب هریک 

نتیجه گرفته شده است:

)32(

4 *
0

2
*

4
1

2
2

1
( 4)( 3)( 2)( 1)

( 4)( 3)( 2)( 1)

( 1)( 2)

    0 1 2

j

j

i j i
i

j

a
EI j j j j

E I j i j i j j a

PL j j a

 for j , , ,........

+

+

− +
=

+

−
= ×

+ + + +

 
− + − + + + 

 
 + + + 

=

∑

همانگونه که در ابتدا ذکر شد، فرم تغییر شکل تیر با مقطع متغیر به شکل 
زیر در نظر گرفته شده است:

)32(( ) 2 3 4
0 1 2 3 4

0
...i

i
i

w a a a a a aε ε ε ε ε ε
∞

=

= = + + + + +∑

با توجه به رابطه بازگشتی حاصل شده 31 و با استفاده از نرم افزار متلب 
)Matlab( ]31[، چند جمله ابتدایی تابع تغییر مکان به صورت زیر به دست 

می آید:

)33(

{ }

( ) ( )

( )

4
2 3 2

0 1 2 3 2 2 3 1
0

5
2 21 1

2 3 0 3 2 1
0 0 0

*6
21 1 2

2 4 3 0*
0 0 0

( ) (4 2 ) 12
24

        (12 3 4 2 (36 36 6 )
120

2 12     24 (12 3 4 2 )
360

w a a a a a EI L P a EI
EI

I I
a EI EI L P a EI EI L P

EI I I

I I EI
a EI EI EI L P

EI I I

εε ε ε ε

ε

ε

∗ ∗
∗

∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗

∗
∗ ∗ ∗

∗ ∗

= + + + − − +

  − − − + − − 
  

− − − − − ( )

( )

* 2
2

2
0

* 2
21 1 2

3 3 1 2 1*
0 0 0

4 2
2

2 12      + 72 ( 36 36 6 ) (12 ) +.....  
2

*

L P
EI L P

EI

I I EI L P
a EI EI EI L P EI

I I EI

∗
∗

∗
∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗

  + −    
 − − − + − −   

مطابق با عبارت فوق، مشخص است که جواب معادله دیفرانسیل ارائه 
 a0, a1, a2, مجهول  چهار ضریب  برحسب  می توان  را   25 رابطه  در  شده 
a3 تعیین نمود. در نتیجه، جواب معادله دیفرانسیل پایداری حاکم بر ستون 

غیرمنشوری را می توان در مختصات محلی به فرم ماتریسی ذیل ارائه نمود:

{ }( ) ( )w B Aε ε= )34(
که

{ }0 1 2 3
TA a a a a= )2-35(

)2-35(( ) ( ) ( ) ( )0 1 2 3( )B w w w wε ε ε ε ε=
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صورت  به  که  25هستند،  معادله  عمومی  جوابهای   )i=0,1,2,3(   
سری توانی در رابطه 32 معرفی شدند و توسط نرم   افزار متلب ]31[ تعیین 

می گردند. چند جمله ابتدایی توابع مذکور در پیوست 1 نشان داده شده اند.
  همواره برای حل معادلات دیفرانسیل و تعیین جواب دقیق آن ها نیاز 
ابتدا و انتهای محدوده معادله است. از آنجا که معادله  به شرایط مرزی در 
حاکم بر پایداری ستون های غیرمنشوری از مرتبه چهار است، به چهار شرط 
مرزی به منظور تعیین بارهای بحرانی مدهای مختلف کمانش نیاز می باشد. 
  در این مطالعه، سه نوع ستون با شرایط مرزی: دو سر مفصل، یک سر 
گیردار-یک سر آزاد و یک سر گیردار-یک سر مفصل مطابق شکل 2 در نظر 
گرفته شده است. با اعمال شرایط مرزی اساسی و طبیعی شامل تغییر مکان، 
شیب، لنگر و برش در هر تکیه گاه و تشکیل ماتریس مقادیر ویژه، مقدار بار 

کمانش بحرانی تعیین می گردد.

)38(

شکل1:2ستون1های1در1نظر1گرفته1شده1با1شرایط1تکیه1گاهی1مختلف

 Fig. 2. The considered columns with different
boundary conditions

همانگونه که در ابتدا توضیح داده شد، مقدار فرکانس طبیعی ارتعاش در 
این پژوهش با استفاده از روش گالرکین تعیین می گردد. برای نیل به این 
هدف و براساس تئوری حاکم بر روش عددی مذکور به فرم تفریبی تغییر 
شکل عضو که شرایط مرزی مسئله را ارضا نماید، نیاز است. با توجه به آنکه 
بردار ویژه حاصل شده از حل معادله دیفرانسیل حاکم بر هر دو آنالیز کمانشی 
و ارتعاشی ستون یکسان است و کلیه مقادیر به دست آمده از هر دو تحلیل 
مذبور به جز دامنه تغییر شکل مساوی هستند، می توان از تابع حاصل شده 
برای مد اول کمانشی به جای فرم تغییر شکل ارتعاشی ستون غیرمنشوری 
استفاده نمود. بنابراین در ادامه، مقدار دقیق بار بحرانی کمانش که مطابق 
مراحل فوق و با استفاده از روش حل مقادیر ویژه محاسبه گشته را بایستی 
به منظور به دست آوردن فرم تغییر شکل نظیر مد اول کمانش یا همان بردار 
ویژه، در عبارت 34 جایگذاری نمود. سپس، شرایط مرزی برای هر مسئله 

جداگانه تعریف می گردد. 

2شرایط2مرزی22-42-2
 )a0, a1, a2, a3(    کاملا مشخص است که تمامی ضرایب مجهول 
توابعی از تغییر مکان های گره ای و درجات آزادی )DOF( هر المان هستند، 
که با جایگذاری شرایط مرزی قابل محاسبه هستند. مطابق با هندسه مسئله 
و تغییر شکل های حاکم بر تیر اویلر-برنولی، برای گره انتهایی از هر دهانه 
یک تیر، دو درجه آزادی در نظر گرفته شده است. شکل 3 بیانگر فرم تغییر 

شکل یک ستون میباشد. مطابق با شکل رسم شده، شرایط مرزی برای نقاط 
ابتدایی و انتهایی عضو )x=0 و x=L( به صورت زیر می باشند:

1 1
0

(0) ;           
x

dw
w      

dx
δ θ

=

= =

)38(2 2  
x L

dw
w(L) ;            

dx
δ θ

=

= =

شکل1:31فرم1تغییر1شکل1عضو1مدنظر1به1همراه1شرایط1مرزی1
انتهایي1در1مختصات1محلی

 Fig. 3. Deformation shape of member with end
conditions local coordinate system

شرایط مرزی فوق برای نقاط ابتدایی و انتهایی عضو )ε=0 و x=L( به 
صورت زیر بیان میشوند:

)38({ } [ ]{ }V A∆ =

به طوری که

)40(

{ }
1

1

2

2

δ
θ
δ
θ

 
 
 ∆ =  
 
  

)2-39(

0 1 2 3

0 31 2

0 1 2 3

0 31 2
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w ww w
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 ′ ′′ ′ 
 =  
 

′ ′′ ′ 
  

)2-39(

در نتیجه خواهیم داشت:

{ } [ ] { }1
A V

−= ∆

  با توجه به توابع به دست آمده برای )wi )i=0,1,2,3 که در پیوست 
 w1)0( =w2)0((=0 نتیجه گیری نمود که  1 نشان داده شده اند، می توان 
0( =w΄0)0( =w΄2)0( =w΄3)0(w3= و 0=)w0)0(=w΄1)0، درنتیجه 

wi
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ماتریس}A{ به صورت زیر به دست می آید: 

( ) ( ){ }

( ) ( ){ }

1

1

3 2 1 1 3 2 1

2 2 1 1 2 2 1

1 (1) (1)

1 (1) (1)

L

A w L w L L
C

w L w L L
C

δ
θ

δ δ θ θ θ

δ δ θ θ θ

 
 
 
 = ′ − − − − −
 
 

′ − − − − 
 

)42(

به طوری که:

3 2 2 3(1) (1) (1) (1)C w w w w′ ′= −

در نهایت، فرم مد اول کمانشی به صورت زیر قابل تعیین است:

( ) ( ){ }

( ) ( ){ }

1 0 1 1 3 2 1 1 3 2 1 2

2 2 1 1 2 2 1 3

1( ) ( ) ( ) (1) (1) ( )

1  (1) (1) ( )

w w L w w L w L L w
C

w L w L L w
C

ε δ ε θ ε δ δ θ θ θ ε

δ δ θ θ θ ε

′= + − − − − −

′+ − − − −
)42(

 در این تحقیق اعضای غیرمنشوری با سه نوع شرایط تکیه گاهی: دوسر 
مفصل، یک سر گیردار و یک سرگیردار-یک سر مفصل در نظر گرفته شده اند. 
بنابراین، فرم تغییرشکل تقریبی اعضای مد نظر تحت نیروی کمانشی برای 

هریک از شرایط مذکور به صورت زیر اصلاح می شود:
-  عضو دوسر مفصل:

در این حالت تغییر مکان عمودی ابتدا و انتهای عضو برابر صفر هستند

( )

( )

1 2

1 3 3 2 2 2 3 1

3 2 2 3 2

 0

( ) ( ) ( (1) (1)) ( ) ( (1) (1)) ( )

       (1) ( ) (1) ( )

L
w Cw w w w w w w

C
L

w w w w
C

δ δ

ε ε ε ε θ

ε ε θ

= = →

′ ′= + − − +

+ −

)43(

علاوه بر شرایط مذکور، مقدار لنگر خمشی در هردو تکیه گاه مساوی 
صفر است.

)44(

2 2
0

( ) ( )    0       (0) (0) 0

(0) 0 ( 1)( 2) 0
n

i
i

i

M EIw M EIw

w w i i a a

ε ε ε

ε+
=

′′ ′′= = = =

′′ ′′→ = ⇒ = + + → =∑


در نهایت، فرم تغییر شکل عضو دوسر مفصل تحت تحلیل پایداری به 
صورت زیر به دست می آید:

)43(( ) ( )

( )

3
1 3 3 2 2 2 3

3 3 2

3 2 2 3

(1)
( ) ( (1) (1)) ( ) ( (1) (1)) ( )

(1) (1)( )
(1) ( ) (1) ( )

w
Cw w w w w w wL w ww

C
w w w w

ε ε ε
ε θ

ε ε

 ′ ′× + − − + ′−=  
 + − 

عضو یک سر گیردار:  -
در این حالت تغییر مکان و شیب )دوران( در محل تکیه گاه گیردار تیر و 

در ابتدای عضو مساوی صفر هستند.

)43(1 1

2 3 3 2 2 3 2 2 3 2

0
1 1( ) ( (1) ( ) (1) ( )) ( (1) ( ) (1) ( ))w w w w w w w w w
C C

δ θ

ε ε ε δ ε ε θ

= = →

′ ′= − + −

همچنین مقدار لنگر در انتهای آزاد تیر برابر صفر است.
( ) ( )    1      
(1) (1) 0 (1) 0

M EIw

M EIw w

ε ε ε′′= =
′′ ′′= = → =



)47(

در نتیجه، تابع تغییر شکل تقریبی تیر با شرایط مرزی یک سرگیردار- 
یک سر آزاد به فرم زیر تعیین می گردد:

)48({ }3 2 2 3 2
2 3 3 2

1( ) (1) ( ) (1) ( )
(1) (1) (1) (1)

w w w w w
w w w w

ε ε ε θ
 

′′ ′′= − ′ ′′ ′ ′′− 

-  عضو یک سرگیردار- یک سر مفصل:
   در این حالت در ابتدای عضو و در محل تکیه گاه گیردار از تغییر مکان 
عمودی و دوران عضو جلوگیری شده است و در سمت دیگر و محل تکیه گاه 
تعریف  تابع  نهایت  در  است.  صفر  مساوی  نیز  مکان  تغییر  مقدار  مفصلی، 
کننده تغییرشکل کمانشی تیر با شرایط مرزی مذکور در مد اول به صورت 

زیر به دست می آید:

)49(1 1 2 3 2 2 3 20 ( ) ( (1) ( ) (1) ( ))L
w w w w w

C
δ θ δ ε ε ε θ= = = → = −

تا این مرحله فرم تغییر شکل کمانشی عضو غیرمنشوری تحت بارگذاری 
محوری فشاری به دست آمده است. 

روش گالرکین و رایلی -ریتز دو مسیر عددی مرسوم در تحلیل تقریبی 
سازه ها هستند. تفاوت اساسی این دو شیوه در این است که روش گالرکین 
معادله  حل  به  مستقیما  است،  وزنی  باقی مانده   تکنیک  اساس  بر  خود  که 
دیفرانسیل می پردازد. در حالی که، روش عددی رایلی-ریتز بر مبنای اصل 
مینیمم انرژی پتانسیل است. در هر دو تکنیک عددی اشاره شده، نیاز است 
که  تحلیل  مورد  ارتجاعی  المان  برای  مناسب  تغییر شکل  تقریبی  فرم  که 
شرایط تعادل به همراه شرایط مرزی اساسی و طبیعی را ارضا می کند، تعیین 
گردد. درنتیجه، سیستم خطی ارتجاعی با بی نهایت درجه آزادی، به سیستمی 

با درجه آزادی محدود تبدیل میگردد.  

حل1با1روش1گالرکین-31
   با توجه به قسمت قبل، تغییر شکل ستون ))w(ε( با شرایط مرزی 
تعریف شده در این پژوهش را می توان با یک تابع مستقل ))G(ε( که در 
یک ضریب نامعلوم )دوران انتهای سمت چپ )θ2(( ضرب شده است، تعریف 

نمود:

2( ) ( )w Gε θ ε= )50(

می کند.  ارضا  را  طبیعی  و  هندسی  مرزی  شرایط   G(ε( آن  در  که    
درنتیجه، جملات دوم و سوم در رابطه 18 مساوی صفر می شوند و از عبارت 
حذف  ارتجاعی  ستون  کلی  پتانسیل  انرژی  اول  مرتبه  تغییرات  بر  حاکم 
می شوند. برای آن که جمله اول عبارت مذکور نیز مساوی صفر شود، ضریب 
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θ2  بایستی به گونه ای انتخاب شود که تابع )w(ε معادله دیفرانسیل حرکت 

19 را ارضا نماید. درنتیجه، مطابق با اصول حاکم بر روش تقریبی گالرکین 
عبارت زیر حاصل می گردد:

1 2 2
2

22 2
0

( ( ( ) ) ( ) ( )) ( ) 0y

d d G
EI A G G d

d d
δ∏ = ε + ω ρ ε ε ε δθ ε =

ε ε∫ )52(

ساده  زیر  به صورت  فوق  رابطه   θ2 بودن ضریب  اختیاری  به  توجه  با 
می شود:

)52(
1 2 2

2
2 2

0

( ( ) ) ( ) ( ) ( ) 0y

d d G
EI A G G d

d d

 
ε + ω ρ ε ε ε ε = ε ε 

∫

که تابع )G(ε  برای هریک از شرایط مرزی مفروض در این پژوهش در 
طی معادلات 45، 48 و 49 ارائه شده است.

حل1با1روش1رایلی-ریتز-41
   براساس این روش عددی، از میان تمام حالات تغییر شکل یافته سازه 
شرایط  تغییرشکلی  فرم  می کنند،  برآورده  را  مرزی  شرایط  و  سازگاری  که 
باشد.  پتانسیل کل حداقل  انرژی  آن  ازای  به  که  برآورده می کند  را  تعادل 
معادله انرژی پتانسیل کلی در مختصات بدون بعد محلی که شامل انرژی 
اثر میرایی  از  با صرفنظر کردن  انرژی جنبشی است و  کرنشی الاستیک و 

مطابق رابطه 16 به صورت زیر تعیین می گردد:

)53(22 21 1 2
3 20 0

( ) ( ) ( )
22 y

E d w L
I d A w d

L d

ρωε ε ε ε ε
ε

 
∏ = + 

 
∫ ∫

نسبت  کل  پتانسیل  انرژی  تابع  اول  مشتق  دادن  قرار  مساوی صفر  با 
از تغییر مکان های تعمیم یافته می توان مقادیر فرکانس طبیعی  به هر کدام 
شکل  تغییر  برای  آمده  به دست  عبارات  با  مطابق  نمود.  تعیین  را  ارتعاش 
کمانشی ستون 45، 48 و 49 ، می توان انرژی پتانسیل را به صورت تابعی از 
متغیر  θ2 تعیین کرد. بنابراین، شرط حداقل شدن انرژی پتانسیل را می توان 

به صورت زیر نوشت:

2
2

( ) 0d

d

Π
δθ =

θ )54(

با توجه به اختیاری بودن δθ2 )دوران مجازی( رابطه زیر حاصل می گردد:

)55(
2

( ) 0d

d

Π
θ

=

در ادامه، با جایگذاری رابطه 50 در معادله فوق خواهیم داشت:

)56(( )
21 12 2

3 0 0
( ) ( ) ( ) ( ) 0

22 y

E L
I G d A G d

L

ρωε ε ε ε ε ε′′ + =∫ ∫

درنهایت، مقدار فرکانس طبیعی ارتعاش با استفاده از عبارت ذیل قابل 
تعیین است:

)55(
( )

1 2

0
14 2

0

( ) ( )

( ) ( )

yE I G d

L A G d

ε ε ε
ω

ρ ε ε ε

 ′′ =   
 

∫
∫

نتایج1عددی-51
در این قسمت، چند نمونه مثال عددی شامل تحلیل پایداری و ارتعاشی 
منظور  به  مختلف  مرزی  شرایط  با  ماهیچه ای  و  غیرمنشوری  ستونهای 
ارائه  بررسی صحت روش عددی معرفی شده بر مبنای بسط سری توانی، 
شده است. در تمام مراحل محاسبه بار کمانشی و فرکانس طبیعی ارتعاش 
منظور  به  است.  شده  استفاده   ]31[ متلب  نرم افزار  از  غیرمنشوری  اعضای 
نشان دادن دقت روش ارائه شده در این مقاله، نتایج حاصل از روش ترکیبی 
معرفی شده با مقادیر بدست آمده از روش اجزای محدود و دیگر روش های 
عددی و تحلیلی موجود مقایسه گردیده اند. با توجه به آنکه هدف اصلی این 
پژوهش کاربرد همزمان روش سری توانی و گالرکین در تحلیل ارتعاش آزاد 
اعضای غیرمنشوری است، مثال های ارائه شده تنها با استفاده از روش عددی 
گالرکین تحلیل شده اند. در نتیجه، توانایی و عملکرد روش رایلی-ریتز کنترل 
نشده است. این از آن جهت است که در مراجع مختلف به روش اخیر بسیار 
پرداخته شده است و کمتر قابلیت روش گالرکین در تحلیل ارتعاش آزاد مورد 

بررسی قرار گرفته است.

مثال52-22-22
بار بحرانی  ارائه شده در تعیین  به منظور بررسی صحت و دقت روش 
مطالعه  یک   ،)ω(ارتعاش طبیعی  فرکانس  و  دوم(  مرتبه  )آنالیز  کمانش 
شرایط  با   ،  4 با شکل  مطابق  غیرمنشوری،  ستون  روی سه  بر  مقایسه ای 
مرزی مختلف )یک سر گیردار، دو سر مفصل و یک سر گیردار – یک سر 
مستطیل شکل  ستونها  همه ي  مقطع  است. سطح  گرفته  مفصل( صورت 
تغییر  عضو  طول  در  دو  درجه  منحنی  یک  صورت  به  آن  عرض  که  بوده 
می کند و در انتهای فوقانی به نصف مقدار اولیه خود کاهش می یابد. همچنین 
ستون مورد بحث تحت بار محوری فشاری P قرار دارد. مدول الاستیسیته 
مصالح و چگالی آن به ترتیب 25 گیگاپاسکال، 7853 کیلوگرم بر متر مکعب 
مورد  ستون   A(ε( مساحت  و   I(ε( اینرسی  ممان  شده اند.  گرفته  نظر  در 

تحلیل در مختصات محلی به صورت زیر تعیین میشوند: 

)2-58(

)2-58(

جوابهای  با  شده  معرفی  عددی  روش  از  حاصل  نتایج  مثال،  این  در 
برای  شده اند.  مقایسه   ]32[  Ansys نرم  افزار  خروجی  از  آمده  به دست 
اجزای  روش  وسیله  به  مذکور  شکل  در  شده  رسم  ستونهای  مدل سازی 

( ) ( )21 0.5AI Iε ε= −

( ) ( )21 0.5AA Aε ε= −
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 Beam188 المان ماهیچه ای از   Ansys محدود و در محیط کار نرم افزار
ماهیچه ای  عضو  یک   4 شکل  در  شده  رسم  عضو  است.  گردیده  استفاده 
تغییر  حال  در  طول  در   2 درجه  به صورت  آن  عرضی  مقطع  بلکه  نیست، 
و  شده  تقسیم  قسمت   20 به  عضو  هر  مدل سازی،  برای  بنابراین  میباشد. 
هر یک از قطعات با تقریب به صورت یک عضو ماهیچه ای در نظر گرفته 

شده اند.

شکل1:41ستون1های1غیرمنشوری1با1شرایط1مرزی1متفاوت،1الف(1یک1
سر1گیردار،1ب(1دو1سر1مفصل،1ج(1یک1سر1گیردار-1یک1سر1مفصل،1

تحت1بار1متمرکز1فشاری1در1انتهای1فوقانی

 Fig. 4. Non-prismatic columns with different
 boundary conditions and subjected to compressive
 load. )a( Clamped-Free )C-F(; )b( Pinned-Pinned

)P-P(; )c( Clamped-Pinned )C-P(

ضرایب بار بحرانی کمانش )                   ( به دست آمده از روش 
ارائه شده برای هر سه ستون مدنظر در جدول 1 نشان داده شده اند. در این 
قسمت سعی بر آن است که: مشخص شود که با به کار بردن چه تعداد از 
جملات سری توانی در مراحل محاسبات میتوان به یک جواب همگرا رسید. 
همچنین، کفایت و صحت روش موجود را نسبت به جوابهای به دست آمده 

از روش اجزای محدود نشان داده شود.
با توجه به جدول 1 ، مشخص است که با افزایش تعداد جملات در بسط 
از روش  نتایج حاصل شده  به  به سرعت  تا 30 جمله، جوابها  سری توانی 
تعیین  برای  بعدی،  مسائل  تمام  در  بنابراین،  شده اند.  همگرا  محدود  المان 
مقدار بار کمانشی و فرکانس ارتعاشی تعداد جملات سری برای بسط دادن 
برابر با 30 در نظر گرفته خواهد شد. در ادامه، نتایج به دست آمده از آنالیز 
در   Ansys محدود  المان  نرم افزار  خروجیهای  با  مقایسه  در  آزاد  ارتعاش 

جدول 2 نشان داده شده اند.
مقادیر  برای  آمده  به دست  خوب  بسیار  مطابقت   ،2 جدول  به  توجه  با 
الگوریتم حل پیشنهاد شده  بیانگر کارآیی و دقت  ارتعاش،  فرکانس طبیعی 

است.

2

2cr cr
B

L
P

EI
λ

π
=

جدول1:1ضریب1بار1کمانش1بحرانیλcr(1(1برای1ستون1های1غیرمنشوری1با1شرایط1مرزی1متفاوت،1مطابق1با1شکل41
Table. 1. Buckling load parameter )λcr( for non-prismatic columns with various boundary conditions )Fig. 4(

 FEM
Ansys

N تعداد2جملات2سری2توانی
5040302020

0/4630/46290/46290/46280/45950/4040C-F

2/6862/68772/68772/68772/6882/723P-P

3/3483/3493/3493/3493/34893/2792C-P

جدول1:2فرکانس1طبیعی1ارتعاشω(1(1برای1اعضای1غیرمنشوری1با1شرایط1مرزی1متفاوت،1مطابق1با1شکل141
Table. 2. Natural frequency for non-prismatic beam with different boundary conditions )Fig. 4(

FEM Ansysشرایط2مرزیروش2ارائه2شده

63/4863/47 C-F

246/82246/77P-P

234/92234/83C-P
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مثال52-22-22
در این مثال، ارتعاش آزاد و پایداری خطی سه ستون غیرمنشوری متفاوت 
به طول L و مقطع مستطیل شکل مورد بررسی قرار گرفته است. توابع حاکم 
بر تغییرات مساحت و ممان اینرسی نیمرخ تیر به صورت تابع توانی و به فرم 

زیر در نظر گرفته شده اند:

)60(

)59-2(    مورد اول:                                                                      

)59-2(    مورد دوم: 

)59-3(    مورد سوم:

که I0 و A0 به ترتیب لنگر دوم سطح و مساحت مقطع بزرگتر در ابتدای 
عضو غیرمنشوری هستند. عبارات در نظر گرفته شده برای لنگر لختی سطح 
و مساحت مقطع در مورد اول از عضو غیرمنشوری مدنظر، نظیر حالتی است 
که طول نیم رخ مستطیلی ستون به صورت خطی کاهش می یابد، اما عرض 
مقطع در امتداد عضو ثابت نگهداشته شده است. مورد دوم مربوط به حالتی 
با شیب  امتداد عضو  در  به صورت خطی  است که عرض مقطع مستطیلی 

42
0

0 0
  nor cr nor

A LL
P P ;

EI EI

ρ
= × ω = ω×

  لازم به ذکر است که مطابق با نتایج حاصل شده در مثال 1، از 30 
جمله در بسط سری توانی توصیف کننده فرم تغییر شکل حاکم بر مد اول 

کمانش استفاده شده است.

ثابت  β کاهش یافته؛ درحالی که طول نیم رخ ثابت می ماند. در مورد سوم، 
طول و عرض مقطع مستطیل شکل عضو ارتجاعی مدنظر به صورت همزمان 
در راستای عضو و با شیب β کاهش می یابند. مدول الاستیسیته و چگالی 
مصالح مصرفی به ترتیب 210 گیگاپاسکال،  7800 کیلوگرم بر متر مکعب 
فرض شده اند. همچنین در این مثال، سه نوع ستون براساس شرایط مرزی 
)دو سرمفصل، یک سر گیردار و یک سر گیردار- یک سر مفصل( در نظر 

گرفته شده  است.
مقادیر بار بحرانی و فرکانس ارتعاشی  به دست آمده از روش عددی ارائه 
شده که مطابق با رابطه 60 بی بعد گشته اند به همراه نتایج حاصل شده از 
روش تحلیلی ارائه شده توسط ونگ ]30[ و نرم افزار انسیس در جداول 3 تا 

8 نشان داده شده اند.

جدول1:31بار1کمانش1بحرانی1نرمالایز1شده1ستون1با1تغییرات1خطی1ممان1اینرسی1سطح1مقطع1با1مقدار1دقیق111
Table. 3. Normalized critical buckling loads for columns with linear variation of moment of inertia

C-P columnC-F columnP-P column
β

PSM]30[2ونگ PSM]30[2ونگPSM]30[2ونگ

29/26829/272/3932/3939/3729/3720/2
27/03527/032/2352/2358/3438/3430/3
24/73924/742/0622/0627/2567/2560/5

جدول1:41بار1کمانش1بحرانی1نرمالایز1شده1ستون1با1تغییرات1مکعبی1ممان1اینرسی1سطح1مقطع1با1مقدار1دقیق111
Table. 4. Normalized critical buckling loads for columns with quadratic variation of moment of inertia

C-P columnC-F columnP-P column
β

PSM]30[2ونگ PSM]30[2ونگPSM]30[2ونگ

27/25227/252/24642/2468/4348/4360/2
22/92322/922/79772/7985/8405/8400/3
7/3627/3622/33642/3363/6283/6280/5

( ) ( ( ) ( )0 01- ; 1-I I A Aε βε ε βε= =

( ) ( ) ( ) ( )3
0 01- ; 1-I I A Aε βε ε βε= =

( ) ( ) ( ) ( )4 2
0 01- ; 1-I I A Aε βε ε βε= =
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جدول1:51بار1کمانش1بحرانی1نرمالایز1شده1ستون1با1تغییرات1مرتبه1چهار1ممان1اینرسی1سطح1مقطع1با1مقدار1دقیق111
Table. 5. Normalized critical buckling loads for columns with cubic variation of moment of inertia

C-P columnC-F columnP-P column
β

PSM]30[2ونگ PSM]30[2ونگPSM]30[2ونگ

26/35426/352/2752/2757/9947/9940/2
9/8939/8932/5952/5954/8364/8360/3
5/0585/0482/0292/0299/9462/4670/5

مطابق آنچه در جداول 3 تا 5 نشان داده شده است، افزایش مقدار ضریب 
β، منجر به کاهش سطح مقطع و صلبیت خمشی در طول و به خصوص در 
انتهای دیگر عضو می شود و در نتیجه بار کمانش بحرانی کاهش و ناپایداری 
 ،)β( افزایش می یابد. همچنین با کاهش توان تغییرات و با ثابت ماندن شیب
مقدار بار کمانش بحرانی به علت بزرگتر شدن انتهای دیگر عضو در مقایسه 

با حالات دیگر افزایش و ناپایداری کاهش می یابد. علاوه بر این موارد،

 مقایسه مقادیر بار کمانشی محاسبه شده با استفاده از روش عددی ارائه 
شده با نتایج حاصل شده از روش ونگ1 ]30[ نشان دهنده تطابق بسیار خوب 

با میزان اختلاف ناچیز می باشد.
در ادامه نتایج مربوط به فرکانس طبیعی ارتعاش بدون بعد به دست آمده 
در  مثال  این  در  گرفته شده  نظر  در  غیرمنشوری  مورد عضو  هر سه  برای 

جدول های 6 تا 8 ارائه شده اند. 

1 Wang

جدول1:61فرکانس1طبیعی1ارتعاش1بی1بعد1ستون1با1تغییرات1خطی1ممان1اینرسی1سطح1مقطع1با1مقدار1دقیق111
Table. 6. Normalized natural frequencies for columns with linear variation of moment of inertia

C-P columnC-F columnP-P column
β

PSMAnsys PSMAnsysPSMAnsys

25/52725/2633/6323/6289/8689/7920/2
25/76825/5003/9263/9029/8609/7850/3
26/04425/7704/3254/2979/8259/7520/5

جدول1:71فرکانس1طبیعی1ارتعاش1بی1بعد1ستون1با1تغییرات1مکعبی1ممان1اینرسی1سطح1مقطع1با1مقدار1دقیق111
Table. 7. Normalized natural frequencies s for columns with quadratic variation of moment of inertia

C-P columnC-F columnP-P column
b

PSMAnsys PSMAnsysPSMAnsys

24/84924/6273/5593/5479/3689/3060/2
23/64023/4653/6673/6558/3028/2530/3
22/30022/2753/8243/8237/2227/0930/5
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جدول1:81فرکانس1طبیعی1ارتعاش1بی1بعد1ستون1با1تغییرات1مرتبه1چهار1ممان1اینرسی1سطح1مقطع1با1مقدار1دقیق111
Table. 8. Normalized natural frequencies for columns with cubic variation of moment of inertia

C-P columnC-F columnP-P column
β

PSMAnsys PSMAnsysPSMAnsys

24/95524/7223/6743/6629/3629/3020/2
23/96223/7824/0674/0508/2508/2060/3
22/85022/7274/6254/6206/9576/9260/5

بسیار  تطابق  که  نمود  نتیجه گیری  می توان  فوق  جداول  به  توجه  با    
خوبی میان روش ترکیبی ارائه شده و روش المان محدود به کار برده شده 
در نرم افزار Ansys وجود دارد. همچنین، فرکانس ارتعاشی محاسبه شده با 
ارائه شده برای هر سه عضو غیرمنشوری بزرگ تر  استفاده از روش عددی 
ارائه شده  انسیس است. براساس مقادیر  از نرم افزار  از مقادیر به دست آمده 
در جداول 3 تا 8 می توان نتیجه گیری نمود که تغییر عرض نیم رخ تیر تاثیر 
قابل توجهی بر نتایج دارد. درشرایطی  که طول و عرض سطح مقطع تیر به 
صورت همزمان دچار تغییر شوند، پایداری عضو بعلت تغییر شدید سطح مقطع 

انتهایی عضو، با شدت بیشتری کاهش می یابد. 

2مثال52-32-32
به منظور نشان دادن دقت و توانایی روش عددی معرفی شده در این 
اعضای  بحرانی  کمانش  بار  و  ارتعاش  طبیعی  فرکانس  محاسبه  در  مقاله 
غیرمنشوری مختلف، مثال های نمایش داده شده در جدول 9 بررسی شده اند. 
نتایج حاصل شده با مقادیر محاسبه شده توسط روش های عددی و یا تحلیلی 
است،  آمده  به دست   Ansys نرم افزار  توسط  آنچه  همچنین  دیگر  موجود 

مقایسه می گردند.
گیردار  سر  یک  غیرمنشوری  نازک  جدار  تیر  یک  رفتار  اول،  مورد  در 
تحت تحلیل های پایداری و ارتعاش آزاد مورد مطالعه قرار گرفته است. تیر 
مدنظر سطح مقطع I متقارن دارد. ارتفاع جان سطح مقطع )فاصله میان بال 
فوقانی و تحتانی( به صورت خطی از 600 میلی متر در انتهای گیردار به 300 
انتهای آزاد کاهش یافته است. همچنین تیر مذکور دارای بال  میلی متر در 
ماهیچه ای است. مطابق جدول 9، پهنای بال در طول عضو از 188 میلی 
متر به 144 میلی متر تغییر داده شده است. در این مورد، مدول الاستیسیته 
و چگالی مصالح مصرفی به ترتیب 210 گیگاپاسکال، 7850 کیلوگرم بر متر 

مکعب در نظر گرفته شده اند.
 I نیمرخ  که  ماهیچه ای  جان  با  گیردار  سر  یک  ستون  یک  دوم  مورد 
)فاصله  جان  ارتفاع  مورد،  این  در  است.  شده  گرفته  نظر  در  دارد  متقارن 
میانتار دو بال( ستون مد نظر به صورت خطی در طول تیر از 600 میلی متر 

در انتهای گیردار به 300 میلی متر در انتهای آزاد تغییر می کند. بار متمرکز 
فشاری بر مرکز سطح نیم رخ تیر در انتهای آزاد آن وارد می شود.

مورد سوم بیانگر مقادیر فرکانس  طبیعی ارتعاش و بار کمانشی تیر طره با 
بال باریک شونده است. پهنای بال در طول عضو الاستیک مدنظر به صورت 

خطی تغییر می کند و در نتیجه در انتهای آزاد عضو کاهش یافته است.
نیمرخ  که  ماهیچه ای  جان  با  مفصل  سر  دو  ستون  یک  چهارم  مورد 
نظر گرفته  را در  دارد  قرار  پایداری  و  ارتعاشی  دارد و تحت تحلیل  متقارن 
است. در این مورد، ارتفاع جان ستون مد نظر به صورت خطی در طول تیر از 
600 میلی متر در انتهای سمت چپ به 360 میلی متر در انتهای دیگر تغییر 

می کند؛ درحالی که، پهنای بال در طول عضو ثابت باقی می ماند.
مورد پنجم مقادیر فرکانس  طبیعی ارتعاش و بار کمانشی برای یک تیر 
دوسر مفصل غیرمنشوری متشکل از دو المان ماهیچه ای را نشان می دهد. 
در این مورد، فرض شده است که خصوصیات هندسی و مصالح تیر نسبت به 
محور طولی عضو متقارن هستند، بدین معنی که هر دو المان مقاطع و ثابت 

باریک شوندگی یکسانی دارند.
در هر چهار مورد اخیر، ضریب ارتجاعی، چگالی جرمی و ضریب پواسون 
مصالح تیرهای غیرمنشوری به ترتیب 210 گیگاپاسکال،  7800 کیلوگرم بر 
متر مکعب  و  و 0/3 فرض شده اند. همچنین، خصوصیات هندسی و نیم رخ 

تمامی موارد مذکور در جدول 9 نشان داده شده اند. 
با توجه به نتایج بدست آمده از تحلیل ارتعاشی و پایداری پنج مورد ارائه 
شده در جدول 9، مشاهده می شود روش پیشنهادی در این مقاله در مقایسه با 
سایر روش های موجود از کارآیی، عملکرد و دقت بسیار خوبی برخوردار است. 
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جدول1:91بار1کمانش1بحرانی1و1فرکانس1طبیعی1ارتعاش1برای1اعضای1غیرمنشوری1متفاوت
Table. 9. Critical buckling load and natural frequency for different members with varying cross-section

)kN(2بار2بحرانیω(rad/s(2فرکانس2طبیعی2ارتعاش

روش2ارائه2شدهمرجعروش2ارائه2شدهمرجع

50/868
]32[53/3938/65

]32[8/652

مورد2اول

278/252
]32[82/479

22/22
]29[

22/23

مورد2دوم

22/06
]32[

262/504
]32[67/386

9/50
]29[

9/505

مورد2سوم

29/43
]32[

2282/778
]29[

283/742

228/65
]29[

28/648

مورد2چهارم

/5
]32[2283

28/52
]32[2

202/84
]32[203/353

20/22
]29[

20/20

مورد2پنجم

20/22
]32[
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1نتیجه1گیری-61
در این مقاله، از ترکیب دو روش سری های توانی و گالرکین، یک روش 
عددی جدید با هدف تحلیل پایداری و ارتعاشی اعضای ارتجاعی با مقطع 

متغیر ارائه شده است. 
ابتدا، معادله دیفرانسیل تعادل حاکم بر ستون غیرمنشوری با استفاده از از 
روابط حاکم بر تغییر شکل تیر اویلر-برنولی و اصل پایستگی انرژی پتانسیل 
معادله  توانی،  بسط سری های  روش  از  استفاده  با  ادامه،  در  و  آمد  به دست 
دیفرانسیل پایداری حاکم بر ستون غیرمنشوری حل گردید. سپس، با اعمال 
کمانشی  شکل  تغییر  تقریبی  فرم  عضو،  دهانه  هر  بر  حاکم  مرزی  شرایط 
کمانش  بار  مقدار  ویژه  مقدار  مسئله  روش حل  از  استفاده  با  و  حاصل شد 
تغییر شکل  تابع  از  استفاده  با  پایان،  در  محاسبه شد.  مدنظر  بحرانی عضو 
حاصل شده از تحلیل پایداری و با استفاده از روش تقریبی گالرکین مقدار 
فرکانس طبیعی ارتعاش تعیین گردید. در انتهای پژوهش حاضر، تاثیر عواملی 
مختلفی همچون شرایط مرزی گوناگون و شدت تغییرات سطح مقطع بر بار 
کمانشی و فرکانس ارتعاشی مورد بررسی قرار گرفته است. پس از بررسی 

نتایج مثال های عددی ارائه شده، ذکر موارد زیر ضروری است:
-  تنها با به کاربردن حداقل 30 جمله از بسط سری توانی، مقادیر بار 
کمانشی و فرکانس ارتعاشی را می توان با میزان خطای کمتر از 1%  به دست 

آورد. 
نتایج محاسبه شده برای بارهای کمانشی  -  تطابق قابل قبولی میان 
و فرکانس طبیعی ارتعاش با استفاده از روش عددی ارائه شده و روش های 

عددی و تحلیلی دیگر وجود دارد.
- با استفاده از روش معرفی شده می توان، مقدار بار بحرانی و فرکانس 

ارتعاشی را همزمان محاسبه نمود. 
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