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چکیــده: یکــی از رویکردهــای مــورد اســتفاده در بررســی اثــرات تــرك بــر رفتــار محیــط ناپیوســته ســنگی، مطالعــه بــر روی 
کــه اثــرات  محیــط پیوســته معــادل محیــط ترک‌خــورده می‌باشــد. از جملــه ایــن روش‌هــا، روش مبتنــی بــر تانســور تــرك اســت 
هندســی حضــور ترک‌هــا شــامل انــدازه، امتــداد، و چگالــی عــددی آنهــا را در بــر می‌گیــرد. نوشــته حاضــر بــه رویکــرد جدیــد 
ــر نقــش  ــز ب ــی در محیــط پرداختــه و نی ــا اســتفاده از آزمایشــات تعییــن ســرعت مــوج طول ــرک از مرتبــه دوم ب تعییــن تانســور ت
کارا  آن در تســهیل بررســی‌ها به‌عنــوان یــک رویکــرد جایگزیــن بــرای برداشــت‌های صحرایــی و نیــز مدلســازی‌های عــددی 
کیــد دارد. ماتریس‌هــای ســاختاری به‌دســت‌آمده در نوشــتار حاضــر امــکان بررســی رفتــار محیــط ناپیوســته ســنگی را بــا  تا
کــه نتایــج آن از تطابــق قابــل  اســتفاده از مدل‌ســازی عــددی بــر پایــه روش المــان محــدود در محیــط Matlab فراهــم ســاختند 
کــه بهبــود دقــت محاســبات از طریــق افزایــش تعــداد نمونه‌‌هــای  قبولــی بــا داده‌هــای آزمایشــگاه برخــوردار بــود. بدیهــی اســت 
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1- مقدمه
بخش مهمی از فعالیت‌های عمرانی در دنیای مدرن امروزی درارتباط 
ک و مکانیک سنگ می‌باشد. نیاز به توسعه  تنگاتنگ با مهندسی خا
معادن زیرزمینی و روباز، حفر تونل‌ها در محیط کوهستانی، ایجاد مغارهای 
نیروگاهی در محیط سنگی، و مخازن ذخیره منابع نفت وگاز زمینی گواه بر 
این موضوع می‌باشند. بررسی اثرات ترک بر رفتار محیط ناپیوسته سنگی 
کلی انجام می‌شود. در یک رویکرد ترک‌ها به‌صورت منفرد  در دو رویکرد 
درنظرگرفته شده و از تکنیک‌های اجزاءمحدودی همچون المان درزه ]1[، 
روش المان منفصل1 ]2[، و روش تحلیل تغییرشکل ناپیوستگی‌ها2 ]3[ 
استفاده می‌شود. در رویکرد دیگر، اثرات ناپیوستگی‌ها در ماتریس رفتاری 
ماده ظاهر شده و مطالعه بر روی محیط پیوسته معادل محیط دارای 
نقصان دنبال می‌شود ]4[. از جمله روش‌های مرتبط با رویکرد اخیر، مدل 
تانسور خرابی ]5[ است که اطلاعات زمین‌شناسی محلی را به‌صورت آماری 
در مطالعات در نظر می‌گیرد. علاوه براین، مدل چندگسیختگی3 ]6[، مدل 

1  Discrete Element Method (DEM)
2  Discontinuous Deformation Analysis method (DDA)
3  Multiple Yield Model (MYM)

ک-بلت معادل4 ]7[، مدل محیط پیوسته برپایه میکرومکانیک ]8[، و  را
گسیختگی درزه  برنامه تحلیل غیرخطی در برگیرنده نرمی با درنظرگرفتن 
]9[ از جمله روش‌های مبتنی بر محیط پیوسته معادل می‌باشند. در این 
که اثرات هندسی حضور ترک‌ها  راستا، روش مبتنی بر تانسور ترک ]10[ 
شامل اندازه، امتداد، و چگالی عددی آن‌ها را در بر می‌گیرد، از اهمیت 
خاصی به‌دلیل قابلیت بالای آن برخوردار است. درنظرگرفتن خصوصیات 
محیط ترک‌خورده سنگی از طریق تبیین چگالی ترک و ناهمسانی از جمله 
مربوط  مطالعات  در  که  می‌باشد  رویکرد  این  به‌کارگیری  دستاوردهای 
کارایی خوبی  از  نیز مسائل نفوذپذیری  به مقاومت مکانیکی محیط و 

برخوردار است  

2- توسعه روند نظری مقاله
هندسه ترک که ارتباط تنگاتنگی با رفتار ناهمسان مکانیکی در سنگ 
دارد، بایستی به‌گونه‌ای موثر در مسائل مهندسی درنظرگرفته شود. هرچند 
که توده سنگ در برخی تحلیل‌های مکانیک سنگی به‌صورت همسان 
بررسی می‌شود، مواد ژئولوژیکی به‌ندرت دارای خاصیت همسانی بوده 
و خصوصیات رفتاری متفاوت از حالت همسان از خود نشان می‌دهند. 

4  Equivalent Rock bolt model (EQR)
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علیرغم مطالعات بسیار عددی و آزمایشگاهی برای نشان دادن اثر ترک‌‌ها 
بر خصوصیات مکانیکی سنگ، مشکلات زیادی در بررسی‌های مربوط 
که خصوصیات پیچیده ترک‌ها در  به توده سنگ در صحرا وجود دارد 
محیط به‌دلیل هندسه آنها از جمله مهمترین این عوامل می‌باشند. اودا 
F سعی در تسهیل مدل‌سازی هندسه واقعی محیط  با ارائه تانسور ترک 
ترک‌خورده نمود ]10 و 11[. در این رویکرد، هندسه ترک معرف چگالی، 

اندازه و امتداد ترک‌های موردنظر به‌شرح ذیل است:
از  همگن  محیط  یک  در  ترک   ( )Vm تعداد  گر  ا ترک:  چگالی  الف( 
به‌صورت   ρ ترک  باشد، چگالی  Vوجود داشته  به‌حجم  آماری  نظر 

) تعریف می‌شود. )Vm Vρ =
S با یک دایره  ب( اندازه ترک‌ها: برای سادگی، یک ترک با سطح 
که معناست  بدان  مساله  این  می‌شود.  جایگزین   r قطر  به  معادل 
یک  از  می‌توان  باشد،  معلوم  قبل  از  ترک  شکل  گر  ا  . 2r S π=
کرد. سپس توزیع اندازه ترک‌ها  بعد مبنا به جای قطر معادل استفاده 
مشخص می‌گردد. این تابع  ( )f r به‌وسیله تابع چگالی قطرها یعنی 

بایستی رابطه ذیل را ارضا نماید:

( )
0

1
mr

f r dr =∫                 )1(

mr اندازه بزرگترین قطر موجود در محیط است. که در آن 
) و )n + بردار یکه  ج( امتداد ترک‌ها: امتداد یک ترک به‌وسیله دو 
) که عمود بر صفحه اصلی ترک می‌باشند، مشخص می‌گردد )شکل  )n −

در  ) می‌باشد.  )n − با  اما جهت مخالف  امتداد موازی  ) دارای  )n + .)1
چگالی تابع  بود.  خواهد   ( )n − و   ( )n + دوی  هر  معرف   n ادامه، 
ها مورد استفاده قرار می‌گیرد.  n ) برای نمایش توزیع آماری  ),E rn

این تابع نیز رابطه زیر را ارضا می‌نماید:

    )2(

Ω زاویه فضایی متناظر با کل سطح یک کره واحد می‌باشد.  که در آن 
 . ( ) ( ), ,E r E r= −n n متقارن است و بنابراین  ( ),E rn در اینجا 
را  آن  باشند، می‌توان  از هم  آماری مستقل  نظر  از   r n و در صورتیکه 
F برای تعریف  ) نوشت. در ادامه، تانسور ترک ) ( )E f rn به‌‌صورت 

ریاضی هندسه ترک به‌صورت زیر معرفی شد ]10[:

 )3(

ها مرتبه تانسوری  n که در آن⊗معرف ضرب تانسوری بوده و تعداد 
گر همه اطلاعات مربوط به ترک‌های منفرد موجود  را مشخص می‌کند. ا

باشد، انتگرال اخیر می‌تواند به فرم زیر نوشته شود:

( )

( )( ) ( ) ( ) ( )3

14

Vm
k k k k

k

F r n n n
V
π

=

= ⊗ …⊗∑   )4(

گر  ) ترک می‌باشد. ا )Vm ام در میان k ) بیانگر ترک  )k در رابطه بالا 
4π از  r بیان شوند، عبارت  ترک به‌جای دایره با مربع‌های دارای ضلع 
که تنها ترک‌های  دو معادله اخیر حذف می‌گردد. می‌توان مشاهده نمود 
که هر ترک به تناسب اصلی در محاسبه تانسور ترک مهم می‌باشند، چرا 
به  ترک‌های  از  به‌عبارت دیگر، می‌توان  رابطه مشارکت می‌کند.  3r در 

نسبت کوچک بدون ایجاد خطاهای جدی صرف‌نظر نمود. 

شکل 1. دو بردار یکه عمود بر سطح ترک
Fig1 .Two unit vectors perpendicular to each other

همان‌گونه که از اطلاعات ارائه‌شده مشاهده می‌شود، تعیین تانسور 
مشاهده  با  مستقیم  به‌گونه‌ای  و  صحرایی  مشاهدات  طریق  از  ترک 
سطح برش‌خورده سنگ در صحرا امکان‌پذیر است. این مساله در قالب 
ترک توزیع طول  گرام  دیا به درزه‌ها،  نرمال  امتدادهای  گرام  دیا تهیه 
را نشان می‌دهد. یک  ‌ها، و فاصله درزه‌ها در یک امتداد معلوم خود 
نمونه از این اطلاعات در یک تحقیق در مورد ترک‌های موجود در تونل 
کشور سوئد جمع‌آوری شد ]12[. با استفاده از  تهویه معدن استریپا در 
تانسورهای ترک متناظر  اودا و همکاران در سال 1987  این اطلاعات، 
با این داده‌ها را تعیین نموده و مسائل نفوذپذیری سنگ در محدوده 
موردنظر را بررسی نمودند ]13[. علاوه بر این، مطالعات دیگری در زمینه 
رفتار  بررسی  و   ]14[ ترک  و  درز  دارای  برای محیط  تعیین حجم معرف 
خزشی سنگ ]15[ با استفاده از این رویکرد انجام شده است. بزرگترین 
مانع در استفاده از رابطه اخیر برای تانسور ترک صعوبت تعیین طول رد 
ترک در توده سنگ است، زیرا امکان دسترسی به یک دیواره حفاری 
که بتوان طول ترک روی آن را مشخص نمود همواره امکان‌پذیر  بزرگ 
نیست. چنین مشکلاتی منجر به ترغیب محققان برای توسعه ابزارهای 
همچنان  تحقیقات  این  که  گردید  ترک  تانسور  تعیین  برای  جایگزین 
ادامه داشته و در صورت موفقیت در حصول نتیجه، مشکلات چنین 

رویکردی را از میان برخواهد داشت.
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رویکردی را از میان برخواهد داشت.

اودا و همکاران در سال 1984 نرمی محیط دارای ناپیوستگی را در 
قالب تئوری الاستیک و با استفاده از تانسور ترک فرمول‌بندی نمودند 
]16[. در این راستا، آزمایشات فشاری تکمحوری و اندازه‌گیری سرعت 

تصادفی  به‌صورت  ترک  توزیع  دارای  که  گچی  نمونه‌های  روی  موج 
که در نهایت به توسعه رابطه زیر به‌عنوان تخمینی  بودند، انجام شد 

گردید: مناسب برای بیان رفتار الاستیک مواد ترک‌خورده منجر 
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رابطه  می‌باشد.   2E π با برابر   D پارامتر مقدار  اخیر  رابطه  در 
المان  تحلیل‌های  در  به‌کارگیری  پتانسیل  دارای  موردنظر  تنش‌کرنش 
محدود بوده و قادر به بیان رفتار الاستیک محیط ترک‌خورده ناهمسان 
که در ادامه این مساله با انجام تحلیل‌های مربوطه از طریق  می‌باشد 

مدل‌سازی عددی به‌گونه‌ای دقیق‌تر بررسی می‌شود.

3- مشخصات سنگ و تعیین تانسور ترک
در این مطالعه از چهار نمونه مکعب مستطیلی گرانیت اینادا با ارتفاع و 
ابعاد جانبی به‌ترتیب 70 و 34 سانتیمتر و چگالی متوسط 2628 کیلوگرم بر 
کی در کشور ژاپن به‌دست آمده بودند، استفاده  مترمکعب که از ناحیه ایبارا

گرانیتی مورد استفاده در مطالعاات متعددی  شد )شکل 2-الف(. سنگ 
با استفاده از تانسور ترک مانند ]17[ و نیز مدل‌سازی عددی ناحیه اطراف 
محل حفاری در تونل با استفاده از رویکرد میکرومکانیکی ]18[ مورد مطالعه 
مبنای  بر   )2015( همکاران  و  پناغی  براین،  علاوه  است.  شده  داده  قرار 
رویکرد استفاده از تانسور ترک تغییرات چگالی ترک و ناهمسانی در این 
کانی‌های  سنگ را حین بارگذاری سه‌محوری مورد بررسی قرار دادند ]19[. 
از  عبارت  حجم  براساس  طبقه‌بندی  به‌ترتیب  سنگ  تشکیل‌دهنده 
کانی‌ها  کوارتز )37%(، پلاژیوکلاز )33%(، فلدسپار )24%(، و بیوتیت وسایر 
)6%( می‌باشند. دستگاه مورد استفاده برای برش نمونه‌ها قابلیت تولید 

نمونه‌های سنگی تا دقت  0/002 میلیمتر را دارا بود )شکل 2-ب(.

 
)ب()الف(

گرانیت اینادا و ب( دستگاه برش سنگ مورد استفاده در مطالعه حاضر شکل 2. الف( یک نمونه از 
Fig2 .a)Inada granite sample  b)Cutting rock machine used in present research

گرانیت  علیرغم ظاهر نسبتا همسان سنگ، سه صفحه متعامد در 
قابل تشخیص هستند که بر اساس کاهش مقاومت در برابر شکستگی با 
گرین، و هاردوی شناخته می‌شوند. نمونه‌های مورد  نامهای از ریفت، 

استفاده در شرایط تنش سه‌محوری واقعی تا مقادیر 90، 95 و97 درصد 
مقاومت نهایی قرار گرفته و با استفاده از تکنیک اندازه‌گیری انتشار امواج 
گردید )شکل  صوتی در سنگ، سرعت این امواج در نه امتداد تعیین 
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آزمایشات  در  استفاده  مورد  سیستم  جزئیات   4 شکل   .)1 جدول  و   3
می‌کشد.  به‌تصویر  را  حاضر  مطالعه  در  صوتی  موج  سرعت  اندازه‌گیری 
 ijV داده‌های این مرحله برای استخراج آرایه‌های تانسور سرعت موج
گرفت و در نهایت با استفاده از رابطه ارائه‌شده توسط  مورد استفاده قرار 

کمورا و اودا در سال 2005 ]20[: تا

( )1 , 1, 2,3ij ij ijF k V iδ−= − =   )6(

 k رابطه این  در  گردیدند.  تعیین   ijF ترک تانسور  مولفه‌های 
مقادیر   2 جدول  می‌باشد.  نمونه  در  ترک‌ها  شکل  به  وابسته  ضریب 
با نمونه‌های مورد بررسی  تانسور ترک متناظر  آرایه‌های  محاسبه‌شده 
که ابزاری برای  برای هر نمونه را نشان می‌دهد. تانسور ترک مرتبه دوم 
بیان وضعیت هندسی و توزیع ترک‌ها در نمونه سنگ است، در معادله 
که در  کار برده شد  ساختاری مورد استفاده برای مدل‌سازی عددی  به 

گذرانده می‌شود. ادامه جزئیات آن از نظر 

امتدادهای 8 و 9امتدادهای 6 و 7 امتدادهای 4 و 5امتداد 3امتداد 2امتداد 1
گرانیتی شکل 3. امتدادهای درنظرگرفته شده برای انتشار امواج صوتی در نمونه‌های سنگ 
Fig3 .Orientations considered for waves propagation in granitic rocks samples

گون برای نمونه‌های سنگ مورد بررسی گونا جدول 1. مقادیر اندازه‌گیری شده سرعت انتشار موج طولی در نه امتداد 
Table1 .Measured longitudinal wave velocities among nine different orientations for Inada granite sample

123456789امتداد

ت 
سرع

)km
/s(

IGr342/923/423/753/393/333/133/223/683/71
IGr353/383/933/942/843/043/903/913/843/87
IGr392/793/043/752/682/683/803/953/613/71
IGr313/173/594/122/972/973/853/873/773/98

شکل 4. نمایش تجهیزات مورد استفاده در فرآیند اندازه‌گیری سرعت انتشار موج در نمونه‌های سنگ در آزمایشگاه
Fig4 .Second order crack tensors for Inada granite samples
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گرانیت اینادا جدول 2. تانسورهای ترک مرتبه دوم برای نمونه‌های سنگ 
Table2 .Second order crack tensors for Inada granite samples

تانسور ترکشدت بار )%(نمونه سنگ

IGr34صفر
















0.983258Sym.
0.08242-1.25923
0.06943-0.07429-1.743853

IGr3590
















1.313442Sym.
0.1056551.353073
0.1007520.0954862.071187

IGr3995
















1.044917.
0.0760151.875305
0.23765-0.0474632.754094

Sym

IGr3197
















1.144891Sym.
0.05848-1.524077

0.1178040.0320982.196944

4- مدل‌سازی عددی
از میان رویکردهای عددی موجود برای مدل‌سازی رفتار مصالح دارای 
ناپیوستگی، روش اجزاء محدود به‌دلیل متداول‌تر بودن آن و سرعت نسبی 
خاصی  جذابیت  از  عددی  پیشرفته‌تر  روش‌های  با  مقایسه  در  مناسب 
با این‌حال، مساله عدم  برای مطالعات مکانیک سنگ برخوردار است. 
گرفتن ناپیوستگی‌ها به‌طور دقیق از  توانایی ذاتی این روش برای درنظر 
در  مساله  این  می‌باشد.  روش  این  به‌کارگیری  برای  موجود  چالش‌های 
صورت معادل‌سازی محیط دارای ترک با یک محیط پیوسته با خصوصیات 
معادله  در  ناپیوستگی‌ها  اثر  شایسته  تبیین  و  اولیه  محیط  از  متفاوت 
ساختاری تا حد قابل قبولی مرتفع می‌شود. این مساله قبلا برای مطالعه 
خصوصیات محیط دارای درز و ناپیوستگی با استفاده از تانسور ترک مورد 
توجه قرار گرفته است ]21[. با این‌حال، تعیین مولفه‌های تانسور ترک برای 
کنون بر مبنای مطالعات صحرایی صورت می‌گرفت. در  مدل‌سازی عددی تا
این نوشتار سعی بر آن شد تا از خاصیت تانسورهای به‌دست‌آمده از طریق 
رویکرد جایگزین مطالعات آزمایشگاهی برای درنظرگرفتن ناپیوستگی‌ها در 
محیط سنگ با استفاده از معادله ساختاری بر مبنای تانسور ترک )معادله 
5( استفاده شود که در ادامه به تشریح فرآیند مدل‌سازی پرداخته می‌شود.

گرهی 4-1 المان چهاروجهی ده 
محیط  عددی  مدل‌سازی  برای  استفاده  مورد  المان‌های  میان  از 
طولانی  استفاده  سابقه  دارای  چهاروجهی  المان‌های  سه‌بعدی، 
می‌باشند. از جمله دلایل موجود برای این مساله، هندسه سادهتر این 
المان در مقایسه با المانی همچون المان مکعبی و نیز مناسب‌بودن آن 
گرد اجسام می‌باشد. المان چهاروجهی ده  گوشه‌های  برای مش‌زنی در 

گرهی )شکل 5( المانی با توابع شکل از نوع چندجمله‌ای مرتبه دوم است. 
در ضمن، چندجمله‌ای‌های مربوط به توابع شکل این المان کامل بوده و 
المان از نوع ایزوپارامتریک می‌باشد. چهار گره این المان در گوشه‌ها با اعداد 
از 1 تا 4 شماره‌گذاری شده و شش گره موجود روی اضلاع آن شماره‌گذاری 5 
تا 10 را پوشش می‌دهند. گره‌های 5، 6 و 7 به‌ترتیب روی اضلاع 12، 23 و 31 
گره‌های 8، 9 و 10 به‌ترتیب اضلاع 14، 24 و 34  گرفته و محل قرارگیری  قرار 
گره‌های موجود  که هرچند در مطالعه حاضر  می‌باشند. لازم به‌ذکر است 
گرفته‌اند، انواع دیگری از خانواده این المان  روی اضلاع در وسط آنها قرار 
وجود دارند که در آنها گره‌های موجود لزوما در وسط ضلع واقع نمی‌شوند. 

بدیهی است که هر صفحه از این المان با شش گره تعریف می‌شود.

شکل 5.المان چهار وجهی ده گرهی
Fig5 .10-node tetrahedron element

کوبین 4-2 مختصات محلی، توابع شکل، و ژا
کارتزین مختصات  توسط  می‌تواند  المان  از  نقطه  یک  موقعیت 
( )1 2 3 4, , ,ζ ζ ζ ζ )و یا مختصات محلی مربوط به چهار وجهی  ), ,x y z

که در مورد اخیر شامل یک مجموعه با چهار مولفه بدون  تعریف شود 
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گوشه‌ها صفر  ام برابر با واحد و در سایر  iگوشه iζ در  بعد می‌شود. مقدار
می‌باشد. از آنجا که چهار مولفه مختصاتی در تعریف فضای سه‌بعدی نیاز 
ها را ایجاب می‌کند، همانند حالت موجود برای  iζ به وجود یک قید بین
المان‌های مثلثی در فضای دوبعدی، مجموع توابع شکل مربوط به هر گره 

بایستی برابر با واحد شود:

 
1 2 3 4 1ζ ζ ζ ζ+ + + =  )7(

با این توصیف، تعریف المان چهاروجهی مرتبه دوم به‌عنوان المان 
ایزوپارامتریک به‌صورت زیر خواهد بود:

1

1 2 3 10 2

1 2 3 10 3

1 2 3 10 4

1 2 3 10 5

1 2 3 10

1 2 3 10 10

1 1 1 11

x x x xx

y y y yy

z z z zz

N
x x x x Nx
y y y y Ny
z z z z Nz

u u u u Nu
u u u uu
u u u u Nu

    
    
    
    
     =    

    
    
    
         











 



   )8(

بنابراین توابع شکل این المان به‌صورت زیر تعریف می‌شوند:

( ) ( )
( ) ( )

1 1 1 2 2 2

3 3 3 4 4 4

5 1 2 6 2 3 7 3 1

8 1 4 9 2 4 10 3 4

2 1 , 2 1

2 1 , 2 1
4 4

4 ,
4,

,4 4
,

N N

N N
N N N
N N N

ζ ζ ζ ζ

ζ ζ ζ ζ
ζ ζ ζ ζ ζ ζ
ζ ζ ζ ζ ζ ζ

= − = −

= − = −

= = =
= = =

  )9(

برای سهولت بیشتر، مشتقات توابع شکل را استخراج می‌کنیم:

1

1 2 3 10 2

1 2 3 10 3

1 2 3 10 4

1 2 3 10 5

1 2 3 10

1 2 3 10 10

1 1 1 11

x x x xx

y y y yy

z z z zz

N
x x x x Nx
y y y y Ny
z z z z Nz

u u u u Nu
u u u uu
u u u u Nu

    
    
    
    
     =    

    
    
    
         











 



  )10(

j/ به‌دست می‌آید. با  iN ζ∂ ∂ ) از عبارت  ),i j که در آن مولفه 
گرهی المان داریم: گرادیان تابع شکل در مختصات  ضرب داخلی 

)11(

1 1 5 2 7 3 8 4 1 1 5 2 7 3 8 4 1 1 5 2 7 3 8 4

5 1 2 2 6 3 9 4 5 1 2 2 6 3 9 4 5 1 2 2 6 3 9 4

7 1 6 2 3 3 10 4 7 1 6 2 3 3 10 4 7 1 6 2 3 3 10 4

8 1 9 2

1/ 4
1/ 4
1/
1/ 4

4
4

x x x x y y y y z z z z
x x x x y y y y z z z z
x x x x y y y y z z z z
x x x

ζ ζ ζ ζ ζ ζ ζ ζ ζ ζ ζ ζ
ζ ζ ζ ζ ζ ζ ζ ζ ζ ζ ζ ζ
ζ ζ ζ ζ ζ ζ ζ ζ ζ ζ ζ ζ
ζ ζ

+ + + + + + + + +
+ + + + + + + + +
+ + + + + + + + +
+

=

+

J

10 3 4 4 8 1 9 2 10 3 4 4 8 1 9 2 10 3 4 4

T

x y y y y z z z zζ ζ ζ ζ ζ ζ ζ ζ ζ ζ

 
 
 
 
 
  + + + + + + +

. 1/ 4i iζ ζ= − که در آن

کرنش‌ها، و تنش‌ها 4-3 محاسبه تغییرمکان‌ها، 
zu تعریف می ، و  yu  ، xu میدان تغییرمکان المان توسط سه مولفه 
گرهی متناظر درون‌یابی می‌گردند.  که به‌صورت مرتبه دوم از مقادیر  ‌شود 

در این‌حالت بردار تغییرمکان گرهی با بعد 1×30 به‌صورت زیر می‌باشد:

1 1 1 10 10 10

Te
x y z x y zu u u u u u =  u   )12(

میدان کرنش المان از طریق معادلات کرنش-تغییرمکان به تغییرمکان‌
ها مربوط می‌شود که در قالب اندیسی به‌صورت زیر تعریف می‌شود:

( ), ,
1
2ij i j j ie u u= +  )13(

مولفه  شش  چینش  با  ابتدا  ماتریسی  قالب  در  اخیر  رابطه  تعبیر 
کرنش شش مولفه‌ای به‌صورت  کرنش به‌صورت بردار  مستقل تانسور 

زیر انجام می‌شود:

[ ]11 22 33 12 23 312 2 2 Te e e e e e=e  )14(

آخرین عبارت در سمت راست معادله 14 شامل تعریف مهندسی 
کرنش‌های برشی می‌باشد. همان‌گونه که می‌دانیم، رابطه ماتریسی بین 

گرهی به‌صورت زیر است: کرنشها و تغییر مکان‌های 
  =e BUe  )15(

دارای بعد 30×6 بوده و بهشکل زیر تعریف می‌شود: B ماتریس

( )

101

101

101

10 101 1

10 101 1

10 101 1
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0 0 0 0
1
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z z
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=  ∂ ∂∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂ ∂
 ∂ ∂∂ ∂ 
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 

∂ ∂∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂ ∂ 

B
J












 )16(

میـدان تنـش نیـز بـا اسـتفاده از تعریـف بـردار تنـش و نیـز بهره‌گیـری از 
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( ) ( )
( ) ( )
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برای سهولت بیشتر، مشتقات توابع شکل را استخراج می‌کنیم:
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1 2 3 10 10

1 1 1 11

x x x xx

y y y yy

z z z zz

N
x x x x Nx
y y y y Ny
z z z z Nz

u u u u Nu
u u u uu
u u u u Nu

    
    
    
    
     =    

    
    
    
         











 



  )10(

j/ به‌دست می‌آید. با  iN ζ∂ ∂ ) از عبارت  ),i j که در آن مولفه 
گرهی المان داریم: گرادیان تابع شکل در مختصات  ضرب داخلی 

آخرین عبارت در سمت راست معادله 14 شامل تعریف مهندسی 
کرنش‌های برشی می‌باشد. همان‌گونه که می‌دانیم، رابطه ماتریسی بین 

گرهی به‌صورت زیر است: کرنشها و تغییر مکان‌های 
  =e BUe  )15(

دارای بعد 30×6 بوده و بهشکل زیر تعریف می‌شود: B ماتریس

( )
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میـدان تنـش نیـز بـا اسـتفاده از تعریـف بـردار تنـش و نیـز بهره‌گیـری از 

کـه در حالـت جسـم الاسـتیک خطـی  رابطـه سـاختاری به‌دسـت می‌آیـد 
کرنـش اولیـه، به‌صـورت زیـر نوشـته می‌شـود: فاقـد 

=ó Eå   )17(

4-4 ماتریس سختی
عبارت مورد استفاده برای محاسبه ماتریس سختی المان به‌صورت 

زیر می‌باشد:

Ù

Ù
e

e T ed= ∫K B EB    )18(

با توجه به متغیر بودن عامل انتگرالگیری در رابطه بالا، از قانون گوس 
برای انتگرالگیری عددی استفاده می‌کنیم. برای به‌کارگیری این قانون، 
با  شود.  بازنویسی  محلی  مختصات  قالب  در  اخیر  رابطه  تا  است  لازم 
iζ است، تنها نیاز به تبیین دیفرانسیل حجمی تابعی از B توجه به‌آنکه
Ùed و حدود انتگرالگیری در مختصات محلی می‌باشد. در این تبدیل، 
 ( ) 1 2 3 41/ 6detdxdydz d d d dζ ζ ζ ζ= J رابطه  به  توجه  با 
کوبین برای انتقال انتگرالگیری حجمی المان از مختصات  دترمینان ژا
گر  کارتزین به مختصات چهاروجهی مورد استفاده قرار می‌گیرد. بنابراین ا
که از طریق  کلی باشد  یک تابع اسکالر در حالت  ( )1 2 3 4, , ,F ζ ζ ζ ζ
می‌‌شــود،  درون‌یابی  ( )1,2,3, ,10kN k = … المان شــکل  توابع 

خواهیم داشت:

                           )19(

زیر  به‌صورت  المان  سختی  ماتریس  رابطه،  این  گرفتن  درنظر  با 
به‌دست می‌آید:

( )
1 1 1 1

1 2 3 4
0 0 0 0

1/ 6dete T d d d dζ ζ ζ ζ= ∫∫∫∫K B EB J   )20(

یــک   ( ) ( )1 2 3 4, , , 1/ 6detTF ζ ζ ζ ζ = B EB J ماتریــس
ماتریــس 30×30 اســت. در نهایــت، بــا به‌کارگیــری قانــون انتگرالگیــری 
 ( )1 2 3 4, , ,k k k kζ ζ ζ ζ p نقطــه بــا مختصات‌هــای محلــی  گــوس در 

داریــم:  ( )1,2,3, ,kw k p= … وزن‌هــای  و 

( )1 2 3 4
1

, , ,  
p

e
k k k k k

k

w ζ ζ ζ ζ
=

=∑K F   )21(

در بررسی‌های عددی با استفاده از المان‌های چهاروجهی از تعداد 
گوسی با توجه به نوع مساله و دقت مورد  1، 4، 8، 14، 15 و یا 24 نقطه 
برای  گوسی  نقطه  چهار  از  حاضر،  مطالعه  در  می‌شود.  استفاده  نیاز 
که دقت لازم برای حصول  انتگرالگیری عددی در المان‌ها استفاده شد 

نتیجه مطمئن را به‌دست می‌دهد.

4-5 برنامه‌نویسی المان محدود و بررسی نتایج
المــان  روش  قالــب  در  ســنگ  نمونه‌هــای  عــددی  مدل‌ســازی 
محــدود و در ســه‌بعد مرحلــه دیگــری از بررســی حاضــر را در بــر می‌گرفــت 
کــه در آن رفتــار مــاده تحــت بارگــذاری در محیــط Matlab شبیه‌ســازی 
کاربــر دسترســی بــه  گردیــد. مزیــت نوشــتن برنامــه المــان محــدود توســط 

کــه هرگونــه تغییــری  ماتریــس ســاختاری مربــوط بــه رفتــار محیــط اســت 
ــبات  ــدا محاس ــور، ابت ــود. بدین‌منظ ــام می‌ش ــل انج ــادگی قاب در آن به‌س
بــا معرفــی ماتریــس ســختی محیــط  بــه برنامــه نوشــته شــده  مربــوط 
ــد.  ــه ش ــح مقایس ــت مصال ــط مقاوم ــا رواب ــج آن ب ــام و نتای ــتیک انج الاس
پــس از اطمینــان از صحــت نتایــج به‌دســت آمــده، صحت‌ســنجی مــدل 
تحــت بارگــذاری پیچیده‌تــر بــا اســتفاده از ســاخت مــدل تحــت بارگــذاری 
نتایــج  مقایســه  و   5.2  COMSOL Multiphysics تجــاری  نرم‌افــزار  در 
کــی از درســتی و دقــت  کــه حا به‌دســت آمــده در دو مــدل دنبــال شــد 
بــود. مــدل  برنامــه نوشــته شــده  از  نتایــج به‌دســت‌آمده  قبــول  قابــل 
گــره و 492 المــان  حاصــل از برنامه‌نویســی در محیــط Matlab دارای 917 
ــی  ــان را در مش‌زن ــداد 554 الم ــزار تع ــا آن در نرم‌اف ــر ب ــدل متناظ ــود و م ب
مشــابه مــدل مرجــع به‌دســت داد. در ضمــن، در مــدل نرم‌افــزاری نیــز 
دقیق‌تــر  مقایســه  انجــام  بــرای  گرهــی  ده  چهاروجهــی  المان‌هــای  از 
اســتفاده شــد. شــکل 6 هندســه مدل‌هــای ساخته‌شــده در هــر دو نــوع 
بررســی‌ها را در حالــت پیــش از بارگــذاری نشــان می‌دهــد. شــرایط مــرزی 
المــان محــدود به‌صــورت وجــود  برنامــه  بــرای نمونــه در  تغییرمکانــی 
ــا بارگــذاری ســه‌محوری و در  قیدهــای غلطکــی در ســه امتــداد متناظــر ب
گردیــد. بارگــذاری نمونه‌هــا به‌صورت  ســه وجــه مکعــب مســتطیل تعریــف 
مرحلــه‌ای و همچــون حالــت آزمایشــگاهی بــر ســه وجــه آزاد نمونــه اعمــال 
کــه مســتلزم به‌روزرســانی مقــدار تنــش اعمالــی و نیــز هندســه نمونــه  شــد 
گام از محاســبات بــود. بدین‌ترتیــب، حــدود  تغییرشــکل یافتــه در هــر 
گام بارگــذاری بــرای هــر نمونــه در آزمایــش ســه‌محوری شبیه‌ســازی   3000
کــه زمــان مــورد نیــاز بــرای آنهــا بســته بــه نــوع ماتریــس  شــده دنبــال شــد 

گردیــد. ســاختاری تعریف‌‌شــده بیــن 40 تــا 100 دقیقــه اندازه‌گیــری 
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مــدل  از  به‌دســت‌آمده  نتایــج  ابتــدا  داده‌هــا،  بررســی  به‌‌منظــور 
گردیــد تــا به‌عنــوان مبنــای  الاســتیک بــا نتایــج آزمایشــگاهی مقایســه 
تفــاوت موجــود بیــن داده‌هــای آزمایشــگاهی و مــدل الاســتیک فاقــد تــرک 
گیــرد. پــس از آن ماتریــس نرمــی محیــط دارای  و ناپیوســتگی مدنظــر قــرار 
کــه بــرای شــدت‌های مختلــف بارگــذاری به‌دســت آمــد، بــا  ناپیوســتگی 
توجــه بــه مراحــل مختلــف بارگــذاری بــرای نمونــه در مدل‌ســازی عــددی 
تعریــف شــد. بدیــن منظــور، ماتریــس نرمــی نمونــه بارگــذاری نشــده بــرای 
شــدت بارگــذاری بیــن صفــر تــا 90درصــد، ماتریــس الاســتیک نمونــه بــا 
شــدت بارگــذاری 90درصــد بــرای شــدت بارگــذاری بیــن 90 تا95درصــد، 
ماتریــس الاســتیک نمونه با شــدت بارگــذاری 95درصد برای حــد بارگذاری 
95 تــا 97 درصــد، و ماتریــس نرمــی متناظــر بــا شــدت بارگــذاری 97 درصــد 
بــرای بقیــه مرحلــه بارگــذاری تــا مقــدار مقاومــت نهایــی نمونــه تنظیــم و در 
گرفتنــد. خروجــی به‌دســت آمــده  محاســبات برنامــه مــورد اســتفاده قــرار 

ــرای  ــر به‌دســت‌آمده ب ــل توجــه مقادی ــی از بهبــود قاب ک ازمــدل عــددی حا
نمونــه تحــت بارگــذاری با ماتریــس نرمی تغییریابنده و نزدیک‌شــدن نتایج 
عــددی بــه داده‌هــای آزمایشــگاه بــود )شــکل 7(. خاطرنشــان می‌ســازد 
کــه اختــاف بیــن منحنی‌هــای به‌دســت‌آمده از تحلیــل عــددی بــا نتایــج 
آزمایشــگاهی بــا افزایــش تعداد نمونه‌هــای آزمایشــگاهی  و در نتیجه تعداد 
ماتریــس الاستیســیته بیشــتر قابــل کاهــش اســت. بــا این‌حــال، همان‌گونه 
بــودن تعــداد  بــا وجــود محــدود  ایــن اختــاف  کــه مشــاهده می‌شــود، 
ــرای تخمیــن  ــی ب نمونه‌هــای موجــود در ایــن مطالعــه از دقــت قابــل قبول
اولیــه از رفتــار محیــط ترک‌خــورده در صحــرا به‌دســت می‌دهــد. مقــدار 
می‌تــوان  نیــز  را  نمونه‌هــا  عــددی  مدل‌ســازی  در  کوچکتــر  کرنش‌هــای 
ــرای  ــر ب ــه قبلت ــه یــک مرحل ــوط ب ــتیک مرب ــه درنظرگرفتــن ماتریــس الاس ب
کــه منجــر بــه نمایان‌شــدن  هــر محــدوده شــدت بارگــذاری نســبت داد 

خصوصیــات پیوســته‌تر در مــاده  تحــت بررســی می‌گــردد.

)د()ج()ب()الف(
شکل 6. مدل‌سازی عددی نمونه سنگی الف( مشبندی مدل در محیط Matlab ب( پلان مدل در صفحه xy ج( 

COMSOL Multiphysics د( مش مورد استفاده در مدل‌سازی با نرم‌افزار yz نمای مدل در صفحه
 Fig6 .Rock sample numerical modeling a)The mesh in Matlab b)The model plan in xy plane c)The

model plan in yz plane d)The mesh used in numerical modeling with COMSOL software

شکل 7. مقایسه نتایج آزمایشگاهی نمونه با شدت بارگذاری
 97 درصد با خروجی برنامه پس از معرفی ماتریس 

سختی متغیر در چهار مرحله بارگذاری )صفر تا 
90%، 90 تا 95%، 95 تا 97%، و 97 تا %100(

Fig7 .Experimental data comparison with
 numerical results for ration loading of 97% 

for four different loading conditions
i.e., 0 to 90%, 90% to 95%, 95% to 97% and 97% to 100% 

5- نتیجه‌گیری
گرانیت با استفاده از  در این مطالعه مدل‌سازی المان محدود سنگ 
محیط پیوسته معادل و با رویکرد استفاده از معادله ساختاری برپایه تانسور 
ترک که اثر ناپیوستگی‌ها در محیط را در بر می‌گیرد، مورد بررسی قرار گرفت. 
آرایه‌های تانسور ترک برای چهار نمونه سنگ که هر کدام با توجه به شدت 
بارگذاری تجربه‌شده در درجات مختلفی از خرابی قرار داشتند، به‌دست آمده 
و برای معرفی به معادله ساختاری برحسب شدت بارگذاری در مدل‌سازی 
عددی مورد استفاده قرار گرفتند. ماحصل این فرآیند، یک معادله ساختاری 
با چهار ماتریس نرمی برای یک نمونه سنگ بود که رفتار غیرخطی محیط 
ناشی از وجود ترک‌ها در نمونه را تبیین می‌نمود. ماتریس‌های نرمی به‌دست 
آمده در برنامه المان محدود نوشته‌شده در محیط Matlab مورد استفاده 
کرنش‌های  گرفت و نتایج به‌دست‌آمده در قالب نمودارهای مربوط به  قرار 
کی از دقت قابل قبول پاسخ‌ها در این  امتداد محوری و دو امتداد جانبی حا

بررسی بود. در این ارتباط نکات زیر قابل توجه می‌باشند:
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محدود  وجود  با  به‌دست‌آمده  نتایج  مناسب  دقت  به  توجه  با 
بودن تعداد نمونه‌ها در این مطالعه، رابطه ساختاری مورد استفاده از 
پتانسیل مناسبی برای به‌کارگیری در تحلیل‌های عددی برخوردار است. 
تنها نقطه ضعف این رویکرد، صعوبت تعیین تانسور ترک با توجه به لزوم 
که این مساله در مطالعه حاضر با  انجام برداشت‌های صحرایی است 
که  استفاده از تانسورهای مرتبه دوم به‌دست‌آمده از رویکردی جایگزین 
استفاده از سرعت انتشار امواج صوتی در محیط می‌باشد، مرتفع گردید.
نمونه‌ها  کم  تعداد  بر  علاوه  بررسی  این  در  موجود  خطای  عوامل 
نیز  و  ترک‌ها،  شکل  درنظرگرفتن  یکسان  اندازه‌گیری،  خطای  از  عبارت 
صرفنظر از مرتبه بالاتر تانسور ترک برای بررسی دقیق‌تر رابطه تنش‌کرنش 
در  تانسور  این  بالاتر  مرتبه  از  استفاده  می‌باشد.  ساختاری  معادله  در 
تعیین ماتریس نرمی علاوه بر فراهم‌آوردن امکان درنظرگرفتن ناهمسانی 
ماده در بررسی‌ها، به تدقیق رابطه ساختاری از طریق وارد نمودن اثرات 
پارامترهای سختی نرمال و برشی درزه‌ها منجر خواهد گردید. با این‌حال، 
تعیین مرتبه بالاتر تانسور ترک با پیچیدگی‌های خاص خود همراه است 

که در ادامه بررسی‌ها این امکان توسط نویسندگان دنبال خواهد شد.

6- تشکر و قدردانی
 Prof. بدینوسیله نویسندگان از پشتیبانی‌ها و راهنمایی‌های ارزنده
کمال قدردانی  گرانقدر دانشگاه نیهون ژاپن  Takato Takemura استاد 
و تشکر را دارند. از همکاری‌های مهم و موثر  Dr. Manabu Takahashiو 
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