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يک مدل حالت بحرانی سطح حدی برای ماسه‌ها
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چکیده: در بسیاری از موارد بارهای وارد به سازه های ژئوتکنیکی ماهیتی چرخه ای دارند، مثلًا بار زلزله، ترافیک، باد و موج. در 
این موارد لازم است که پاسخ خاک تحت بارگذاری چرخه ای به شکل مناسبی پیش بینی گردد. هدف از این مقاله تعمیم یک 
مدل رفتاری موجود برای ماسه ها است، به گونه ای که مدل جدید قادر به پیش بینی رفتار ماسه در بارگذاری چرخه‌ای باشد. مدل 
پایه که با استفاده از چارچوب مکانیک خاک حالت بحرانی توسعه یافته است، می‌تواند رفتار مصالح را تحت دامنه‌ی وسیعی از 
فشارهای تحکیمی و نسبت های تخلخل اولیه در بارگذاری تک‌سویه به خوبی پیش بینی کند. در مطالعه ی فعلی، از فرمول‌بندی 
پلاستیسیته ی سطح حدی جهت تعمیم مدل و پیش بینی پاسخ چرخه‌ای ماسه ها استفاده می‌شود. مدل جدید، از سطح تسلیم 
مدل پایه به عنوان سطح حدی استفاده می کند و از یک قاعد ی نگاشت انحرافی برای ساخت سطح بارگذاری استفاده می نماید. 
به منظور پیش‌بینی مناسب رفتار ماسه در باربردای، به خصوص پس از وقوع تغییرفاز، اصلاحاتی روی قانون جریان نسبت به 
مدل پایه صورت گرفته است و نهایتاً مدول سخت شوندگی جدیدی نیز برای پیش بینی رفتار مصالح در هر دو مرحله‌ی بارگذاری 
و باربردای پیشنهاد شده است. مدل جدید، در مجموع از 14 پارامتر مصالح استفاده می کند. اغلب این پارامترها دارای معنای 
فیزیکی مشخصی هستند و واسنجی آنها با استفاده از آزمایش‌های متداول آزمایشگاهی انجام می شود. نهایتاً پیش بینی های 
مدل جدید با نتایج به دست آمده از آزمایش های آزمایشگاهی روی دو نوع ماسه، مقایسه شده است. این مقایسه نشان می دهد 

که پیش بینی های مدل به صورت کمی و یا کیفی رضایت بخش است.

تاریخچه داوری:
دریافت: 22 اردیبهشت 1396

بازنگری: 15 مرداد 1396
پذیرش: 23 مرداد 1396

ارائه آنلاین: 28 مرداد 1396

کلمات کليدي:
ماسه

مدل رفتاری
مکانيک خاک حالت بحرانی

پلاستيسيته ی سطح حدی
بارگذاری چرخه‌ای

831

مقدمه-11
و  راسکو  توسط  ابتدا  در  بحرانی1  حالت  خاک  مکانیک  کلی  چارچوب 
همکاران2 ]1[ و اسکافیلد و راث3 ]2[ به منظور توصیف و پیش بینی رفتار 
خاک های چسبنده ارائه شد. با این حال مدل‌های رفتاری اولیه، که در این 
خاک‌های  رفتار  از  کاملی  توصیف  نمی‌توانستند  بودند،  شده  ارائه  چارچوب 
به  که  حالت،  پارامتر  توسعه  با  مشکلات  این   .]2-4[ دهند  ارائه  ماسه ای 
صورت فاصله ی قائم وضعیت فعلی نمونه تا خط حالت بحرانی در صفحه ی 
نسبت تخلخل)e( -تنش مؤثر متوسط )p( تعریف می شود، برطرف گردید 
]5[  بدین ترتیب که برخی خصوصیات مهم مسیر تنش مؤثر، مانند نسبت 
تنش در نقطه ی اوج مسیر تنش زهکشی نشده، )Mp ( ]8-6[ یا زهکشی 
شده )Mf( ]9[ و یا نسبت تنش در تغییر فاز )MPT ( ]10[ به پارامتر حالت 

مرتبط گردید.
در بسیاری از مسائل ژئوتکنیکی بارهای وارده به خاک ماهیتی چرخه‌ای 
ژئوتکنیکی  سازه های  یا  ترافیک  متحرک  بار  تحت  روسازی  مانند  دارند. 

1 Critical State Soil Mechanics
2 Roscoe et al.
3 Schofield and Wroth

rimam@aut.ac.ir :نویسنده عهده‌دار مکاتبات*

با  الاستوپلاستیک  مدل‌های  از  استفاده  با  اما  موج.  یا  باد  زلزله،  بار  تحت 
سخت شوندگی همسان مشکلاتی در مدل‌سازی رفتار خاک‌ها تحت بارهای 
این مشکلات می توان  رفع  منظور  به   .]11-15[ به وجود می‌آید  چرخه‌ای 
از فرمول‌بندی پلاستیسیته ی سطح حدی4 استفاده کرد. سطح حدی شبیه 
سطح تسلیم در مدل‌های کلاسیک می‌باشد، با این تفاوت که اجازه‌ی وقوع 
کرنش‌های پلاستیک در داخل آن داده می‌شود. در این فرمول‌بندی می‌توان 
استفاده کرد، که وضعیت  نیز  بارگذاری5  نام سطح  به  از یک سطح کمکی 

تنش همواره روی آن قرار دارد ]16-24[.
تغییر  گیرد،  قرار  نظر  مد  باید  چرخه‌ای  بارگذاری  در  که  دیگری  نکته 
بافت مصالح در حین بارگذاری، به خصوص در شرایط زهکشی نشده است. 
چنانچه در مرحله‌ی بارگذاری، نسبت تنش از MPT بیشتر شود، رفتار خاک 
اتساعی می گردد و در اثر آن بافت خاک به شدت تغییر می کند. این تغییر 
بافت اثر خود را در رفتار انقباضی در حین باربرداری بعدی نشان می دهد و 
در اثر آن مدول پلاستیک به شدت کاهش می یابد. شکل 1 این موضوع را 
 B و A نشان می دهد. یک چرخه‌ی بارگذاری و باربرداری برای دو نمونه
 ،B برخلاف نمونه ی ،A در این شکل نشان داده شده است. برای نمونه ی

4 Bounding surface plasticity
5 Loading Surface
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باربرداری قبل از وقوع تغییر فاز صورت گرفته است و برای نمونه ی A فشار 
آب حفره‌ای کمتری در حین باربرداری ایجاد می گردد.

شکل 1: اثرات تغییر بافت بعد از تغییرفاز بر پاسخ خاک در 
مرحله‌ی باربرداری )داده های آزمایشگاهی برگفته از ]25[(

هدف از این مقاله ارائه یک مدل رفتاری سازگار با چارچوب مکانیک خاک 
حالت بحرانی و با استفاده از پارامتر حالت است. از این مدل جهت پیش بینی 
رفتار ماسه در دامنه وسیعی از نسبت های تخلخل و فشارهای تحکیمی اولیه 
در شرایط زهکشی شده و زهکشی نشده استفاده می شود. به منظور پیش بینی 
رفتار مصالح در بارگذاری چرخه‌ای از فرمول‌بندی پلاستیسیته‌ی سطح حدی 
بهره گرفته می‌شود به طوری که اثرات تغییر بافت بر مرحله باربرداری در 
نظر گرفته شده باشد. واسنجی1 مدل با استفاده از نتایج آزمایش‌های متداول 
نیز پیش بینی های مدل در شرایط  انتها  آزمایشگاهی صورت می گیرد و در 
مقایسه  آزمایشگاهی  آزمایش‌های  نتایج  با  زهکشی  و  بارگذاری  مختلف 

می شوند.

 معرفی مدل-22
در مطالعه ی فعلی از مدل امام و همکاران2 به عنوان مدل پایه استفاده 
در  است.  شده  داده  توضيح   ]6[ مرجع  در  پایه  مدل  فرمول‌بندی  می شود. 
استفاده  حدی  سطح  عنوان  به  پایه  مدل  تسلیم  سطح  از  فعلی،  مطالعه ی 
پتانسیل  سطح  روی  از  مختصری  اصلاحات  با  نیز  جریان  قانون  می شود. 
پلاستیک در مدل پایه به دست می آیند. تخمین پارامترهای  MP ،  MPT و  
Mf در شرایط سه محوری فشاری و کششی نیز عیناً مشابه مدل پایه صورت 

 می گیرد. در ادامه اجزای مدل جدید یک به یک مورد بررسی قرار می گیرند.

1 Calibration
2 Imam et al.

خط حالت بحرانی-22-22
 )3CSL( یکی از اجزای اصلی هر مدل حالت بحرانی، خط حالت بحرانی
می‌شود  گرفته  نظر  در  یکتا  و  منحصربفرد  فعلی  تحقیق  در   CSL است. 
]35-26[. با این حال، مطالعات آزمایشگاهی نشان می‌دهد که CSL برای 
متوسط،  مؤثر  تنش‌های  از  وسیعی  دامنه‌ی  در  رس‌ها،  برخلاف  ماسه‌ها 
غیرخطی است. تاکنون روابط مختلفی برای توصیف CSL غیرخطی ارائه 
اینجا رابطه‌ی پیشنهادی شنگ و همکاران4 که  شده است ]36 و 37[. در 

می‌تواند به صورت زیر بازنویسی شود مورد استفاده قرار می‌گیرد ]37[:

در  بحرانی  حالت  و      شیب خط  اتمسفر  فشار    pa فوق  رابطه  در 
  ccr می‌باشد.   lne-lnp دولگاریتمی   فضای  در  بالا  متوسط  تنش‌های 
پارامتری بدون بعدی است که انحنای CSL را کنترل می‌کند و      نسبت 
از  . مزیت استفاده  تخلخل در حالت بحرانی است، وقتی که              
رابطه  آن است که تضمین می‌کند، نسبت تخلخل هیچگاه، حتی در  این 

فشارهای خیلی بالا، منفی نگردد.

رفتار الاستیک-22-22
رفتار الاستیک، خطی و همسان در نظر گرفته می‌شود و توسط مدول 
به  )G( توصیف می‌گردد. مدول برشی معمولًا  )K(  و مدول برشی  بالک 

صورت تابعی از تنش مؤثر متوسط و نسبت تخلخل بیان می‌شود ]8[:

در رابطه فوق G0  یک ثابت مصالح بدون بعد است. برای تعیین مدول 
بالک نیز مشابه مرجع ]6[ از رابطه‌ی زیر استفاده می‌گردد:

در رابطه فوق K0 یک ثابت مصالح بدون بعد می‌باشد. 

سطح حدی- سطح بارگذاری- قاعده ی نگاشت-22-22
مدل از یک سطح حدی بسته به شکل قطره اشک استفاده می‌کند. نکته 
کلیدی در مورد این سطح آن است که شکل آن با استفاده از مسیر تنش 
 q-p فضای  در  می‌شود.  زده  تخمین  ماسه‌ی سست  نشده  زهکشی  مؤثر 
نسبت تنش در نقطه ی اوج سطح تسلیم با  MP نشان داده می شود )شکل 
2(.   تنش انحرافی است.  از روی نقطه اوج مسیر تنش مؤثر زهکشی نشده 

3 Critical state line
4 Sheng et al.
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 Fig. 1. Effects of fabric change after phase
 transformation on the soil response during

)]unloading (lab results from [26
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(8)

محوري  سه  آزمايش  در  پارامتر  این  می شود.  زده  تخمین  سست  ماسه ی 
فشاري و كششي متفاوت در نظر گرفته مي‌شود. اثر ناهمساني القایی ناشی 
از تحکیم ناهمسان توسط  نسبت تنش      لحاظ شده است که برابر نسبت 

تنش در انتهای تحکیم در نظر گرفته می‌شود.
سطح بارگذاری با f و سطح حدی با F نمایش داده می‌شوند. در مدل 
آمده  آنچه در مرجع ]27[  انحرافی، همانند  نگاشت  قاعده‌ی  از یک  جدید، 
است، استفاده می‌گردد. بدین ترتیب که تنش مؤثر متوسط در وضعیت فعلی 
تنش )با مختصات )p,q(( و در نقطه ی تصویر )با مختصات          ( روی 
اندازه‌ی هر دو  نیز   pb پارامتر  نظر گرفته می‌شود.  در  سطح حدی یکسان 
سطح را کنترل می‌کند. نسبت تنش در نقطه‌ی اوج سطح بارگذاری نیز با     
تعریف  زیر  به صورت  بارگذاری  و  داده می‌شود. سطوح حدی  ML نمایش 

می‌شوند:

α
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شکل 2: سطح بارگذاری، سطح حدی و قاعده ی نگاشت در مدل

مشتقات سطح بارگذاری و بردارهای یکه‌ی عمود بر آن به صورت زیر 
قابل محاسبه هستند:
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مرجع ]6[ رابطه‌ی زیر را جهت تخمین Mp در سه محوری فشاری و 
سه محوری کششی پیشنهاد می‌کند:

(9)

sin sin .p p pk a tµϕ ϕ ψ= − −

در رابطه‌ی فوق     زاویه اصطکاک در نقطه‌ی اوج مسیر تنش زهکشی 
ap ثابت‌های مصالح  و   kp و  دانه‌ای  بین  زاویه‌ اصطکاک  است،      نشده 
هستند. t پارامتری است که مقدار آن در سه محوری فشاری برابر صفر و در 
سه محوری کششی برابر یک می‌باشد. در نهایت می‌توان نسبت تنش را با 

کمک رابطه‌ی زیر به دست آورد:

η

pϕ

µϕ

6sin
3 )1 2 )sin

p
p

p
M

t
ϕ

ϕ
=

− −

نسبت تنش در نقطه‌ی تصویر که با     نمایش داده می‌شود نیز به صورت 
زیر محاسبه می‌گردد:

(10)2 0.5]1 ) ) ]
b

pM
pαη α= + −

نسبت تنش در نقطه‌ی اوج سطح بارگذاری نیز به صورت زیر محاسبه 
می‌شود:

(11)L pM M η
η

=

بارگذاری  و  اندازه‌ی سطوح حدی   pb پارامتر  گفته شد،  که  همان‌طور 
را کنترل می‌کند. در ابتدای بارگذاری این پارامتر برابر با تنش مؤثر متوسط 
باربردای مقدار     تحکیمی در نظر گرفته می‌شود. در مراحل بعدی، در حین 
pb تغییر نمی‌کند. در حین بارگذاری نیز چنانچه             ، باز هم pb تغییر 

نمی‌کند، ولی در غیر این صورت می‌توان این پارامتر را به کمک رابطه‌ی 
زیر به دست آورد:

L PM M<

(12)2
2

2
) )]1 ]

b
pp

Mα

η α
=

−
−

قانون جریان-22-22
رابطه  از  شده ای  اصلاح  فرم  از  استفاده  با  جریان  قانون  مدل  اين  در 
تنش-اتساع پیشنهاد شده توسط رو1 ]6[ به دست می‌آید. در این رابطه از 
نسبت تنش در نقطه ی تغییرفاز MPT استفاده می‌گردد. این نسبت تابعی از 

پارامتر فعلی حالت      درنظر گرفته می‌شود. 

1 Rowe

ψ

الف( در بارگذاری                                                                

     ب( در باربرداری                                                                
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 Fig. 2.  Loading surface, bounding surface, and
mapping rule used in the model
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  (الف)                                                                            

(ب)                                                                             
(14)

علامت  باربرداری  حین  در  که  می‌کند  تضمین  )13-ب(  رابطه‌ی 
کرنش‌‌های حجمی پلاستیک همواره مثبت است. نسبت تنش در تغییرفاز، 

MPT، نیز بنابر پیشنهاد مرجع ]6[ به صورت زیر محاسبه می‌گردد:

sin sin .PT cs PT PTk a tϕ ϕ ψ= + +

6sin
3 )1 2 )sin

PT
PT

PT
M

t
ϕ

ϕ
=

− −

در رابطه‌ی فوق kPT و aPT پارامترهای مصالح هستند.     نیز زاویه‌ی 
اصطکاک در حالت بحرانی است. با کمک روابط فوق، می‌توان نسبت اتساع،   

d، را محاسبه کرد:

csϕ

(15)0

p
p
p
q

d
d Ad

d

ε

ε
= =

(16)1 .A s z= + < >

در رابطه 16   براکت مک کاولی است به گونه ای که           اگر          و     
     اگر       . s در بارگذاری برابر 1+ و در باربرداری برابر 1- می‌باشد. 
z پارامتر بافت نامیده می‌شود و نمو آن ، dz، به صورت زیر محاسبه می شود:

x x< >=0x >

0x< >=0x ≤

(17)max) ) ) )p
pdz sign d s z zε= − < − > +

در رابطه zmax  ،17، مقدار حداکثر پارامتر بافت، یک ثابت مصالح است. 
این رابطه با اصلاح مختصری از رابطه پیشنهادی مرجع ]28[ به دست آمده 
است، که در آن      با            جایگزین شده است که sign تابع علامت 

است.
منظور از اثرات بافت، در مطالعه‌ی فعلی آن است که بارگذاری در یک 
مصالح  بافت  روی  اثراتی  فشاری(  محوری  سه  در  بارگذاری  )مثل  جهت 
می‌گذارد و باعث می‌شود رفتار آنها در جهت دیگر )مثلًا در باربرداری( تغییر 
باربرداری  که  زمانی  خاک،  سختی  تغییر  به  می‌توان  خاص،  طور  به  کند. 
در   .)1 )شکل  کرد  اشاره  می‌شود،  شروع   MPT از  بزرگتر  تنشی  نسبت  از 
تأیید این مطلب می‌توان به مطالعات آزمایشگاهی مرجع ]29[ اشاره کرد که 
نشان می دهد تغییرات شدیدی در بافت مصالح ماسه ای پس از تغییر فاز رخ 
می دهد. بنابراین شاید بتوان از تغییرات بافت قبل از تغییرفاز صرف نظر کرد. 
نحوه عملکرد روابط 16 و 17 به طور کامل در مرجع ]28[ توضیح داده 
شده است. این معادلات به گونه ای نوشته شده‌اند که همواره               . زیرا 
چنانچه            گردد، در رابطه 17،               و در نتیجه dz=0 پس مقدار 
z در این مرحله ثابت می ماند و منفی تر نمی‌شود. در حین مرحله بارگذاری، 
تغییرفاز،  از  پس  چنانچه  اما   .A=1،انقباضی چه  و  باشد  اتساعی  رفتار  چه 
باربرداری رخ دهد، علامت نمو کرنش های حجمی پلاستیک مثبت می‌شود 
و s=-1. پس طبق رابطه 17،                و طبق رابطه 16،              .  از 
آنجایی که علامت z منفی است،          . این بدان معنی است که بنابر رابطه 
بارگذاری  در  یا  بیشتری،  این مرحله، کرنش های پلاستیک حجمی  در   15

p
pdε) )p

psign dε

maxz z≤

maxz z=−max 0s z z+ =

maxz z=−1A z= −

1A >

زهکشی نشده فشار آب حفره ای بیشتری تولید خواهد شد. این مطالب به 
صورت خلاصه در شکل 3 نمایش داده شده اند.

شکل 3: روند تغییرات پارامترهای مختلف روابط 16 و 17 در حین 
بارگذاری چرخه‌ای

نهایتاً بردارهای یکه‌ی مشخص کننده‌ی قانون جریان توسط رابطه‌ی 
زیر قابل محاسبه هستند ]3[:

(18)1 2 2 2

1) ) ) )
1 1

g g
dn n

d d
=

+ +

مدول سخت‌شوندگی-22-22
مدول سخت‌شوندگی به صورت زیر در بارگذاری و باربرداری محاسبه 

می‌گردد:

(19)1.5 2
0

) . )
) ). . 1

fhG M s
H

p f d
η

η η

−
=

− ∇ +

در رابطه‌ی فوق، h بنابر پیشنهاد مرجع ]39[ تابعی از نسبت تخلخل در 
نظر گرفته می‌شود:

(20)1 2h h h e= −

  Mf پارامترهای مصالح هستند. برای تخمین h2  و h1  در رابطه بالا
نیز می توان از رابطه زیر استفاده کرد ]6[:

(21)
sin sin

6sin
3 )1 2 )sin

f cs f

f
f

f

k

M
t

ϕ ϕ ψ

ϕ
ϕ

= −

=
− −

در رابطه‌ی kf ،21 یک ثابت مصالح است که می‌توان برای اغلب مصالح 
آن را برابر 1 در نظر گرفت. در ابتدای بارگذاری     برابر    در نظر گرفته 
حالت  )از  شود  عوض  بارگذاری  جهت  هرگاه  کمیت  این  مقدار  و  می‌شود 
بارگذاری به باربرداری و برعکس( به روز می‌شود و برابر     در لحظه‌ی تغییر 

جهت بارگذاری می‌گردد.

0ηα

η

 Fig. 3.  Changes in various parameters of Relationships
16 and 17 during cyclic loading
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(الف)                                                                             

  (ب)                                                                              

(22)

(24)

روابط تنش-کرنش-22-22
زیر  به صورت  را  ساختاری  ماتریس  توان  می  محوری  سه  در صفحه 

محاسبه کرد ]27[:

/ , / ,

11 12

21 22 / , / ,

/ , / ,

)1 ) 3

3
3 3 )1 )

3

p gL U p q gL U p

ep

p gL U q q gL U q

p gL U p q gL U q

n K n n n
K KGD D H H

D D n n n G n
KG G

H H
H H n K n n G n

 
− −    = =     − −  

= + +

D

در رابطه فوق D11 تا D22 مؤلفه های ماتریس ساختاری می باشند. رابطه 
تنش-کرنش هم به صورت زیر است ]27[:

(23)
pep

q

ddp
ddq
ε
ε

  
=   

   
D

در رابطه فوق dp و dq نشان‌دهنده نمو تنش مؤثر متوسط و نمو تنش 
انحرافی هستند.        و       نیز نمو کرنش‌های حجمی و کرنش‌های انحرافی 
نموکرنش‌های  نشده،  زهکشی  محوری  سه  آزمایش  در  می‌دهند.  نشان  را 
کرنش‌های  نمو  برابر  انحرافی  کرنش‌های  نمو  و  است  صفر  برابر  حجمی 
متداول،  شده‌ی  زهکشی  آزمایشهای  در  دیگر  طرف  از  می‌باشد.  محوری 
می‌توان نسبت نمو تنش انحرافی به نمو تنش مؤثر متوسط را با r نمایش 
داد. در آزمایش سه محوری فشاری متداولr=3  و در سه محوری کششی 
متداول r=-3 می‌باشد. با اعمال این قید در معادله‏ی 23، رابطه زیر حاصل 

می‌شود:

pdεqdε

12 22

21 11

p

q

d rD Dd
d D rD
ε
ε

−
= =

−

در نتیجه با در اختیار داشتن رابطه 24 و نمو کرنش‌های برشی، می‌توان 
نمو کرنش‌های حجمی را محاسبه کرد و در رابطه 23 جاگذاری نمود. لازم به 
ذکر است که تشخیص بارگذاری از باربرداری به کمک رابطه‌ی زیر صورت 

می‌گیرد ]3[:

(25)

[ ]

[ ]

:

. 0 1

0 1
:

. / 0 1

0 1

p

q

p

q

For strainhardening
n

dp dq Loading s
n

Unloading s
For strain softening

n
dp dq H Loading s

n

Unloading s

 
> → → = + 

 
< → → = −

 
> → → = + 

 
< → → = −

(26)

واسنجی-33
جهت توصیف کامل رفتار مصالح در بارگذاری چرخه‌ای و تک‌سویه، مدل 
در مجموع به 14 پارامتر احتیاج دارد. اغلب پارامترها دارای معنای فیزیکی 
مشخصی هستند و می‌توان آنها را مستقیماً از روی نتایج آزمایش‌های متداول 
آزمایشگاهی، مانند آزمایش سه محوری، تعیین کرد. در ادامه، نحوه‌ی تعیین 
تویورا  برای ماسه  آنها  پارامترها، یک به یک توضیح داده می‌شود و مقدار 
تعیین می‌گردد. داده‌های آزمایشگاهی از مرجع ]40[ گرفته شده اند و نمونه‌ها 

به روش کوبش مرطوب آماده شده‌اند.
به  امام و همکاران  از تعمیم مدل  همان طور که گفته شد، مدل جدید 
اقتباس  پایه  از مدل  پارامترهای مصالح  نتیجه، برخی  آمده است. در  دست 
شده‌اند. در ادامه به این پارامترها اشاره خواهد و به نحوه تعیین آنها به صورت 
مختصر اشاره می‌گردد. علاوه بر این، در مدل جدید یک سری ثابت مصالح 
جدید نیز مورد استفاده قرار گرفته‌اند. نحوه‌ی تعیین این پارامترها در ادامه به 

طور کامل شرح داده خواهد شد.

پارامترهای خط حالت بحرانی-33-33
اولین پارامتر، شیب خط حالت بحرانی در فضای q-p است. محاسبه 
این شیب برای ماسه تویورا در شکل a-4 آورده شده است. می‌توان زاویه‌ی 

اصطکاک داخلی در حالت بحرانی را با کمک رابطه‌ی زیر تعیین کرد:
3sin

6 )1 2 )
cs

cs
cs

M
t M

ϕ =
+ −

برای یافتن پارامترهای      ،      و ccr داده‌های مربوط به حالت بحرانی 
از آزمایش‌های مختلف در فضای              رسم می‌شود و مقدار ccr به 
مذکور  در صفحه  بهترین همبستگی خطی  که  داده می‌شود  تغییر  گونه‌ای 
حاصل گردد. خط حالت بحرانی در صفحه  e-lnp در شکل b-4 نمایش 

داده شده‌اند.

Γλ
ln ln) )cr

a

pe cp− +
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شکل 4: واسنجی پارامترهای خط حالت بحرانی )داده‌های 
آزمایشگاهی برگرفته از ]40[(

 پارامترهای رفتار الاستیک-33-33
پارامترهای G0 و K0 ، در روابط 2 و 3، رفتار الاستیک خاک را مشخص 
این  شده‌اند.  اقتباس  پایه  مدل  از  مختصری  اصلاح  با  روابط  این  می‌کنند. 
پارامترها را می‌توان به کمک آزمایش‌های آزمایشگاهی )مثل سه محوری یا 
ستون تشدید( یا آزمایش‌های لرزه‌ای صحرایی تعیین کرد. جزئیات بیشتر در 

مورد تعیین این پارامترها در مرجع ]6[ یافت می‌شود.

 پارامترهای سطح حدی-33-33
قرار  استفاده  مورد  حدی  سطح  تعریف  در   ap و   kp  ، پارامتر     سه 
پایه  از مدل  رابطه  این  به کار رفته اند.  رابطه 8  پارامترها در  این  گرفته اند. 
اقتباس شده است. برای تعیین این پارامترها حداقل دو آزمایش سه محوری 
فشاری و یک آزمایش سه محوری کششی مورد نیاز است. مسیر تنش در 
این آزمایش‌ها باید شامل نقطه‌ی اوج باشد. جزئیات بیشتر در مورد واسنجی 

این پارامترها در مرجع ]6[ قابل مشاهده است.

پارامترهای جریان  -33-33
دو پارامتر kPT و aPT در تعریف قانون جریان مورد استفاده قرار گرفته‌اند. 
این پارامترها در رابطه 14 به کار رفته اند. این رابطه نیز از مدل پایه اقتباس 
شده است. برای تعیین این پارامترها حداقل دو آزمایش سه محوری فشاری 
و یک آزمایش سه محوری کششی مورد نیاز است که مسیر تنش در آنها باید 
شامل نقطه‌ی تغییرفاز باشد. جزئیات بیشتر در مورد واسنجی این پارامترها در 

µϕ

مرجع ]6[ قابل مشاهده است.
 ، zmax ،پارامتر دیگر به کار رفته در قانون جریان، پارامتر بافت حداکثر
است. همان‌طور که در مرجع ]28[ اشاره شده است، تعیین  zmax به صورت 
تجربی و با آزمون و خطا صورت می‌گیرد. نحوه‌ی تعیین این پارامتر در شکل 
5 نشان داده شده است. افزایش zmax باعث می‌شود که فشار آب حفره‌ای 
بیشتری در مرحله‌ی باربرداری )که پس از تغییر فاز صورت گرفته( پیش‌بینی 

گردد.

شکل 5: واسنجی پارامتر zmax با استفاده از داده‌های آزمایش 
سه محوری فشاری زهکشی نشده روی ماسه تویورا )داده‌های 

آزمایشگاهی برگرفته از ]40[(

پارامترهای مدول سخت‎شوندگی-33-33
       h2 و h1 در تعریف مدول سخت‌شوندگی، در روابط 19 و 20، دو پارامتر
  h2 و h1  مورد استفاده قرار گرفته‌اند. این روابط جدید هستند. پارامترهای
نیز با آزمون و خطا تعیین می‌شوند. بدین ترتیب که حداقل نتایج دو آزمایش 

سه محوری زهکشی نشده با نسبت تخلخل‌های متفاوت مورد نیاز است. 
  h مقدار  و خطا  آزمون  با  ابتدا  مورد  در هر  پارامترها،  این  تعیین  برای 
تعیین می‌گردد.  h های بزرگتر متناظر با کرنش‌های الاستیک بیشتر هستند، 
ادامه  انتقال می‌یابد. در  بالا  به  آنها  متناظر  نتیجه منحنی تنش-کرنش  در 
برقرار  h محاسبه شده و نسبت تخلخل  یک همبستگی خطی بین مقادیر 

می‌گردد. 
روی  نشده  زهکشی  فشاری  محوری  سه  آزمایش‌های  نتایج   6 شکل 
ماسه تویورا را نشان می‌دهد. در شکل‌های a-6 تا c-6 پیش‌بینی‌های مدل 
به ازای مقادیر h مختلف نشان داده شده است. همان‌طور که از این شکل‌ها 
   h دریافت می‌شود، برای نسبت تخلخل 0/735 بهترین پیش‌بینی‌ها به ازای
برابر 125 به دست می‌آید. برای نسبت تخلخل‌‌های 0/833 و 0/907 نیز به 
ترتیب بهترین پیش‌بینی‌ها به ازای مقادیر h برابر 50 و 10 به دست می‌آیند. 
در شکل d-6 نیز همبستگی بین e و h و نحوه محاسبه پارامترهای h1 و  
h2 نمایش داده شده است. نتایج حاصل از واسنجی برای ماسه‌ی تویورا و 

ماسه‌ی نیگاتا در جدول 1 آورده شده است.

Fig. 4.  Verification of various parameters of the 
critical state line (lab data from [41])

Fig. 5.  Verification of parameter zmax using results of 
undrained triaxial test on Toyoura sand (lab data from 

[40])
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شکل 6: واسنجی پارامترهای h1 و h2 با استفاده از داده‌های 
آزمایش سه محوری فشاری زهکشی نشده )داده‌های آزمایشگاهی 

برگرفته از ]40[(

جدول 1: پارامترهای مصالح برای ماسه تویورا و ماسه نیگاتا

ماسه تویورا  ماسه نیگاتا

 پارامترهای
 خط حالت
بحرانی

 

φcs 31/4 36

Γ 4/125 5/137
λ 0/409 0/102

ccr 39 52

 پارامترهای
 گرفته شده از

مدل پایه

 رفتار
الاستیک

G0 75 40

K0 150 100

سطح حدی

φμ 20 28

kp 1/2 1/2

ap 0/18 0/18

جریان
kPT 0/75 0/5

aPT 0/15 0/05

 پارامترهای
جدید جریان zmax 10 30

 مدول سخت
شوندگی h1 616 585

h2 668 786

اعتبارسنجی مدل-44
نتایج به دست آمده از آزمایش‌های سه محوری روی ماسه‌ی تویورا و 
ماسه‌ی نیگاتا جهت اعتبارسنجی مدل مورد استفاده قرار گرفته است. ماسه‌ی 
تویورا یک ماسه کوارتزی ریز با دانه‌بندی یکنواخت است و از دانه‌های نسبتاً 
 Cu = 1/7گرد تا نسبتاً تیزگوشه تشکیل شده است. برای آن ضریب یکنواختی
و اندازه‌ی مؤثر دانه‌ها D50 =0/17 mm ]40[. این ماسه به طور گسترده‌ای 
جهت ارزیابی عملکرد مدل‌های رفتاری مورد استفاده قرار می‌گیرد. داده‌های 

آزمایشگاهی از مراجع ]40 و 41[ گرفته شده‌اند.
D50   و   =0/13 mm دانه‌ها   اندازه‌ی مؤثر  نیز  نیگاتا  برای ماسه‌ی 

نسبت تخلخل حداکثر و حداقل به ترتیب برابر 0/99 و 0/55 می‌باشد. دانه‌ها 
زهکشی  چرخه‌ای  محوری  سه  آزمایش  نتایج  از  و  هستند  تیزگوشه  نسبتاً 
نشده روی این خاک جهت ارزیابی کارایی مدل استفاده شده است. داده‌های 

آزمایشگاهی از مرجع ]25[ گرفته شده‌اند.

پیش‌بینی‌های مدل در بارگذاری تک‌سویه-44-44
آزمایش‌های  نتایج  و  مدل  پیش‌بینی‌های  بین  مقایسه‌ی   7 شکل‌ 
آزمایشگاهی روی ماسه‌ی تویورا را در آزمایش سه محوری فشاری زهکشی 
نشده نشان می‌دهد. نمونه‌ها به روش کوبش مرطوب آماده شده‌اند. شکل های 
سمت چپ منحنی تنش انحرافی-کرنش انحرافی و شکل های سمت راست 
مسیر تنش را نمایش می دهند. در این شکل رفتار سه دسته نمونه ی متراکم   
e=0/735، متوسط  e=0/833 و شل e=0/907  مورد بررسی قرار گرفته 
است. نمونه ها تحت دامنه ی وسیعی از تنش های تحکیمی از 100 تا 2000 

یا 3000 کیلوپاسکال تحکیم یافته اند.

Fig. 6.  Verification of parameters h1 and h2 using 
results of undrained triaxial test on Toyoura sand (lab 

data from [40])

 Table 1. Material properties for Toyoura and Niigata
sands
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شکل 7: مقایسه پیش‌بینی‌های مدل با نتایج آزمایش‌های سه محوری فشاری زهکشی نشده روی ماسه تویورا 
)داده‌های آزمایشگاهی برگرفته از ]40[(

شکل 7 نشان می دهد که مدل از لحاظ کیفی، به خوبی قادر است اثرات 
فشار تحکیمی و نسبت تخلخل را بر رفتار مصالح پیش بینی کند. از لحاظ 
کمی نیز در پیش بینی تنش انحرافی در یک کرنش انحرافی مشخص حداکثر 
خطا برابر 12% )برای ماسه متوسط( و در پیش بینی تنش مؤثر متوسط، در 
ماسه ی  )برای  برابر 7/4 درصد  انحرافی مشخص، حداکثر خطا  تنش  یک 

متراکم( می باشد.

در شکل 8 پیش‌بینی های مدل با نتایج آزمایش های سه محوری فشاری 
روی ماسه‌ی تویورا در شرایط زهکشی شده مقایسه شده اند. نمونه ها به روش 
اولیه در هر  کوبش مرطوب آماده شده اند. نسبت های تخلخل و تنش های 
مورد روی شکل نشان داده شده‌اند. همه پیش‌بینی‌ها با استفاده از پارامترهای 

ارائه شده در جدول 1 به دست آمده‌اند. هر سه نمونه ماسه متوسط هستند.

شکل 8: مقایسه پیش‌بینی‌های مدل با نتایج آزمایش‌های سه محوری فشاری زهکشی شده روی ماسه تویورا 
)داده‌های آزمایشگاهی از ]40[(

Fig. 7.  Comparison of model predictions and undrained triaxial test results on Toyoura sand (lab data from [40])

Fig. 8. Comparison of model predictions and drained triaxial test results on Toyoura sand (lab data from [40])
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شکل 8 نشان می دهد که مدل به خوبی قادر است تغییرات حجمی نمونه 
در حین آزمایش زهکشی شده را پیش بینی کند. این امر، به خصوص بر دقت 
روابط تنش-اتساع دلالت دارد. علاوه بر این، مدل می تواند رفتار نرم شونده 
مصالح را نیز پیش بینی کند. هر چند کرنش انحرافی که در آن نرم شوندگی 
نمونه  برای  اختلاف  )بیشترین  نمی گردد  پیش بینی  خوبی  به  می شود  آغاز 
در  شوندگی  نرم  شروع  که  می شود،  مشاهده   e=0/831 تخلخل  نسبت  با 
مطالعه ی آزمایشگاهی و پیش بینی مدل به ترتیب در کرنش های حدود %15 
ثابت، حداکثر خطا در  اما در یک نسبت تخلخل  مشاهده می شود(،  و %5 

پیش بینی تنش انحرافی در حدود 9% می باشد. 

پیش‌بینی‌های مدل در بارگذاری چرخه‌ای-44-44
به منظور ارزیابی کارایی مدل در بارگذاری چرخه‌ای زهکشی نشده، در 
شکل 9 پیشبینی های مدل با نتایج آزمایشگاهی روی ماسه‌ی تویورا مقایسه 
شده اند. در این شکل       و         به ترتیب نشاندهنده ی تنش های محوری و 
شعاعی هستند. نمونه ها در این آزمایش به روش بارش در هوا1 آماده شده اند. 
اما پارامترهای به کار رفته در جدول 1 برای پیش بینی رفتار نمونه هایی که 

با کوبش مرطوب آماده شده اند، به دست آمده اند.
ماسه ها  تنش-کرنش  رفتار  در  نمونه  آماده‌سازی  نحوه  که  آنجایی  از 
تأثیرگذار است، انتظار می رود، به منظور پیش بینی مناسب رفتار خاک در این 
حالت، نیاز به تغییر پارامترهای مصالح در مدل رفتاری باشد. اما داده های کافی 
جهت واسنجی مدل در حالتی که نمونه ها با روش بارش آماده سازی شده اند 
وجود ندارد، به همین دلیل در این حالت داده‌های جدول 1 برای پیش بینی 
رفتار مورد استفاده قرار می گیرد. تنها به منظور بهتر کردن پیش بینی ها 125 
در  مدل  پیش‌بینی‌های  این،  بر  علاوه  شد.  داده  قرار   zmax= 30 و    G0=
بارگذاری چرخه‌ای زهکشی نشده، در شکل 10 با نتایج آزمایشگاهی روی 

ماسه‌ی نیگاتا مقایسه شده‌اند.

1 Air-Pluviation

aσrσ

شکل 9: مقایسه پیش‌بینی‌های مدل با نتایج آزمایش سه محوری 
فشاری زهکشی نشده چرخه‌ای روی ماسه تویورا )داده‌های 

آزمایشگاهی برگرفته از ]41[(

Fig. 9. Comparison of model predictions and undrained 
cyclic triaxial compression test results on Toyoura sand 

(lab data from [41])



نشریه مهندسی عمران امیرکبیر، دوره 49، شماره 4، سال 1396، صفحه 831 تا 844

840

شکل 10: مقایسه پیش‌بینی‌های مدل با نتایج آزمایش سه محوری 
فشاری زهکشی نشده چرخه‌ای روی ماسه نیگاتا

 )داده‌های آزمایشگاهی برگرفته از ]25[(

تنش روی  کنترل  با  نشده  بارگذاری چرخه‌ای زهکشی  نتایج   9 شکل 
انحرافی  تنش  آزمایش  این  در  می دهد.  نشان  را  متراکم  نسبتاً  نمونه ای 
چرخه‌ای به صورت سینوسی بین 28+ و 28- کیلوپاسکال نوسان می کند. 
هدف از ارائه این شکل، نشان دادن توانایی مدل در پیش بینی توزیع تجمعی 

فشار آب حفره ای و حرکت تدریجی مسیر تنش به سمت چپ می باشد. 
هر چند هم در نتایج تجربی و هم در پیش بینی های مدل کاهش شدید 
مقاومت در چرخه ی‌ نهم اتفاق افتاده و کرنش محوری در انتهای آزمایش 
به خوبی  مدل  اما  )در حدود 0/005-(،  است  پیش بینی شده  به خوبی  نیز 
روند تولید فشار آب حفره ای را پیش بینی نمی کند و نحوه ی حرکت مسیر 
تنش به سمت چپ در چرخه های متوالی تفاوت هایی با نتایج تجربی نشان 
می دهد. بنابراین هر چند مدل قادر است به صورت کیفی تولید تجمعی فشار 
آب حفره ای را پیش بینی کند )مدل های با سخت شوندگی همسان، از جمله 
مدل پایه فاقد این توانمندی هستند(، نمی تواند ارزیابی چندان دقیقی از لحاظ 

کمی از میزان فشار آب حفره ای تولید شده ارائه کند.
شکل 10 نتایج بارگذاری چرخه‌ای زهکشی نشده با کنترل تنش روی 
نمونه ای متراکم را نشان می دهد. در این آزمایش تنش انحرافی چرخه‌ای به 
صورت سینوسی بین 65+ و 65- کیلوپاسکال نوسان می کند. هدف از ارائه 
این شکل، نشان دادن توانایی مدل در پیش بینی تحرک سیکلی است، که 
در آن مقاومت نمونه به صورت لحظه ای بسیار کاهش می یابد و به نزدیکی 
صفر می رسد، با ادامه ی بارگذاری نمونه دوباره مقاومت خود را بازمی یابد و 

این چرخه ی کاهش-افزایش مقاومت متناوباً تکرار می شود. 
در این آزمایش نیز مدل از لحاظ کمی روند تولید فشار آب حفره ای را 
با دقت پیش بینی نمی کند، اما کرنش محوری ایجاد شده )با حداکثر خطای 
خوبی  به  )در سیکل ششم(  سیکلی  تحرک  پدیده ی  وقوع  و  حدود %16( 

پیش بینی می شود.
به منظور ارزیابی عملکرد مدل در بارگذاری چرخه‌ای زهکشی شده، در 
شکل 11 پیشبینیهای مدل با نتایج آزمایشگاهی روی نمونه ی متوسطی از 

ماسه‌ی تویورا مقایسه شده اند. در این شکل    کرنش برشی و برابر   
می باشد. در این حالت نیز نمونه ها به روش بارش در هوا آماده شده اند. 
در اینجا نیز G0=125 و zmax= 30  قرار داده شد. در این آزمایش نسبت 
و  بین 1/3+  تقریباً  و  است  داشته شده  نگاه  ثابت  تقریباً  در چرخه ها  تنش 

1- نوسان می کند.

γ1.5 qε

شکل 11: مقایسه پیش‌بینی‌های مدل با نتایج آزمایش‌های سه 
محوری فشاری زهکشی شده چرخه‌ای روی ماسه تویورا )داده‌های 

آزمایشگاهی برگرفته از ]41[(

Fig. 10. Comparison of model predictions and un-
drained cyclic triaxial compression test results on 

Niigata sand (lab data from [25])

Fig. 11. Comparison of model predictions and drained 
cyclic triaxial compression test results on Toyoura sand 

(lab data from [41])
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آمدن حلقه های  به وجود  است  قادر  نشان می دهد که مدل  شکل 11 
پسماند را پیش بینی کند )هرچه حلقه های آزمایشگاهی بیشتر بادامی شکل، 
ولی حلقه های پیش بینی ذوزنقه شکل هستند(. کرنش حجمی نیز در انتهای 
چرخه ی سوم با کمتر از 10% خطا پیش‌بینی شده است، هرچند، به خصوص 
در سیکل اول، مقدار این خطا بسیار بیشتر است. در این مورد نیز از لحاظ 
)که  کند  پیش بینی  را  حجمی  کرنش های  تولید  روند  می‌تواند  مدل  کیفی 
مدل های با سخت شوندگی همسان فاقد این توانمندی هستند( ولی از لحاظ 

کمی پیش بینی ها چندان دقیق نیستند.

نتيجه گيری -55
از  استفاده  با  همکاران  و  امام  رفتاری  مدل  بر  تعمیمی  مقاله  این  در 
چارچوب  در  پایه  مدل  شد.  ارائه  حدی  سطح  پلاستیسیته ی  فرمول‌بندی 
در  اشباع  ماسه‌ی  رفتار  پیش بینی  جهت  و  بحرانی  حالت  خاک  مکانیک 
بارگذاری تک‌سویه ارائه شده بود. در مطالعه‌ی فعلی، مدل پایه به گونه‌ای 
به  قادر  مدل جدید  آن،  اصلی  که ضمن حفظ خصوصیات  داده شد  تعمیم 
به موارد  راستا می‌توان  این  باشد. در  نیز  پاسخ چرخه‌ای ماسه‌ها  پیش‌بینی 

زیر اشاره کرد:
• در 	 پیشنهادی  روابط  از روی  با اصلاح مختصری  الاستیک  رفتار 

مدل پایه پیشنهاد شده است.
•  سطح تسلیم در مدل پایه به عنوان سطح حدی در مدل جدید در 	

نظر گرفته شد و همانند مدل پایه از نسبت تنش در نقطه‌ اوج مسیر 
سطح  اوج  نقطه‌ی  تنش  نسبت  تخمین  در  نشده  زهکشی  تنش 
حدی استفاده گردید. اثرات جهت بارگذاری )سه محوری فشاری 
یا سه محوری کششی( نیز در تخمین این نسبت لحاظ شده است. 
از یک قاعده‌ی نگاشت انحرافی نیز برای ساخت سطح بارگذاری 

استفاده شد.
•  قانون جریان در مدل جدید در حین بارگذاری همانند مدل پایه 	

بدین  است.  گرفته  آن صورت  اصلاحاتی  باربرداری  در  اما  است، 
معنی که هم علامت مؤلفه‌های بردار یکه عمود بر سطح پتانسیل 
پلاستیک در باربرداری اصلاح شد و هم اثرات تغییر بافت مصالح 

با کمک پارامتر بافت لحاظ گردید.
• پیشنهاد 	 رابطه‌ی جدیدی جهت محاسبه‌ی مدول سخت‌شوندگی 

گردید. این رابطه جهت پیش‌بینی رفتار مصالح هم در بارگذاری و 
هم در باربرداری قابل استفاده است.

• در نهایت پیش بینی های مدل با داده های آزمایشگاهی سه محوری 	
تک‌سویه و چرخه‌ای در شرایط زهکشی شده و زهکشی نشده مورد 
مقایسه قرار گرفت. با بررسی این مقایسه ها نتایج زیر قابل دریافت 

هستند:
•  در بارگذاری تک‌سویه، در اکثر موارد، خصوصیات مشخصه رفتار 	

دقت  با  بحرانی  حالت  و  تغییرفاز  نقطه  اوج،  نقطه ی  مانند  خاک، 

انحرافی  تنش  در  )خطا  می شوند  پیش بینی  مدل  توسط  مناسب 
کمتر از 5%(.

• اکثر فشارهای تحکیمی و نسبت های 	 بارگذاری تک‌سویه، در  در 
تخلخل اولیه، منحنی تنش-کرنش و مسیر تنش با دقت مناسب 

پیش بینی می شوند )خطا در تنش انحرافی کمتر از %12(.
• توانسته 	 مدل  شده،  بررسی  موارد  در  چرخه‌ای،  بارگذاری  در 

در  حفره ای  آب  فشار  تدریجی  افزایش  نمونه،  حجم  تغییر  است، 
سیکل های اولیه، محل و سیکل وقوع تغییرفاز، حرکت سریع مسیر 
تنش به سمت تنش های مؤثر صفر پس از تعییرفاز و صفر شدن 

لحظه ای تنش مؤثر در حین وقوع روانگرایی را پیش بینی کند.
• ماسه های 	 رفتاری  مهم  جنبه های  از  یکی  سیکلی  تحرک  وقوع 

متوسط تا متراکم در بارگذاری چرخه‌ای است. یکی از ویژگی های 
رفتار خاک است. هم‌چنین  نوع  این  پیش بینی  توانایی  مهم مدل 
دامنه ی کرنش های محوری ایجاد شده، در حین وقوع این پدیده، 
در بارگذاری کنترل تنش، به خوبی توسط مدل پیش بینی شده اند.

• با توجه به موارد فوق می توان گفت، مدل جدید قادر است بسیاری 	
از جنبه های مهم رفتاری خاک در بارگذاری تک‌سویه و چرخه‌ای را 
به صورت کیفی پیش بینی نماید و در بسیاری از موارد )به خصوص 
در بارگذاری تک سویه( این پیش بینی ها از دقت کمی مناسب نیز 

برخوردار هستند.

علائم اختصاری
علائم انگلیسی

ccr             پارامتر کنترل کننده انحنای خط حالت بحرانی
d               نسبت اتساع

e                نسبت تخلخل
F,f              سطح بارگذاری، سطح حدی        

G0, G         مدول برشی، پارامتر مدول برشی
H               مدول پلاستیک

kPT, aPT      پارامترهای تعیین نسبت تنش در تغییر فاز
K0,K          مدول بالک، پارامتر مدول بالک

	 kp, ap
  پارامترهای تعیین نسبت تنش در نقطه اوج مسیر تنش زهکشی نشده

M                نسبت تنش
	مولفه های بردار یکه عمود بر سطح پتانسیل پلاستیک ng2,ng1

nq, np          مولفه های بردار یکه عمود بر سطح بارگذاری

Pb                اندازه سطح حدی و سطح بارگذاری

q, p             تنش مؤثر متوسط، تنش انحرافی
	 r
آزمایش‌های در  متوسط  مؤثر  تنش  نمو  به  انحرافی  تنش  نمو   سبت 
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متداول آزمایشگاهی
s                    در بارگذاری 1+ و در باربرداری 1-

	در سه محوری فشاری 0 و در سه محوری کششی 1 t
zmax, z            پارامتر بافت و مقدار حداکثر آن

علائم یونانی
α                    میزان دوران سطح حدی )نسبت تنش در انتهای تحکیم)  

Γ               پارامتر کنترل کننده موقعیت خط حالت بحرانی
¯η, η         نسبت تنش در نقطه تصویر و در وضعیت فعلی تنش

	 λ
	 شیب خط حالت بحرانی در تنش های زیاد در فضای دو لگاریتمی

φ               زاویه اصطکاک
ψ               پارامتر حالت

زیرنویس
cs             حالت بحرانی

f               نقطه اوج مسیر تنش زهکشی شده
p              نقطه اوج مسیر تنش زهکشی نشده

PT           تغییرفاز
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