
 

 

  2يمحمد يراعلي; سم٭ 1 ييزد صباغ سعيدرضا

 يحل معادلات دوبعد يحجم محدود، برا -نيگالرک يسيات ماترياز از عملينيب يد حل عدديمقاله، روش جد نيدرا

ها، ر شکلييتنش و تغ يسازگار يبرا ي، با فرض روابط خطياصفحه يهاتنش حاکم بر يژدگاه لاگرانيدرد يکاوش

ن يتوسط ا ياصفحه يهااست. معادله حرکت حاکم بر صفحات تحت تنشتوسعه داده شده يمثلث يهاالمان يبررو

ات ياز به عملينح و بدون يصورت حل صرل سازه بهياند و تحلشده يسازساختار گسستهيب يهاروش در شبکه

-به يهاجواب يفيک يابين ارزيچنل و هميتحل جينتا از يکيزيف و يمهندس ديد جاديا يبرا. انجام شده است يسيماتر

-هم و تنشهم يرنگ مناطق بصورت ج ي، نتاياصفحه يهاتنش تحت ک صفحه نمونهي يبررو يعدد حل از آمده دست

است   سه شدهيمقا يعدد يهار روشيج سايو نتا آن يليتحل حل د و باانشده ميترس سازه هندسه يرو بر شکل رييتغ

 . 

 ساختاريب يمثلث يها، شبکهيانش صفحهل تي، تحلن حجم محدودي، روش گالرکيعدد يازسمدل

Analysis of a Plane-Stress Problems using Matrix Free 
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Unstructured Triangular Mesh 
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ABSTRACT 

In this article, a new finite volume solver which uses a matrix free Galerkin approach for explicit 

solution of weak form of two dimensional Cauchy equilibrium equations is introduced. This method is 

suitable for linear structural problems for which two-dimensional assumption can be applied. In this 

work, the two dimensional equations of motion governing the plane stress problems are solved on 

unstructured triangular meshes.  In order to present the accuracy of computed results of introduced 

method, a plate test case under distributed load with available computed results from other numerical 

methods are utilized. The results presented in terms of stress and strain contours and compared with the 

available analytical solution.  
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 يداريپا 1، روش اجزاء محدوديعدد يهابين روشدر 

ک ياستاندارد در محاسبات مکان يخودش را به عنوان روش

 ير شکلييحفظ کرده است، به خصوص در مسائل تغ 2جامدات

 يحل عدداست، کاربرد دارد.  يرخطيل مواد غيکه شامل تحل

 يجاد مشکلاتيآن، باعث ا يريناپذجامدات در محدوده تراکم

رشکل براساس يياز تغ يريشود. براي مثال در انتگرالگيم

  شوديجاد ميا يحجم يشدگن المان محدود، قفلييپا يهامرتبه

] 5[. 

ک يناميحل مسائل د يبرا 3در ابتدا روش حجم محدود

نه محاسبات انتقال جرم و يدر زم يو مسائل يالات محاسباتيس

ل ينه تحليدر زم، ولي امروزه ]1[شده حرارت  استفاده مي

ز ين يرخطيو غ يک خطيزوتروپياجسام جامد شامل مواد ا

 يريکارگبه يهاي اخير علاقه براافته، بنابراين در ساليکاربرد 

شتر شده يب يال مسائل سازهينه تحليروش حجم محدود در زم

 . ]3[است 

دست آمده از روش نمونه آزمون شاهد به يج تعدادينتا

تفاوت  يهارا نسبت به روش يترن بريحجم محدود، چند

مثال برخلاف حل  يدهد. برامحدود و اجزاء محدود نشان مي

ستار يت پاياست که وضع ي، حجم محدود روش4تفاضل محدود

-د. همينمايحل در معادلات حاکم بر مسئله را حفظ م يهاتيکم

 ي)با مرزها يهر محدوده هندس ين روش حجم محدود برايچن

( قابل استفاده است. اگرچه حل يمحاسباتقاعده و منظم يب

 يهاشامل سلول يهاييبندشبکه يحجم محدود بر رو

نداشته است، اما  يموارد رفتار مناسب يدر برخ يچهارضلع

شامل  يبندبه روش حجم محدود با شبکه يمحاسبات عدد

نشان  يليج حل تحليمناسبي با نتا يخوان، هميمثلث يهاسلول

ال و سازه به روش ياندرکنش س يباتداده است. حل محاس

در برخي موارد )که از دو نوع کد متفاوت شامل   اجزاء محدود

است( شده ال و سازه استفاده يس يبرا يبنددو نوع شبکه

ک يناميند دي. اما از آنجا که فرا]4[ساز بوده است مشکل

حجم محدود به طور  يهابراساس روش 5الاتيس يمحاسبات

حجم  يک سازه محاسباتيفته است، حل مکانايكامل توسعه 

ال و سازه را يس يادهير مسائل چند پديمحدود امكان حل درگ

كه  يمهندس ياز کاربردها يارين در بسينمايد. بنابرايفراهم م

آب و  يادهير چند پدياحتياج بسيار زيادي به حل مسائل درگ

ل  تواند براي حسازه در آن وجود دارد، روش حجم محدود مي

ن، به ياز محقق يان در چند دهه گذشته عدهيمناسب باشد. بنابرا

ک يحل مسائل مکان يحجم محدود برا يهاتوسعه روش

توان به دو دسته يها را من روشياند. اعلاقمند شده يمحاسبات

نمود که هر دو،  يبندت سلول و رئوس سلول طبقهيمرکز

. دسته ]6و5[رنديگيکار محجم کنترل به يستار را روين پايقوان

صورت حجم محدود که به يسنت يهااول براساس روش

الات استفاده يس يک محاسباتيناميمسائل د يبرا ياگسترده

ک سلول يشده بنا شده است و در آن حجم کنترل برابر يم

شود. در دسته دوم حجم کنترل يدر نظر گرفته م يمحاسبات

ک يلها است که در از سلو ياا تمام حجم مجموعهيشامل بخش 

ها ن روشياز ا يمتنوع يهاوهيمشترکند. اگرچه ش ينقطه گره

ساختار و باساختار مورد استفاده قرار يب يهاشبکه يبررو

مناسب با حل  يوه حل ضمنيهاي اخير شدر سال اند،گرفته

ال و سازه ارائه شده که مناسب کاربرد ير مسائل سيدرگ

 .]7[ ساختار استيب يهاشبکه يبررو

ح )بدون يدر تحقيق حاضر، روش حل حجم محدود صر

 ياساس يهادهي( که براساس برخي ايسيات ماترياز به عملين

 يگذارهيپا يساختار مثلثيشبکه ب يبرا المان محدود يهاروش

ن روش اگرچه تابع شکل يشود. در ايم يشده است، معرف

ت ف معادلايشکل ضع يسازدر روند گسسته يجزء مثلث يخط

دار استفاده وزن يهاماندهين باقيوه گالرکيبه ش يتعادل کاوش

ن حجم يگالرک يفرمول بند يشود، اما در پايان روابط جبريم

ح يصورت صرد که بهيآيدست م، بدون تابع شکل به 6محدود

 توسعه داده شده يج طرح عددينتا يابيارز يبرا .قابل حل است

 صفحات از يهاينمونه يرو يت تعادلي، وضعيدوبعد ليتحل

 و تنش يبرا جينتا شده و انجام ياصفحه يهاتنش تحت

گزارش شده در  يو عدد يليتحل حل با صفحه نيا رشکلييتغ

 .اندشده سهيمقا مقالات مرجع

 

وسته يک جامدات، رفتار حرکت پيمکان يدر مسائل دوبعد

    ف يحاکم برآن تعر يکاوش يصفحه توسط معادلات تعادل
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xyyyxx NNNN ),,(  و
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بردار  يهااز مولفه يصورت تابعت بهن معادلايارشکل، ييتغ

Tرمکان ييتغ

yx uuu ),(
 يهاکه در جهتند يآيدست مبه x 

y, معادلات براساس دو مجهول ،yu, xu (1رابطه ) صورتبه 
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 يمعرفه  (3رابطهه ) صورت ب ثابت معادلات بهيها ضراآن که در
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 دست آوردن شکل گسسته معادلات حاکم برهب يبرا

 : شودياستفاده م (4عبارت )، i راستايصفحات در 
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 : عبارتنداز ياصفحه يهاکه در آن تنش
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ضرب  دار، پس ازوزن يهاماندهيروش باق يريکارگبا به

رحوزه يآن در ز يريگ( وانتگرال4در معادلات ) تابع وزني 

 : ]9[توان نوشت يم (،5شکل ) Ω يمحاسبات
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 n با مساحت يمنطقه محاسبات :(5)شكل 

تواند برابر با يم  ين، تابع وزنيبا توجه به روش گالرک

ک ي يبرا k ن تابعيانتخاب شود. ا  يخط يابيتابع درون

مقدار واحد  n، نظر، در محل گره مورد)با سه وجه( يالمان مثلث

 (:1)شکل  رديگيمقدار صفر به خود م kها ر گرهيو در سا

 
  يخط يک المان مثلثي (:1)شكل 

 جملهن مجموع يبنابرا ].[ iF


 n يدر مرز محاسبات 

صورت ( به5ن طرف راست معادله )يچنمه .استصفر با برابر 

 شود:يم يساز( گسسته6رابطه )
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 يسازو گسسته يخط يک المان مثلثي يعبارت سمت چپ بررو

 :عبارت است ازکمک روش تفاضل محدودبه يمشتق زمان
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رابطه ( به صورت 4معادله ) يين شکل گسسته نهايبنابرا

 :ديآي( بدست م9)
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-نشان j و بردار xگر جهت انينما iنکه بردار يتوجه به ا با

 يها، تنشاست yدهنده جهت 
2iN1وiN رابطه صورت به

 ند:شويمحاسبه م (51)
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بها سهه وجهه     يمسهاحت المهان مثلثه    (الف-3)شکل در  ،kAکه 

در شود يم ( ديدهب-3) گونه که در شکلقت هماني. در حقاست

 يهها در مرکز هر سلول که بها رنه    2iNو1iNريمقادابتدا 

در راس  پايهان دست آمده و در همتفاوت نشان داده شده است ب

 يهههار مکههانييههتغ(، ج -3) در شههکل iره شههده يههحجههم کنتههرل ت

xy uu  شوند. يمحاسبه م ,



 

 
 الف(

   
 ب(

 
    
 ج(

 ساختاريب ياستفاده در شبکه مثلث مورد يها(: حجم کنترل3)شكل 

محاسبه  يکنترل فرع حجم -ب kAمساحت با يالمان مثلث –الف 

حجم کنترل  -ج  )کرنش( در مراکز المان يير مشتقات جابجايمقاد

 )رئوس المان( يدر نقاط گره يير جابجايمحاسبه مقاد يبرا ياصل

  

 که تحت  يکل در حالت دوبعدش ياک صفحه ذوزنقهي

ه شده يافزار تهاست، توسط نرم قرار گرفته ياصفحه يهاتنش

 يز براين ]55 [و ]51 [ ن نمونه در مراجعين ايچنل شد. هميتحل

ن برنامه با يج اينتا ،گرفته استفاده قراربررسي درستي مورد 

ت. حاصل شده اس يخوب خوانيهمسه شده و يمقا يليج تحلينتا

 است:  آمده (1جدول )ن صفحه در يمشخصات ا

 

 بررسي درستي يابيصفحه مورد استفاده در آزمون ارز (:4)شكل 

 ليشکل مورد تحل يا(: مشخصات و عوامل صفحه ذوزنقه1)جدول 

تحت  ياصفحه نازک ذوزنقه يعوامل محاسبات ريمقاد

 ياحهصف يهاتنش

M N/m ,+ درجهت بارگستردهNxx   

m 5 /1  ،ضخامت صفحهt 

3m
kg 1731   ته،يدانس 

MPa  151513   ان ، يمدولE 

 نسبت پواسون، 3/1
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 لمانا 71نقطه و  11الف( شبکه شامل 
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   المان 191نقطه و  341ب( شبکه شامل 
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 المان  5543نقطه و  641پ ( شبکه شامل 
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  المان  1174نقطه و  5391ت ( شبکه شامل 
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 المان 4515نقطه و  1116ث ( شبکه شامل 
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 المان 14743نقطه و  5552ج (  شبکه شامل 

 استفاده شده در آزمونمختلف  يهايبندشبکه (:1)شكل 

رشکل وسط ضلع ين آزمون، تغيسه در ايقابل مقا عوامل

DE  و تنش بوجود آمده درB،  راستايدرx  که از حل  است

ها آن يبرا =mm 44/1 U= ،Mpa3/61SXر يمقاد يليتحل

ن يگالرک يلين صفحه توسط روش تحليا .]51[ اندشده محاسبه

( 5که در شکل ) شش نوع شبکه مختلف يحجم محدود بررو

ج بدست آمده از آن در يو نتا شدل يآورده شده است، تحل

ه آورده شدب( -1( و )الف-5و نمودارهاي ) (3) و (2ول )اجد

 .است

 

 يهاروش يبرحسب تعداد نقاط، برا Bالف( نمودار تنش در نقطه 

 مختلف يعدد

 
 يبرحسب تعداد نقاط، برا - DEرمکان در وسط مرز ييب( نمودار تغ

 مختلف يعدد يهاروش

 جينمودار نتا(: 1)نمودار 

 

 



 

 و درصد خطاها صفحهاز  Bدر نقطه  x راستايدست آمده در هب يهامقدار تنش (:2)جدول 

 هاآن يمتفاوت و درصد خطا ياهشاز رو DEدر وسط ضلع  x راستاي ده درر مکان بدست آمييج تغينتا (:3)جدول 

 

و نمودار  ييجاجابه ييگرا( نرخ هم7( و )6) يهاشکل

    ند.دهيثابت نشان م يتعداد تکرارها خطا را با يتميلگار

ش تعداد تکرار يزاها با افاست، جواب مشخصطور که همان

تر شيها بن ارزش جوابي، بنابراشودميو خطا کمتر  شدهثابت 

 يصورت نقشه رنگهج محاسبه شده بياز نتا يانمونه د.شويم

شده (آورده 9و ) (5)شکل در  تنش،و هم مکانرييمناطق هم تغ
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 يي مقدار نمودار نرخ همگرا: (6شکل)
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 برحسب تکرار ييجاجابهو ييهمگرا يطاخ يتمينمودار لگار(: 7)شكل 

درصد 

  GFVMيخطا
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     GFVMآمده از روش  بدست xu ر شکليتغ يلف( نقشه رنگا
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 xxN(MPa) تنش يالف( نقشه رنگ
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 Nyy(MPa) تنش يب( نقشه رنگ
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 xy  N(MPa)تنش يج( نقشه رنگ

 تنشمناطق هم ينقشه رنگ :(9) شکل

 

ن حجم محدود يح گالرکيدر مقاله حاضر روش حل صر

عادلات تعادل حل م يبرا يسيات ماتريبدون استفاده از عمل

مسائل  يو برا شد يمعرف يدو بعد ياحاکم بر مسائل سازه

کار برده هت تعادل بيدر وضع ياصفحه يهاصفحات تحت تنش

ج گزارش شده از يو نتا يليج تحلين روش با نتايشد. دقت ا

 ياک صفحه ذوزنقهيآزمون  يبرا يحل عدد يهار روشيسا

     مناسبج يه شد. نتاديسنج يشکل تخت در صفحه دو بعد

 ييو کارا درستين مقاله يدر ا يات عددياز تجرب دست آمدهبه

ج يبا توجه به نتا .دهديم نشانتوسعه داده شده را  طرح

ساختار يب يهاشبکه يسه درصد خطا برايشده و مقاسبهمحا

تر شدن دهد که کوچکيبا اندازه اجزاء متفاوت نشان م يمثلث

 يو کاهش خطا يدر دقت محاسبات ينقش مهم ،يبندابعاد شبکه

ات ياز از عملينيي بروش يشده دارد. معرف يروش معرف

      يهاشبکه يتواند بر رويکه م يعنوان روشبه يسيماتر

 يتواند با سرعت و دقت خوبيکار برده شود مهز بيساختار نيب

ن روش يت در توسعه ايل سازه را بدست دهد. موفقيج تحلينتا

         شبکه  يرا بر رو يمعادلات کاوششکل تابع زمان که 

حل مسائل  يرا برا راه دينمايل ميتحل يساختار مثلثيب

 د. ينمايم ممكن را دهيچينامنظم پ يمرزها با يهاسازه يکيناميد
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