
 

 

  3يحسين يسيد عل ؛٭ 2يزاده حقطواف نگار سيده ؛ 1رضا عطارنژاد

از به گسترش يح داده شده و نيتعميم يافته توض يبه روش زيرفضا يغيرخط يدر ابتدا کليات تکنيک تحليل ديناميک

پرداخته خواهد شد. سپس  ييک بعد يروش تحليل زيرفضا يادامه به بررس دربا اين روش پرداخته شده است.  تحليل

مراحل حل با استفاده از  ي، اصلاحات مورد نياز بر رويند حل به انجام تکرار در هر گام زمانيبا توجه به نياز فرآ

 شتاب دهنده آيتکن انجام گرفته است. 

 اند. براساس الگوريتم حل اصلاح شده، به طور خلاصه آورده شده شدهانجام  يددع يهاان تحليليدر پا

 .، شتاب دهنده آيتکن، صفحه، پوستهيتعميم يافته يک بعد يزيرفضا

Investigating Performance of Aitken Accelerator in 

Dynamic Analysis by One-Dimensional Generalized 

Subspace Method 
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ABSTRACT 

This article investigates the performance of Aitken accelerator in analysis by one-dimensional 

generalized subspace method. At first, it has dealt with non-linear dynamic analysis by generalized 

subspace technique and the necessity of extending analysis by this method. There after one-dimensional 

subspace procedure is presented. According to requirement of the process to iteration in each time step, 

the approach is modified with the help of Aitken accelerator. 

Finally, the numerical examples, according to modified algorithm, are presented.  
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 شرايط مختلفل خاص، اشکدر اها سازه يليحل تحل

به ، يگاههيط تکيو شرا رمعموليغ يهايسخت شدگ ،يگذاربار

      يشرايط ديناميک يغيرخط يخصوص در رفتارها

د به عنوان ودحن روش اجزا ميبنابرا .دارد يهاييتمحدود

 در نظر گرفتتوان يرا م ييهايگيدچيپ چنينکه در آن  يروش

 است.  از موارد مورد استفاده قرار گرفته يدر بسيار

يک تحليل  يخطت غيردر حال يجا که تحليل ديناميکاز آن

است که بر اساس مدل اجزا محدود با  يافزايش - يتکرار

 يهاها است، بنابراين در تحليلاز المان ياستفاده از تعداد زياد

واقعي با يک سيستم بزرگ معادلات تعادل همزمان که براساس 

ها بنا شده است، متصل کننده المان يهاتعادل در هر يک از گره

و  يهيم بود که بخصوص در مسايل غيرخطرو به رو خوا

 خواهد. يم يوابسته به زمان صرف هزينه و زمان زياد

 يها)دستگاه ياز موارد تعداد زياد درجه آزاد يدر بسيار

بزرگ معادلات(، نه به علت پاسخ پيچيده مورد انتظار بلکه به 

 يسيستم و يا تغييرات سريع خصوصيات فيزيک يل توپولوژيدل

هاي کاهش اين موضوع اساس روش .[1]شوديف ميتعر

سيستم بدون از دست دادن دقت قابل قبول  يدرجات آزاد

 ها است.بازتاب

اوليه سيستم به يک زيرفضا، در  يعمل کاهش ابعاد فضا

 ياست که با يک تبديل خط يحقيقت يک نوع تصويرساز

Z=TXگيرد. ي، از يک فضا به يک زيرفضا صورت مX  يک

 يبعد m يتصوير آن در زيرفضا Zو  يبعد nبردار دلخواه 

 يبعد mبردار  n، از Tاست. بنابراين ماتريس تصوير کننده 

 تشکيل شده است.

همواره با از دست دادن اطلاعات  ي، عمل تصويرسازيول

 يتوان يک خانه را فقط از رويهمراه است. به عنوان مثال نم

بنابراين بايد در نظر داشت که عمل  آن ساخت. يتصوير افق

اوليه سيستم همواره با خطا همراه خواهد بود.  يکاهش فضا

 حداقل نمودن اين خطا، باعث بوجود آمدن روش يتلاش برا

شده است. در اين روش با  ييک بعد يتحليل در زيرفضا

 يهمزمان سيستم، به جا يمعادلات تعادل ديناميک يمجزاساز

 ييک بعد يمعادله تعادل مجزا mل همزمان، معادله تعاد mحل 

 حل خواهد شد. 

اصلاح جواب حاصل از حل معادلات تعادل  يچون برا

 يخواهد بود، برا ياز به يک راه حل تکرايسيستم ن يمجزا

معمول تحليل، تعداد اين  يهاقابل رقابت با روش ياايجاد شيوه

يط تکرارها بايد به حداقل کاهش يابد. به خصوص در شرا

 سازه بزرگ است. يهاکه تغيير شکل يو حالات يخاص بارگذار

 

به صورت  يمعادله حرکت يک سيستم در حالت ديناميک

 شود:ي( بيان م8رابطه )

(1) FKUUCUM    

بردار تغيير مکان، سرعت، شتاب و باار   Fو U،U،Uکه در آن

سيسااتم  يو سااخت يجاارم، ميراياا يهاااماااتريسKوM،Cو

 هستند.

عبارت است از تبديل مختصات  ياعمال روش کاهش

يير مکان اين تبديل، بردار تغ يمعادلات حرکت سيستم که برا

از تغيير     ي( به صورت ترکيب خطn)مرتبه  U(t)مجهول 

 شود:  ي( بيان مm)مرتبه  Y(t)تعميم يافته  يهامکان

(2) YU   
که ايان عباارت نشاان دهناده تباديل مختصاات سيساتم اسات.         

( باوده  n)مرتباه   i يتونبردار سا  m يداراماتريس تبديل

مستقل و کامل هستند. با انجام تباديل مشاابه    يکه بصورت خط

سرعت و شاتاب و باا پايش ضارب نماودن       يدر مورد بردارها

شاکل  ، Tدساتگاه معاادلات حرکات در    يهاا هريک از عبارت

( بياان  3ه )تبديل يافته معادلات حرکت سيستم به صاورت رابطا  

  شود :يم

(3) FYKYCYM
~~~~

   

Mکه يطوربه
~،C

Kو~
کااهش يافتاه از    يمربعا  يهاا مااتريس  ~

Fو mدرجه 
 است. mکاهش يافته از درجه  يبردار بارها ~

کاهش ابعاد سيستم در اين روش بايد  يکه برا يمراحل

 صورت گيرد عبارتند از:

 پايه زيرفضا يجاد بردارهايا -8

 پايه يقطع توليد بردارها يمعيارها -7

شرايط  يتعميم يافته و بردارها يهامحاسبات ماتريس -3

 يمتوال يزمان يهااوليه مربوط به گام

 يافته تعميم يتشکيل دستگاه معادلات در زيرفضا -4

 يواقع يحل معادلات و انتقال به فضا -5

ژه يو ين روش بردارهايدر ا يشنهاديبردار پ ين سرياول

 يرفضايروش ز ين بردارها براياز آنجا که بهتر يبودند، ول

 .[2]شنهاد شدنديپ يگريمختلف د يستند، بردارهايافته نيم يتعم
تعميم يافته وجود  يزيرفضا توليد يبرا يمختلف يبردارها

 يويلسون، مودها-ريتز يويژه، بردارها يدارند مانند بردارها

 ره.يکمانش، مشتقات مسير، مشتقات مودال و غ

جاد زيرفضا در اين تحقيق، يا يمورد استفاده برا يبردارها



 

تعيين اين مجموعه  يمرحله اول برا .[3]ريتز است  يبردارها

سيستم  يبردار بارگذار يمتعامد، تعيين توزيع مکان يبردارها

سيستم در  ياست. اولين بردار ريتز نشان دهنده پاسخ استاتيک

در مرحله بعد، بردار بدست آمده به  .[4] است Fمقابل بردار بار

 شود:يم [5]( نسبت به بردار جرم نرماليزه 5( و )4صورت )

(4) 
M

UU 111 /  

(5) 2/1

111 )( MUUU T

M
  

کاه در تحليال    يدينااميک  يدر تعيين بردار اول ريتز از بردارهاا 

گردد. اين بردار خطا در مرحله بعاد  ينظر مدخالت دارند، صرف

م اعمال شده و به اين ترتيب بر سيست يبه عنوان بردار بارگذار

 يهاا شوند. در واقع در پاساخ يمحاسبه م يريتز بعد يبردارها

اند که در گام حذف شده يديناميک يها، در هر گام نرمياستاتيک

اعماال شاده و باه هماين ترتياب       يبعد به عنوان بردار بارگاذار 

 گردند.يمحاسبه م يريتز بعد يبردارها

تقل و کامل باشند در هر مرحله پايه بايد مس يچون بردارها

عمود شود تا  يقبل يدست آمده بايد بر بردارهابردار ريتز به

قبل است، حذف  يبردار جديد که در جهت بردارها يهامولفه

توان در هر يروش، م يارتقاء خصوصيات پايدار يشوند. برا

 يبردار ريتز قبل يجابه هنگام شده به يگام از بردار استاتيک

 ه نمود.استفاد

پاسخ  يريتز محاسبه شده، شامل بخش اصل يبردارها

 هستند. ياز بارگذار يتغيير مکان ماندگار ناش يسيستم يعن

قطع توليد بردار ريتز  يطور همزمان برابه يياز معيارها

 :[5]گردد که عبارتند از ياستفاده م
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اسات کاه    يباردار  Mسيساتم و باردار   يبردار بارگاذار  fکه 

عناصاار آن
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در  يطور که در مقدمه اشاره شد، تصويرسازهمان

تغيير مکان در  ي. خطا[6] زيرفضا هميشه با خطا همراه است

 : [7]شامل دو مولفه است که عبارتند از  يعمل تصويرساز

تعميم يافته که  يمولفه خارج از )عمود بر( زيرفضا -الف

 يبردار يپايه مولد فضا ينشان دهنده آن بخش از بردارها

تحليل قرار  يمولد زيرفضا ياست که در دسته بردارها ياصل

عات سيستم تحت ارر انگر بخش از دست رفته اطلايندارند و نما

تعميم يافته است.  يبر زيرفضا يبردار يفضا يتصويرساز

تحليل، نحوه انتخاب  يتنها عامل مورر بر اين بخش از خطا

پايه با  يبردارها مولد زيرفضا و خصوصيات اين بردارها

وارد بر سيستم  يو بردار بارگذار يفيزيک يهايتوجه به ويژگ

 هستند(، خواهد بود. )که ترسيم کننده پاسخ سيستم 

تعميم يافته که نه تنها به  يمولفه داخل زيرفضا -ب

سيستم بلکه به روش  يپايه مولد زيرفضا و سخت يبردارها

دارد. اين مولفه در  ينيز بستگ يانتخاب يگام زمان يتحليل و حت

سيستم در  يمعادلات تعادل ديناميک ياز درگير يحقيقت ناش

نابراين اگر بتوان معادلات تعادل تعميم يافته است ب يزيرفضا

نمود،  (Decouple) يهمزمان سيستم را مجزاساز يديناميک

ويژه سيستم تعميم يافته( اين  ي)مانند حالت استفاده از بردارها

 . [7]شود يمولفه خطا حذف م

 

که  يانکاهش ابعاد زيرفضا و زم يدر حالت عموم

پايه فقط نسبت به ماتريس جرم متعامد هستند،  يبردارها

سيستم کاهش يافته پر بوده و دستگاه معادلات  يماتريس سخت

تعميم يافته به صورت مجزا نشده  يحرکت سيستم در زيرفضا

 يهاماتريس يکه ارر عناصر غيرقطر يماند. در صورتمي يباق

تحليل ناديده گرفت سيستم کاهش يافته را در  يو ميراي يسخت

و دستگاه معادلات را مجزا فرض کرد و پس از انجام تحليل ارر 

اين عوامل در پاسخ سيستم آورده شود، الگوريتم تحليل در 

ريتز از لحاظ حجم  يتعميم يافته براساس بردارها يزيرفضا

ن که يويژه را خواهد داشت، بدون ا يبردارها يمحاسبات کاراي

 اله ويژه را به همراه داشته باشد.محاسبات سنگين حل مس

براين اساس با انتقال سيستم معادلات به زيرفضا و حذف 

، معادلات تعادل بطور مجزا و در حالت يک يغيرقطر ياعضا

معادله  nحل  يحل خواهند شد. اين بدان معناست که بجا يبعد

معادله تعادل مجزا حل گردد. پس از حل،  mتعادل همزمان، 

به صورت  يغيرقطر يدخالت دادن اعضا يا براهتغيير مکان

 :[7]گردند ي( اصلاح م81رابطه )

(11) 
0111 UUUU   

مربوط به سيساتم کااهش    يهاپاسخ ي، دارا1U( 81در رابطه )

 يهاا مااتريس  ييافته با صرف نظر نمودن از عناصار غيرقطار  



 

پاسخ مربوط به سيستم کااهش يافتاه باا     1U، يو ميراي يسخت

و  يساخت  يهاا مااتريس  يدر نظر گرفتن ارار عناصار غيرقطار   

  يهاااماااتريس يتغيياار مکااان اوليااه اساات. اجاازا 0Uو يميراياا

, باه   يغيرقطر ياعضابرابر صفر و در  يقطر يدر اعضا

 شوند:ي( تعريف م87( و )88صورت رابطه )
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 است. يانتخاب يگام زمان که

حاصل از سيستم معادلات  1Uيبرمبنا 1Uهدف تعيين

 يحرکت مجزا بدست آمده، به اين ترتيب يک راه حل تکرار

فوق خواهيم داشت که در تکرار  يتحليل رابطه بازگشت يبرا

11اول  UU   است و معادلات مربوط به هر تکرار در رابطه

ه شود. بنابراين در اين مرحليمرحله بعد قرار داده م يتکرار

است که  ياصلاح بردار تغيير مکان نياز به تکرارهاي يبرا

شديد، تعداد اين تکرارها  يهندس يبخصوص در مسائل غيرخط

 يابر سرعت بسيار تاريرگذار خواهد بود. چنانچه بتوان به گونه

الگوريتم  يتعداد اين تکرارها را به حداقل ممکن کاهش داد، کاراي

 .[3]اهد رفت بسيار بالا خو يدر مسائل غيرخط

 

در اصلاح بردار تغييرمکان آورده شده در  يند تکراريفرآ

از  ي، يکيهندس يغيرخط يها( بخصوص در تحليل81معادله )

روش تحليل،  يحل است. بنابراين کاراي يهاتمبرترين قسزمان

که بتواند  يروشبه تعداد اين تکرارها خواهد داشت. هر  يبستگ

را به حداقل  يرسيدن به همگراي يتعداد تکرار مورد نياز برا

از موررترين و  ين يکيبرد. بنابرايرا بالا م يبرساند، کاراي

با  يحل تکرار يهانديبه فرآ يشتاب بخش يهاترين شيوهساده

قرار گرفته  يدهنده آيتکن در اين مقاله مورد بررسنام شتاب

    يدر اين روش با محاسبه سه بردار تکرار ابتداي .[8]است 

 يبا دقت بسيار بالا و نزديک به جواب واقع يم، جوابيتوانيم

 دست آوريم.به

که به صورت  يتکرار يهانديفرآ يدهنده برااين شتاب

طور ند بهييک فرآ يرود. وقتيشوند به کار ميهمگرا م يخط

 :  [8] شوديهمگرا م يخط

(13) 1)(1   iiii CxCx   

رابت  ياتا اندازه iC، يشماره تکرار است. در نزديک همگراي iکه 

و ساپس حال    Cو حاذف   i+1باا   iماند. با جاايگزين کاردن   يم

 خواهيم داشت: α يمعادله برا
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تواند به صاورت  ي( که م84به علت تفاوت درجه دو در معادله )

 2δ Aitkenبيان شود، اين شيوه به نام شيوه  ييک تفاوت مرکز

 شود.يخوانده م

( نشان داده شده است، معادله 8طور که در ضميمه )همان

( 84شود. بنابراين از معادله )يهمگرا م ي( به صورت خط81)

توان استفاده نمود. در يدادن به اين شيوه حل مسرعت  يبرا

 ي( بازنويس85( به صورت رابطه )84گونه معادلات، رابطه )اين

 شود:مي

(15) 
x

x
xx r

i

r

ir

i

r

i )(2

2)(

1)(

2

)( )(




 



      mr ,...,2,1  

r  بردار وابسته و  ياجزاi کنند. ايان  يشماره تکرار را تعريف م

 يسرعت همگرايا  يتکرار يهاساده بوده و در حل روش بسيار

 ارتقاء دهد. يمناسب يرا با کاراي

 

به کمک  يافزار، نرميروش پيشنهاد يکاراي يبررس يبرا

و براساس الگوريتم حل،  نوشته شد  [9]موجود  يهاربرنامهيز

 .قرار گرفت ير مورد بررسيبه شرح ز يهايو مثال

 

گاه دو طرف شکل با تکيه يادر اين مثال سقف استوانه

قرار      يسينوس يبه مشخصات زير تحت بارگذار يمفصل

 گيرد:يم

متر، يسانت 126/1متر، ضخامت  6/2ابعاد سقف: شعاع 

(( و 8شکل شماره )متر ) 71/85درجه، طول  41 يزاويه بازشدگ

)75.0sin(005.0)( يبارگذار ttf  

3.0 ،0.300مشخصات مواد:  x ،0.400   و

0.35045  ،00.11540 yzxzxy GGG  ،2.20012   و

0.30000 yx EE واحدها113/1، وزن مخصوص ، m  و

MN .است 



 

15.20 m

r = 7.60 m

40°

 

 هندسه سقف و ابعاد :(8) شکل

( نشان داده 7تغير مکان جسم تحت بار وارده در شکل )

عملکرد شتاب دهنده آيتکن،  يبررس يشده است. سپس برا

بسيار  يهامختلف و تغيير مکان يسيستم در شدت بارها

ج براساس نسبت يقرار گرفته است. نتا يسبزرگ مورد برر

مدت زمان تحليل با استفاده از شتاب دهنده و بدون آن 

 ( آورده شده است.3برحسب بار وارده در شکل )

بررسي ارر متقابل تنش تسليم و شتاب دهنده  يهمچنين برا

 يآيتکن، نتايج بدست آمده از تغييرات تنش تسليم ماده، برا

درصد بيشتر از  871و  811، 11، 41که تسليم آن  ياماده

در      171/1ماده باشد، در مقدار بار حداکثر  يتسليم واقع

 (  ارائه گرديده است.3شکل )

 

 تغيير مکان سيستم :(7) شکل

 

دون و ب نسبت مدت زمان تحليل با استفاده از شتاب دهنده :(3) شکل

 آن 

 

نسبت مدت زمان تحليل با استفاده از شتاب دهنده و بدون  :(4) شکل

 آن

 

 يگاه گيردار سرتاسرتکيه يدر اين مثال رفتار پوسته دارا

 يمورد بررس يبا مشخصات زير، تحت بار گسترده سينوس

 گيرد. يقرار م

متر. اگر يسانت 87/1با ضخامت  متر6متر در 6ابعاد پوسته: 

مبدا مختصات در مرکز پوسته قرارداده شود، ارتفاع هر نقطه 

15/1)(پوسته برابر است با:  يرو 22 yxz ( (5، )شکل)  

Z

X

Y

Z= -1/15(X²+Y²)

 

 يگاه سرتاسرهيتک يپوسته دارا :( 5) شکل

، 113/1خصوص مشخصات مواد: وزن م
3.0،0.200000 yx EE،0.76900 yzxzxy GGG،

0.300 x ،0.400 y ،0.345045   و

0.144023012013   يبا واحدها m وMN .است 

)75.0sin(5.3)(تغير مکان جسم تحت بار  ttf ( 6در شکل )

 ان داده شده است.نش

دهنده شتاب ينشان دادن مقدار کاراي يهمانند مثال قبل، برا

 يهاانجام تغييرشکل يمتعدد برا يهايجسم تحت بارگذار

گيرد و مدت زمان تحليل با شتاب دهنده و بدون يبزرگ قرار م

 ( مقايسه شده است. 2آن، بر حسب ميزان بار وارده در شکل )

متعدد مورد  يهاسم با افزايشهمچنين مشخصات تسليم ج

در   5/5بار حداکثر  يقرار گرفته است که نتايج برا يبررس

 ( نشان داده شده است.1شکل )

 

 نتايج تحليل در زيرفضا

نتايج تحليل بدون کاهش 
 ابعاد



 

 

 (cmتغيير مکان سيستم ) :(6) شکل

 

 

 شتاب دهنده تحت ارر بار ييکارا :(2) شکل

 

 
 ميشتاب دهنده با توجه به تسل ييکارا :(1) شکل

 

 

دهند که جسم مدل شده به روش توصيف ينتايج نشان م

تر از جسم مدل شده بدون کاهش ابعاد فضا است. شده نرم

 دارد. يروش ارائه شده دقت خوب  يول

 يکاربرد واقع ياصلاح انجام شده با شتاب دهنده، در مواقع

براساس هندسه در  يدهد که عوامل غيرخطيشان مخود را ن

ها و تحليل دخالت کرده و جسم بر ارر بار وارده، تغيير مکان

اين موضوع     يکند. علت اصليرا تجربه م يبزرگ يهاتنش

 يو خمش يبرش يهاها و وارد شدن تنشتواند افزايش تنشيم

ماتريس  يغيرقطر يو رشد اعضا يدر معادله سازنده سخت

 سازه باشد.  يسخت

نمودارها بيانگر آن است که هر چه سيستمي تحت 

را تجربه کند، به اين  يبزرگتر يهايکسان بتواند تنش يبارگذار

معنا که تنش تسليم آن بالاتر رود، ارر شتاب دهنده مورد 

 استفاده بيشتر است.

ها، به اين علت که تغييرات پس از تسليم اکثريت المان

 ياشود، درصد کاهش زمان تا اندازهيند مک يماتريس سخت

 نخواهد کرد. ياديمتوقف شده و تفاوت ز

 يکاهش زمان بدست آمده براساس سيستم مورد بررس

کاهش مدت  يمتفاوت بوده و حداکثر درصد به دست آمده برا

 است.  %71زمان حل برابر با 

 

( 86( به صورت رابطه )81معادله اصلاح تغيير مکان )
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 ينشان دهنده آن بخش از تکرار است که مقدار رابت Uکه در آن 

( نوشاته        82ام به صورت رابطه )nدارد. بنابراين، خطا در تکرار 
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( باه  82معادلاه اسات. حاال اگار معادلاه )      يجواب حقيق tUکه 

 شود: ي( بازنويس81صورت رابطه )
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( باه  81( را صادق است، رابطه )86، در معادله )tUجا که از آن

 شود:ي( نوشته م89)صورت رابطه 
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 شود.يهمگرا م يبنابراين تکرار اگر همگرا شود، به صورت خط

 مراجعه شود. ]2[به مرجع شماره  يهمگراي يبررس يبرا

 

 

 

 

 

 نتايج تحليل در زيرفضا

 نتايج تحليل بدون کاهش ابعاد



 

[1] Noor A.K.;  “Recent Advantages and Applications of 
Reductions Methods", Applied Mechanics Review, 

Vol. 47 No. 5 ,1994. 

[2] Wilson, E.L., Yuan, M. and Dickens, J.M.; 
“Dynamic Analysis by Direct Superposition of Ritz 

Vectors”,Earthq. Eng. Struct. Dyn., Vol. 10, 1982. 

[3] Tavafzadeh, S.N. ; “ Non-Linear Dynamic Analysis 
of Plates and Shells by Modified One Dimensional 
Generalized Subspace” , M.S. dissertation  
supervised by Attarnejad, R.Department of  Civil 
Engineering, Faculty of Engineering , University of 

Tehran, Tehran. 

[4] Xia, H. and Humar, J.L.; “Frequency Dependent Ritz 

Vectors”, Earthq. Eng. Struct. Dyn., Vol. 21, 1992. 

[5] Joo K.; Wilson E.L.; Leger P.; “Ritz Vectors and 
Generation Criteria for Mode Superposition 
Analysis“, Earthq. Engng. Strct. Dyn., 18, 149-167, 

1989. 

[6] Vtku, S.; Clemente, J.L.M. and Salama, M. ;  
“Errors in Reduction Methods“, Computers and 

structure , Vol. 21 ,1985. 

[7] Heravi Gh.R.; Attarnejad R.; “Non-linear Dynamic 
Analysis Using One-dimentional Update 
Subspaces“, Engineering Computations, Vol. 21, 

No. 8, 2004,  pp.848-866. 

[8] Ralston A.; Rabinowitz P.; “A First Course in 
Numerical Analysis“, 2nd. Ed., McGraw-Hill ,New 

York, 1978. 

[9] Hinton E.; Owen D.R.J; Finite Element Software for 

Plates and Shells, Pine ridge Press Limited, 1984. 

 

 
 


