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1- مقدمه
گام اساسی و ضروری در ارزیابی رفتاری سازه های بتن مسلح تعیین 
تخمین  ویژگی ها شامل  این  اجزای سازه می باشد.  ذاتی  خصوصیات 
قابل قبولی از بیشینه ظرفیت، سختی اولیه سازه و شکل پذیری های 
به  بتنی  سازه های  مدل سازی  کلی  طور  به  می باشد.  کلی  و  محلی 
دو روش ریزمدل سازی و درشت مدل سازی تقسیم بندی می شود. در 
مدل سازی و تحلیل غیرخطی سازه ها به خصوص در ابعاد بزرگتر، روش 
ریزمدل سازی با وجود دقت مناسب در نمایش پاسخ ها و نشان دادن 
وضعیت خرابی و مسیر گسیختگی بصورت دقیق، بدلیل هزینه زمانی 
کاربرد کمتری دارد، به همین دلیل روش درشت مدل سازی، با در نظر 
گرفتن رفتار غیر خطی ناهمسانگرد، می تواند برای تحلیل اجزای واقع 

برای  تحقیقات جامع گوناگونی  واقع گردد.  بتنی مفید  در سازه های 
تخمین رفتار غیرخطی سازه ها به روش درشت مدل سازی توسعه پیدا 
کرده است که المان های قابی فیبری بیشتر مورد توجه و توسعه قرار 
گرفته است )]1[، ]2[ و ]3[(. بدین منظور روابط و مدلهاي متعددي 
جهت تبیین رفتار نیرو-تغییرشکل متناسب با نوع نیروي داخلي در 
بتن   سازه های  در  است.  شده  ارائه  محققین  توسط  اخیر  دهه  چهار 
اندرکنش  برشي،  خمشي،  رفتارهاي  با  متناسب  مدل ها  این  مسلح 
برشي،  رفتار  و  میلگرد  لغزش  اندرکنش  خمشي،  و  محوري  نیروي 
اندرکنش رفتار خمشي و عامل بیرون کشیدگي میلگرد در بتن مسلح 
تعریف شده اند که در قالب دو نوع فرمول بندی مبتنی بر کنترل نیرویی 
)]4-6[( و کنترل جابه جایی )]7-9[( قابل بیان است. اگرچه در برخي 
از این مدلها اثر اندرکنش نیروي محوري و خمش لحاظ شده است، 
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از جمله  آنها  رفتار  در  تأثیرگذار  عوامل  پیچیده  شدن  دلیل  به  ولي 
لحاظ نمودن اثرات لغزش-تنش پیوستگی محلی، امکان پیاده سازي 
یك مدل تحلیلی براي آن بسیار مشکل مي شود. جهت اعمال اثر برهم 
کنش بتن و میلگردهاي مسلحکننده در روشهاي تحلیلی دو روش 
عمده قابل بررسي است. یکي از این روش ها، اعمال این اثر به صورت 
معادل در رفتار مصالح بتن و میلگردها و اصلاح مدل های رفتاري آنها 
ميباشد )روش ارائه شده توسط Belarbi و Hsu ]10[ و Kwak و 
Kim ]11[(. از تحقیقات دیگر نیز، پیاده سازی فرمول بندی های حاکم 

بر مسأله براساس مدلسازي اندرکنش بتن و میلگرد به صورت مجزا 
و تعریف یك مدل عددی براي اثر آنها روي یکدیگر است )]14-12[(. 
اغلب پژوهش های مذکور دقیق بوده و در صورت بکارگیری آن ها در 
مدل تحلیلی، اندرکنش بتن و میلگرد در فرمول بندی وارد می شود. 
از این میان مدل تحلیلی Limkatanyu و Spacone ]13[ جهت 
بر  حاکم  محدودی  اجزا  فرمول بندی  در  آن  تعمیم  و  روش  توسعه 
المان،  این  توسعه  پژوهش، ضمن  این  است. در  انتخاب شده  مسأله 
به همراه رویکرد لاگرانژی در فرم  مبانی فرمول بندی مدل رشته ای 
تضعیف شده مدل اجزا محدود در کرنش های بزرگ ارائه شده است. 
المان قابی بتن مسلح برای میلگردهای  بر  همچنین معادلات حاکم 

المان  این  فرمولی  بازنویسی  و  تعریف شده  مجزا  به صورت  لایه  هر 
اندرکنشی محوری،  اثرات  به همراه  تیموشنکو  تیر  تئوری  مبنای  بر 
خمشی و برشی در دامنه هر المان پیاده سازی گردیده است. قابل به 
ذکر است، در فرآیند پیاده سازی روش، با تعریف درجات آزادی مجزا 
برای مجموعه المان های بتنی و میله ای )آرماتورها(، لغزش حاکم در 
رشته میله ای لحاظ می گردد و رویکرد ترک پخشی مبتنی بر میدان 
تنش محلی اجزا بتن مسلح جهت در نظرگیری رفتار برشی المان در 

نظر گرفته شده است. 

2- فرمول بندی المان تیرستونی غیرخطی
2-1- معادلات حاکم بر المان قابی

مطابق با تئوري حاکم بر این پژوهش، رفتار یك المان قابی در 
حالت دوبعدی کلی شامل اثرات نیروی محوری به همراه خمش تحت 
بار یکنواخت )q ̃( بوده که شامل نیروهای محوری مقطع و میله های 
است  ذکر  به  قابل  می باشد.  جداگانه  آزادی  درجات  با  مسلح کننده 
با تقریب نسبی،   x∂ به میزان  المان  اعمالی در طول یك  بار  توزیع 
آزاد یك جزء  دیاگرام  بنابراین،  است.  نظر گرفته شده  در  یکنواخت 
المان قابی بتن مسلح و میله ها در  شکل 1 نمایش داده شده و روابط 

شکل 1. دیاگرام آزاد و درجات آزادی مفروض جزء پیشنهادی المان قابی بتن مسلح
Fig. 1. Dynamic free body diagram and proposed degree of freedom of frame element
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 مسلح بتن یقاب المان یشنهادیپ جزءمفروض  یدرجات آزاد و آزاد اگرامید :1شکل 
Figure 1. Dynamic free body diagram and proposed degree of freedom of frame element 

 
 

(1) 
−𝜕𝜕𝑉𝑉𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)𝜕𝜕𝑥𝑥 = 𝜌𝜌𝜌𝜌 𝜕𝜕

2𝑉𝑉𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝑡𝑡2 + 𝑞𝑞  ∴    𝜕𝜕𝑁𝑁𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)𝜕𝜕𝑥𝑥 = 0 

−𝜕𝜕
2𝑀𝑀𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝑥𝑥2 = 𝜌𝜌𝜌𝜌𝜕𝜕

2𝑉𝑉𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝑡𝑡2 + 𝑞𝑞 ∴  − 𝜕𝜕𝑁𝑁𝑖𝑖

𝑠𝑠𝑎𝑎𝑎𝑎𝑠𝑠(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝑥𝑥 + 𝑓𝑓𝑖𝑖𝑠𝑠𝑎𝑎𝑎𝑎𝑠𝑠(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 0  

 
  

(3) 𝑎𝑎𝑑𝑑(𝑥𝑥) = [𝜑𝜑1(𝑥𝑥) 0 0 𝜑𝜑2(𝑥𝑥) 0 0
0 𝜑𝜑3(𝑥𝑥) 𝜑𝜑4(𝑥𝑥) 0 𝜑𝜑5(𝑥𝑥) 𝜑𝜑6(𝑥𝑥)

] 

(4) 

𝜑𝜑1(𝑥𝑥) = 1 −
𝑥𝑥
𝐿𝐿     ∴    𝜑𝜑2(𝑥𝑥) =

𝑥𝑥
𝐿𝐿 

𝜑𝜑3(𝑥𝑥) =
1
𝛷𝛷𝑧𝑧
(2 (𝑥𝑥𝐿𝐿)

3
− 3 (𝑥𝑥𝐿𝐿)

2
+ 𝛷𝛷𝑧𝑧)   ∴   𝜑𝜑4(𝑥𝑥) =

1
2𝛷𝛷𝑧𝑧

(2𝐿𝐿 (𝑥𝑥𝐿𝐿)
3
− (3 + 𝛷𝛷𝑧𝑧)𝐿𝐿 (

𝑥𝑥
𝐿𝐿)

2
+ (1 + 𝛷𝛷𝑧𝑧)(𝑥𝑥)) 

𝜑𝜑5(𝑥𝑥) =
1
𝛷𝛷𝑧𝑧
(−2 (𝑥𝑥𝐿𝐿)

3
+ 3 (𝑥𝑥𝐿𝐿)

2
+ (𝛷𝛷𝑧𝑧 − 1) (

𝑥𝑥
𝐿𝐿)) ∴ 

𝜑𝜑6(𝑥𝑥) =
1
2𝛷𝛷𝑧𝑧

(2𝐿𝐿 (𝑥𝑥𝐿𝐿)
3
+ (𝛷𝛷𝑧𝑧 − 3)𝐿𝐿 (

𝑥𝑥
𝐿𝐿)

2
+ (1 − 𝛷𝛷𝑧𝑧)(x))  

 

(5)  𝛷𝛷𝑧𝑧 = 1 + 12𝐸𝐸𝐼𝐼𝑧𝑧
𝜅𝜅𝑦𝑦𝐺𝐺𝐺𝐺𝐿𝐿2

  ∴  𝐸𝐸𝐼𝐼𝑧𝑧 = ∑ 𝐸𝐸𝑛𝑛𝑓𝑓𝑦𝑦𝑛𝑛𝑓𝑓2
𝑛𝑛𝑡𝑡𝑓𝑓(𝑥𝑥)
𝑛𝑛𝑓𝑓=1    
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المان  همچنین  می گردد.  بازنویسی  داخلی  نیروهای  تعادلی  حاکم 
در  آزادی  درجه   5 حداقل  دارای   L طول  به  پیشنهادی  تیرستونی 
هر گره بوده که شامل درجات آزادی انتقالی افقی )uN(، انتقالی قائم 
رشته های  به  مربوط  درجه  دو  و   z(uM( محور  حول  دوران   ،)uV(

میله ای فوقانی )ust( و تحتانی )usb( مطابق  شکل 1 می باشد.
 )Z( لنگر حول محور ،)Y( در ادامه، روابط تعادل در جهت قائم
و تعادل محوری المان بتنی و میلگرد iام در جهت X مطابق روابط 

 )1( قابل استخراج است.
مسلح  بتن  قابی  المان  گرهی  مقاوم  نیروهای  المان،  مقیاس  در 
 ،(Mi )x,t(( خمشی   ،(Ni )x,t(( محوری  داخل  نیروهای  شامل 
برشی ))x,t( Vi) بخش بتنی، نیروهای داخلی محوری میلگردهای 
تنش های  با   (Nit

bars )x,t(( فوقانی  و   (Nib
bars )x,t(( تحتانی 

 (fib )x,t( پیوستگی محلی نظیر آن در مجموعه رشته های تحتانی
و فوقانی )x,t( fit) مطابق روابط  )2( قابل تعریف است. این روابط از 
جمع اثر بخش بتنی و میلگردها با فاصله مرکز سطح هر رشته تا تار 

خنثی مقطع )ynf ( حاصل می گردد.
که در روابط فوق، i شمارنده مربوط به المان وj شمارنده مربوط 

به تعداد میلگرد در هر رشته می باشد. همچنین As، ds، σs و τ به 
ترتیب سطح مقطع مجموعه میله های هر لایه، محیط مقطع مجموعه 
میله های هر لایه، تنش متوسط محوری هر میلگرد و تنش پیوستگی 
 κy متغیر  آن،  بر  علاوه  می گردد.  تعریف  المان  هر  در  محلی  طولی 
این  غیریکنواخت  توزیع  احتساب  جهت  برشی  تنش  اصلاح  ضریب 
تنش در مقطع و متغیر G مدول برشی مقطع نسبت به پیکربندی 

پیشین تغییرشکل است که در ادامه تشریح می گردد.
در این پژوهش، با استفاده از توابع شکل المان مرجع، گسسته سازی 
معادلات  تعیین  برای  متعددی  روش های  است.  شده  انجام  متغیرها 
توابع شکل تاکنون معرفی گردیده است که از بارزترین آن ها می توان 
به روش مستقیم، چند جمله ای های لاگرانژ، روش آیرون، حاصل ضرب 
پژوهش  این  در  نمود.  اشاره   ... و  برهم  نهی  هرمیتی،  توابع  خطوط، 
تابع های شکل جزء تیر دو گرهی با چهار درجه آزادی درجه سوم ارائه 
شده توسط Bazoune و همکاران ]15[ به صورت معادله های  )3( و 
)4( در نظر گرفته شده است. شایان ذکر است با توجه به محدود بودن 
گسترش این توابع، از توابعی استفاده شده است که کارایی و سازگاری 

در اجزای مستوی محوری- خمشی را داشته باشند. 
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= {
{𝑢𝑢𝑁𝑁}
{𝑢𝑢𝑤𝑤}
{𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠}

} 
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(1) 
−𝜕𝜕𝑉𝑉𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)𝜕𝜕𝑥𝑥 = 𝜌𝜌𝜌𝜌 𝜕𝜕

2𝑉𝑉𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝑡𝑡2 + 𝑞𝑞  ∴    𝜕𝜕𝑁𝑁𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)𝜕𝜕𝑥𝑥 = 0 

−𝜕𝜕
2𝑀𝑀𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝑥𝑥2 = 𝜌𝜌𝜌𝜌𝜕𝜕

2𝑉𝑉𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝑡𝑡2 + 𝑞𝑞 ∴  − 𝜕𝜕𝑁𝑁𝑖𝑖

𝑠𝑠𝑎𝑎𝑎𝑎𝑠𝑠(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝑥𝑥 + 𝑓𝑓𝑖𝑖𝑠𝑠𝑎𝑎𝑎𝑎𝑠𝑠(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 0  

 
  

(3) 𝑎𝑎𝑑𝑑(𝑥𝑥) = [𝜑𝜑1(𝑥𝑥) 0 0 𝜑𝜑2(𝑥𝑥) 0 0
0 𝜑𝜑3(𝑥𝑥) 𝜑𝜑4(𝑥𝑥) 0 𝜑𝜑5(𝑥𝑥) 𝜑𝜑6(𝑥𝑥)

] 

(4) 

𝜑𝜑1(𝑥𝑥) = 1 −
𝑥𝑥
𝐿𝐿     ∴    𝜑𝜑2(𝑥𝑥) =

𝑥𝑥
𝐿𝐿 

𝜑𝜑3(𝑥𝑥) =
1
𝛷𝛷𝑧𝑧
(2 (𝑥𝑥𝐿𝐿)

3
− 3 (𝑥𝑥𝐿𝐿)

2
+ 𝛷𝛷𝑧𝑧)   ∴   𝜑𝜑4(𝑥𝑥) =

1
2𝛷𝛷𝑧𝑧

(2𝐿𝐿 (𝑥𝑥𝐿𝐿)
3
− (3 + 𝛷𝛷𝑧𝑧)𝐿𝐿 (

𝑥𝑥
𝐿𝐿)

2
+ (1 + 𝛷𝛷𝑧𝑧)(𝑥𝑥)) 

𝜑𝜑5(𝑥𝑥) =
1
𝛷𝛷𝑧𝑧
(−2 (𝑥𝑥𝐿𝐿)

3
+ 3 (𝑥𝑥𝐿𝐿)

2
+ (𝛷𝛷𝑧𝑧 − 1) (

𝑥𝑥
𝐿𝐿)) ∴ 

𝜑𝜑6(𝑥𝑥) =
1
2𝛷𝛷𝑧𝑧

(2𝐿𝐿 (𝑥𝑥𝐿𝐿)
3
+ (𝛷𝛷𝑧𝑧 − 3)𝐿𝐿 (

𝑥𝑥
𝐿𝐿)

2
+ (1 − 𝛷𝛷𝑧𝑧)(x))  

 

(5)  𝛷𝛷𝑧𝑧 = 1 + 12𝐸𝐸𝐼𝐼𝑧𝑧
𝜅𝜅𝑦𝑦𝐺𝐺𝐺𝐺𝐿𝐿2

  ∴  𝐸𝐸𝐼𝐼𝑧𝑧 = ∑ 𝐸𝐸𝑛𝑛𝑓𝑓𝑦𝑦𝑛𝑛𝑓𝑓2
𝑛𝑛𝑡𝑡𝑓𝑓(𝑥𝑥)
𝑛𝑛𝑓𝑓=1    

 

)1(

1 
 

 

(1) 

𝑁𝑁𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = ∫𝜎𝜎𝑐𝑐 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐴𝐴

+ ∑(𝑑𝑑𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗 + 𝑑𝑑𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗)
𝑗𝑗

 ∴  𝑉𝑉𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = ∫𝜏𝜏𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐴𝐴

= 𝜅𝜅𝑑𝑑𝜅𝜅𝜅𝜅 

𝑀𝑀𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = ∫𝜎𝜎𝑐𝑐 𝑦𝑦 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐴𝐴

+ ∑(𝑑𝑑𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗𝑦𝑦𝑗𝑗𝑗𝑗 + 𝑑𝑑𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗𝑦𝑦𝑗𝑗𝑗𝑗)
𝑗𝑗

 

𝑁𝑁𝑖𝑖𝑗𝑗
𝑗𝑗𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = ∑(𝑑𝑑𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗 × 𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗)

𝑗𝑗
∴  𝑁𝑁𝑖𝑖𝑗𝑗

𝑗𝑗𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = ∑(𝑑𝑑𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗 × 𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗)
𝑗𝑗

 

𝑓𝑓𝑖𝑖𝑗𝑗(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = ∑(𝜋𝜋 × 𝑑𝑑𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗 × 𝜏𝜏𝑗𝑗𝑗𝑗(𝑥𝑥, 𝑡𝑡))
𝑗𝑗

∴  𝑓𝑓𝑖𝑖𝑗𝑗(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = ∑(𝜋𝜋 × 𝑑𝑑𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗 × 𝜏𝜏𝑗𝑗𝑗𝑗(𝑥𝑥, 𝑡𝑡))
𝑗𝑗

 

 

)2(

1 
 

 

 

 

{𝑢𝑢}𝑖𝑖 =

{
 
 
 
 

 
 
 
 
 𝑢𝑢𝑁𝑁1
 𝑢𝑢𝑁𝑁2
 𝑢𝑢𝑉𝑉1
 𝑢𝑢𝑀𝑀1
 𝑢𝑢𝑉𝑉2
 𝑢𝑢𝑀𝑀2
𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠1
 𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠2
 𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠1
 𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠2}

 
 
 
 

 
 
 
 

= {
{𝑢𝑢𝑁𝑁}
{𝑢𝑢𝑤𝑤}
{𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠}

} 
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(1) 
−𝜕𝜕𝑉𝑉𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)𝜕𝜕𝑥𝑥 = 𝜌𝜌𝜌𝜌 𝜕𝜕

2𝑉𝑉𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝑡𝑡2 + 𝑞𝑞  ∴    𝜕𝜕𝑁𝑁𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)𝜕𝜕𝑥𝑥 = 0 

−𝜕𝜕
2𝑀𝑀𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝑥𝑥2 = 𝜌𝜌𝜌𝜌𝜕𝜕

2𝑉𝑉𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝑡𝑡2 + 𝑞𝑞 ∴  − 𝜕𝜕𝑁𝑁𝑖𝑖

𝑠𝑠𝑎𝑎𝑎𝑎𝑠𝑠(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝑥𝑥 + 𝑓𝑓𝑖𝑖𝑠𝑠𝑎𝑎𝑎𝑎𝑠𝑠(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 0  

 
  

(3) 𝑎𝑎𝑑𝑑(𝑥𝑥) = [𝜑𝜑1(𝑥𝑥) 0 0 𝜑𝜑2(𝑥𝑥) 0 0
0 𝜑𝜑3(𝑥𝑥) 𝜑𝜑4(𝑥𝑥) 0 𝜑𝜑5(𝑥𝑥) 𝜑𝜑6(𝑥𝑥)

] 

(4) 

𝜑𝜑1(𝑥𝑥) = 1 −
𝑥𝑥
𝐿𝐿     ∴    𝜑𝜑2(𝑥𝑥) =

𝑥𝑥
𝐿𝐿 

𝜑𝜑3(𝑥𝑥) =
1
𝛷𝛷𝑧𝑧
(2 (𝑥𝑥𝐿𝐿)

3
− 3 (𝑥𝑥𝐿𝐿)

2
+ 𝛷𝛷𝑧𝑧)   ∴   𝜑𝜑4(𝑥𝑥) =

1
2𝛷𝛷𝑧𝑧

(2𝐿𝐿 (𝑥𝑥𝐿𝐿)
3
− (3 + 𝛷𝛷𝑧𝑧)𝐿𝐿 (

𝑥𝑥
𝐿𝐿)

2
+ (1 + 𝛷𝛷𝑧𝑧)(𝑥𝑥)) 

𝜑𝜑5(𝑥𝑥) =
1
𝛷𝛷𝑧𝑧
(−2 (𝑥𝑥𝐿𝐿)

3
+ 3 (𝑥𝑥𝐿𝐿)

2
+ (𝛷𝛷𝑧𝑧 − 1) (

𝑥𝑥
𝐿𝐿)) ∴ 

𝜑𝜑6(𝑥𝑥) =
1
2𝛷𝛷𝑧𝑧

(2𝐿𝐿 (𝑥𝑥𝐿𝐿)
3
+ (𝛷𝛷𝑧𝑧 − 3)𝐿𝐿 (

𝑥𝑥
𝐿𝐿)

2
+ (1 − 𝛷𝛷𝑧𝑧)(x))  

 

(5)  𝛷𝛷𝑧𝑧 = 1 + 12𝐸𝐸𝐼𝐼𝑧𝑧
𝜅𝜅𝑦𝑦𝐺𝐺𝐺𝐺𝐿𝐿2

  ∴  𝐸𝐸𝐼𝐼𝑧𝑧 = ∑ 𝐸𝐸𝑛𝑛𝑓𝑓𝑦𝑦𝑛𝑛𝑓𝑓2
𝑛𝑛𝑡𝑡𝑓𝑓(𝑥𝑥)
𝑛𝑛𝑓𝑓=1    

 

)3(

)4(
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 EIz پارامتر تغییرشکل برشی و یا لاغری برشی1 و Φz که متغیر
تعریف   )5( رابطه   به صورت  که  قابی می باشد  فیبری  المان  صلبیت 

می گردد:

توزیع  احتساب  جهت  برشی  تنش  اصلاح  ضریب   ،κy متغیر 
تفصیلی  بحث  می گردد.  تعریف  مقطع  در  تنش  این  غیریکنواخت 
گردیده  عنوان  متعددی  پژوهش های  در  ضریب  این  ارزیابی 
 ،]17[Hodges و    Yu  ،]16[ همکاران  و   Puchegger( است 
18[ Hutchinson[، Dong و همکاران ]Chan ،]19 و همکاران 

کلاسیك  مطالعات  مبنای  بر  پژوهش ها  این  مشترک  فصل   .)]20[
 )υ( تیموشنکو ]21[ برای مقاطع مستطیلی شکل با نسبت پواسون
دلخواه، 5υ+6((⁄))5υ+5((=κy( ( بوده است که در این پژوهش 
 ،]18[ آزمایشگاهی  نتایج  با  مناسب  نسبتاً  سازگاری  به  توجه  با 
κy=0.833 در نظر گرفته شده است. همچنین، متغیر G مدول برشی 

جهت  که  می باشد  تغییرشکل  پیشین  پیکربندی  به  نسبت  مقطع 
محاسبه این پارامتر از روش تئوری میدان تنش محلی معرفی شده 
ادامه،  در  است.  شده  گرفته  بهره   ]22[ همکاران  و  سلطانی  توسط 
المان تشریح می گردد. میدان جابه جایی  روابط سینماتیکی حرکتی 

1  shear slenderness

یك نقطه دلخواه از یك المان قابی مبتنی بر تیر تیموشنکو، با استفاده 
مقطع  دوران  و  تارخنثی  جانبی  و  محوری  جابه جایی  میدان های  از 

مطابق  شکل 2 قابل بیان است.
سطح  باقی ماندن  صفحه  بر  علاوه  تیموشنکو  تئوری  طبق  بر 
مقطع، میزان دوران با اثر تنش برشی تشدید می شود. همچنین روابط 
نمایه مشتق در روابط  هندسی حاکم در پیکربندی جاری تحلیل و 

نسبت به متغیر  Xمطابق روابط واقع در  شکل 2 تعریف می شود.
در ادامه، تغییرشکل سطح هر المان به جابه جایی گرهی ارتباط 
داده شده و تانسور کرنش گرین لاگرانژε( 2̅ ( با استفاده از کرنش های 
غیر صفر محوری )εxx( و برشی )εyx( مطابق رابطه  )6( بیان می گردد:

ترتیب  به  شده،  معرفی  کمیتی  سه  بردار  فوق،  روابط  در  که 
انحنا )κ( می باشد.  توصیف کننده کرنشی محوری )e(، برشی )γ( و 
پیکربندی کنونی تحلیل،  به میدان جابه جایی در  توجه  با  همچنین 
حاصل  میلگردها  و  بتنی  بخش  اثر  جمع  با  لاگرانژ  گرین  کرنش 

می گردد:
فیبر میلگرد در مقطع  به  s شمارنده مربوط  فوق،  روابط  که در 
ux مقدار کل لغزش میلگرد s ام می باشد. قابل به ذکر است 

s
i ،المان

المان بتن  از مدل های رفتاری  با استفاده  از روابط  )8( و  با استفاده 
مسلح، روابط  )8( به صورت تابعی از روابط مذکور بیان می گردد:

2  Green-Lagrange )GL(

شکل 2. پیکربندی تیر و مختصات سیستم و روابط سینماتیکی حرکتی
Fig. 2. Beam description and coordinate system and kinematics relations

2 
 

[
𝑢𝑢𝑥𝑥
𝑢𝑢𝑦𝑦

] = [ 𝑢𝑢𝑥𝑥
0 − 𝑦𝑦 sin 𝜃𝜃

𝑢𝑢𝑦𝑦
0 + 𝑦𝑦 cos 𝜃𝜃 − 𝑦𝑦]   

𝜃𝜃 = 𝜕𝜕𝑉𝑉𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝑥𝑥 = 𝜕𝜕𝑢𝑢𝑤𝑤

𝜕𝜕𝑥𝑥 = 𝜓𝜓 + 𝛾𝛾 

 
1 + 𝑢𝑢𝑥𝑥

′ = 𝑠𝑠′ cos𝜓𝜓    ∴     𝑢𝑢𝑦𝑦
′ = 𝑠𝑠′ sin𝜓𝜓    

  𝑠𝑠′ = 𝑑𝑑𝑠𝑠
𝑑𝑑𝑑𝑑 = √(1 + 𝑢𝑢𝑥𝑥′ )2 + 𝑢𝑢𝑦𝑦′

2 

𝑠𝑠′ ≈ 𝐿𝐿
𝐿𝐿0

  ⟹

[
 
 
 
 

 
1 + 𝑢𝑢𝑥𝑥

′ ≈ 𝐿𝐿
𝐿𝐿0

cos𝜓𝜓

𝑢𝑢𝑦𝑦
′ ≈ 𝐿𝐿

𝐿𝐿0
sin 𝜓𝜓 ]
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(6) 𝜀𝜀 ̅ = {
𝜀𝜀𝑥𝑥𝑥𝑥
2𝜀𝜀𝑦𝑦𝑥𝑥

} = {𝑒𝑒 − 𝑦𝑦𝜃𝜃′
𝛾𝛾 }  ∴  𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠 = 𝑢𝑢𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑠𝑠 − 𝑢𝑢𝑥𝑥𝑖𝑖 = 𝑢𝑢𝑥𝑥𝑖𝑖
𝑠𝑠 − 𝑢𝑢𝑥𝑥

0 − 𝑦𝑦 sin 𝜃𝜃 

(7) {
𝑒𝑒
𝛾𝛾
𝜅𝜅
} = {

(1 + 𝑢𝑢𝑥𝑥
′ ) cos 𝜃𝜃 + 𝑢𝑢𝑦𝑦

′ sin 𝜃𝜃 − 1
−(1 + 𝑢𝑢𝑥𝑥

′ ) sin 𝜃𝜃 + 𝑢𝑢𝑦𝑦
′ cos 𝜃𝜃

𝜃𝜃′
}  ∴  sin 𝜃𝜃 = 𝜕𝜕𝑢𝑢𝑤𝑤

𝜕𝜕𝑥𝑥 → 𝜕𝜕2𝑢𝑢𝑤𝑤
𝜕𝜕𝑥𝑥2 = 𝜅𝜅 cos 𝜃𝜃 → cos 𝜃𝜃 = 𝜕𝜕2𝑢𝑢𝑤𝑤

𝜅𝜅𝜕𝜕𝑥𝑥2  

 

(8) 
𝜀𝜀𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 = [( 𝐿𝐿
𝐿𝐿0

cos𝜓𝜓) cos 𝜃𝜃 + ( 𝐿𝐿
𝐿𝐿0

sin𝜓𝜓) sin 𝜃𝜃 − 1] − 𝑦𝑦𝜅𝜅 = [(1 + 𝜕𝜕𝑢𝑢𝑁𝑁
𝜕𝜕𝑥𝑥 ) ( 𝜅𝜅

𝜕𝜕2𝑢𝑢𝑤𝑤
𝜕𝜕𝑥𝑥2

) − 1] − 𝑌𝑌𝜅𝜅 

𝜀𝜀𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑏𝑏𝑏𝑏𝑐𝑐𝑠𝑠 = 𝜀𝜀𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 +
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠
𝜕𝜕𝑥𝑥  

 
(9) 𝜎𝜎𝑐𝑐 = 𝜎𝜎𝑐𝑐(𝜀𝜀𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐)  ∴  𝜎𝜎𝑠𝑠 = 𝜎𝜎𝑠𝑠(𝜀𝜀𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑏𝑏𝑏𝑏𝑐𝑐𝑠𝑠)  ∴  𝜏𝜏 = 𝜏𝜏(𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠) 

 
 

(11) ∫ 𝑁𝑁𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑢𝑢𝑁𝑁
𝜕𝜕𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥 = [𝜕𝜕𝑢𝑢𝑁𝑁 𝑁𝑁𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)]0𝐿𝐿

𝐿𝐿
 

(11) −∫ 𝑀𝑀𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) 𝜕𝜕2𝜕𝜕𝑢𝑢𝑤𝑤
𝜕𝜕𝑥𝑥2 𝑑𝑑𝑥𝑥 = ∫ 𝜕𝜕𝑢𝑢𝑤𝑤 (𝜌𝜌𝜌𝜌 𝜕𝜕2𝑉𝑉𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)

𝜕𝜕𝑡𝑡2 + 𝑞𝑞)𝑑𝑑𝑥𝑥
𝐿𝐿

− [𝜕𝜕𝜕𝜕𝑢𝑢𝑤𝑤
𝜕𝜕𝑥𝑥  𝑀𝑀𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)]

0

𝐿𝐿
+ [𝜕𝜕𝑢𝑢𝑤𝑤 𝑉𝑉𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)]0𝐿𝐿

𝐿𝐿
 

(12) ∫ 𝑁𝑁𝑖𝑖𝑏𝑏
𝑏𝑏𝑏𝑏𝑐𝑐𝑠𝑠(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠
𝑏𝑏

𝜕𝜕𝑥𝑥𝐿𝐿
𝑑𝑑𝑥𝑥 − ∫𝜕𝜕𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠

𝑏𝑏

𝐿𝐿
𝑓𝑓𝑖𝑖𝑏𝑏

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑐𝑐𝑠𝑠(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑥𝑥 = [𝜕𝜕𝑢𝑢𝑠𝑠
𝑏𝑏 𝑁𝑁𝑖𝑖𝑏𝑏

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑐𝑐𝑠𝑠(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)]0
𝐿𝐿
 

(13) ∫ 𝑁𝑁𝑖𝑖𝑐𝑐
𝑏𝑏𝑏𝑏𝑐𝑐𝑠𝑠(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠
𝑐𝑐

𝜕𝜕𝑥𝑥𝐿𝐿
𝑑𝑑𝑥𝑥 + ∫𝜕𝜕𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠

𝑐𝑐

𝐿𝐿
𝑓𝑓𝑖𝑖𝑐𝑐

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑐𝑐𝑠𝑠(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑥𝑥 = [𝜕𝜕𝑢𝑢𝑠𝑠
𝑐𝑐 𝑁𝑁𝑖𝑖𝑐𝑐

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑐𝑐𝑠𝑠(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)]0
𝐿𝐿
 

 

(14) ∫ 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑢𝑢𝑁𝑁
𝜕𝜕𝑥𝑥 [∫𝜎𝜎𝑐𝑐 𝑑𝑑𝜌𝜌

𝐴𝐴
+ ∑(𝜌𝜌𝑠𝑠𝑗𝑗𝑏𝑏𝜎𝜎𝑠𝑠𝑗𝑗𝑏𝑏 + 𝜌𝜌𝑠𝑠𝑗𝑗𝑐𝑐𝜎𝜎𝑠𝑠𝑗𝑗𝑐𝑐)

𝑗𝑗
] 𝑑𝑑𝑥𝑥 = [𝜕𝜕𝑢𝑢𝑁𝑁 𝑁𝑁𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)]0𝐿𝐿

𝐿𝐿
 

(15) 
−∫ 𝜕𝜕2𝜕𝜕𝑢𝑢𝑤𝑤

𝜕𝜕𝑥𝑥2 [∫𝜎𝜎𝑐𝑐 𝑦𝑦 𝑑𝑑𝜌𝜌
𝐴𝐴

+ ∑(𝜌𝜌𝑠𝑠𝑗𝑗𝑏𝑏𝜎𝜎𝑠𝑠𝑗𝑗𝑏𝑏𝑦𝑦𝑗𝑗𝑏𝑏 + 𝜌𝜌𝑠𝑠𝑗𝑗𝑐𝑐𝜎𝜎𝑠𝑠𝑗𝑗𝑐𝑐𝑦𝑦𝑗𝑗𝑐𝑐)
𝑗𝑗

] 𝑑𝑑𝑥𝑥
𝐿𝐿

= ∫ 𝜕𝜕𝑢𝑢𝑤𝑤 (𝜌𝜌𝜌𝜌 𝜕𝜕2𝑉𝑉𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝑡𝑡2 + 𝑞𝑞)𝑑𝑑𝑥𝑥

𝐿𝐿
− [𝜕𝜕𝜕𝜕𝑢𝑢𝑤𝑤

𝜕𝜕𝑥𝑥  𝑀𝑀𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)]
0

𝐿𝐿
+ [𝜕𝜕𝑢𝑢𝑤𝑤 𝑉𝑉𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)]0𝐿𝐿 

𝜃𝜃 

𝜕𝜕𝑢𝑢𝑤𝑤
𝜕𝜕𝑥𝑥  

𝛾𝛾 𝜓𝜓 

𝑥𝑥 

𝑢𝑢𝑥𝑥  

𝑢𝑢𝑤𝑤 

𝑦𝑦 

o 

2 
 

[
𝑢𝑢𝑥𝑥
𝑢𝑢𝑦𝑦

] = [ 𝑢𝑢𝑥𝑥
0 − 𝑦𝑦 sin 𝜃𝜃

𝑢𝑢𝑦𝑦
0 + 𝑦𝑦 cos 𝜃𝜃 − 𝑦𝑦]   

𝜃𝜃 = 𝜕𝜕𝑉𝑉𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝑥𝑥 = 𝜕𝜕𝑢𝑢𝑤𝑤

𝜕𝜕𝑥𝑥 = 𝜓𝜓 + 𝛾𝛾 

 
1 + 𝑢𝑢𝑥𝑥

′ = 𝑠𝑠′ cos𝜓𝜓    ∴     𝑢𝑢𝑦𝑦
′ = 𝑠𝑠′ sin𝜓𝜓    

  𝑠𝑠′ = 𝑑𝑑𝑠𝑠
𝑑𝑑𝑑𝑑 = √(1 + 𝑢𝑢𝑥𝑥′ )2 + 𝑢𝑢𝑦𝑦′

2 

𝑠𝑠′ ≈ 𝐿𝐿
𝐿𝐿0

  ⟹

[
 
 
 
 

 
1 + 𝑢𝑢𝑥𝑥

′ ≈ 𝐿𝐿
𝐿𝐿0

cos𝜓𝜓

𝑢𝑢𝑦𝑦
′ ≈ 𝐿𝐿

𝐿𝐿0
sin 𝜓𝜓 ]
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Figure 2. Beam description and coordinate system and kinematics relations 
 
 

(6) 𝜀𝜀 ̅ = {
𝜀𝜀𝑥𝑥𝑥𝑥
2𝜀𝜀𝑦𝑦𝑥𝑥

} = {𝑒𝑒 − 𝑦𝑦𝜃𝜃′
𝛾𝛾 }  ∴  𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠 = 𝑢𝑢𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑠𝑠 − 𝑢𝑢𝑥𝑥𝑖𝑖 = 𝑢𝑢𝑥𝑥𝑖𝑖
𝑠𝑠 − 𝑢𝑢𝑥𝑥

0 − 𝑦𝑦 sin 𝜃𝜃 

(7) {
𝑒𝑒
𝛾𝛾
𝜅𝜅
} = {

(1 + 𝑢𝑢𝑥𝑥
′ ) cos 𝜃𝜃 + 𝑢𝑢𝑦𝑦

′ sin 𝜃𝜃 − 1
−(1 + 𝑢𝑢𝑥𝑥

′ ) sin 𝜃𝜃 + 𝑢𝑢𝑦𝑦
′ cos 𝜃𝜃

𝜃𝜃′
}  ∴  sin 𝜃𝜃 = 𝜕𝜕𝑢𝑢𝑤𝑤

𝜕𝜕𝑥𝑥 → 𝜕𝜕2𝑢𝑢𝑤𝑤
𝜕𝜕𝑥𝑥2 = 𝜅𝜅 cos 𝜃𝜃 → cos 𝜃𝜃 = 𝜕𝜕2𝑢𝑢𝑤𝑤

𝜅𝜅𝜕𝜕𝑥𝑥2  

 

(8) 
𝜀𝜀𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 = [( 𝐿𝐿
𝐿𝐿0

cos𝜓𝜓) cos 𝜃𝜃 + ( 𝐿𝐿
𝐿𝐿0

sin𝜓𝜓) sin 𝜃𝜃 − 1] − 𝑦𝑦𝜅𝜅 = [(1 + 𝜕𝜕𝑢𝑢𝑁𝑁
𝜕𝜕𝑥𝑥 ) ( 𝜅𝜅

𝜕𝜕2𝑢𝑢𝑤𝑤
𝜕𝜕𝑥𝑥2

) − 1] − 𝑌𝑌𝜅𝜅 

𝜀𝜀𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑏𝑏𝑏𝑏𝑐𝑐𝑠𝑠 = 𝜀𝜀𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 +
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠
𝜕𝜕𝑥𝑥  

 
(9) 𝜎𝜎𝑐𝑐 = 𝜎𝜎𝑐𝑐(𝜀𝜀𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐)  ∴  𝜎𝜎𝑠𝑠 = 𝜎𝜎𝑠𝑠(𝜀𝜀𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑏𝑏𝑏𝑏𝑐𝑐𝑠𝑠)  ∴  𝜏𝜏 = 𝜏𝜏(𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠) 

 
 

(11) ∫ 𝑁𝑁𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑢𝑢𝑁𝑁
𝜕𝜕𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥 = [𝜕𝜕𝑢𝑢𝑁𝑁 𝑁𝑁𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)]0𝐿𝐿

𝐿𝐿
 

(11) −∫ 𝑀𝑀𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) 𝜕𝜕2𝜕𝜕𝑢𝑢𝑤𝑤
𝜕𝜕𝑥𝑥2 𝑑𝑑𝑥𝑥 = ∫ 𝜕𝜕𝑢𝑢𝑤𝑤 (𝜌𝜌𝜌𝜌 𝜕𝜕2𝑉𝑉𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)

𝜕𝜕𝑡𝑡2 + 𝑞𝑞)𝑑𝑑𝑥𝑥
𝐿𝐿

− [𝜕𝜕𝜕𝜕𝑢𝑢𝑤𝑤
𝜕𝜕𝑥𝑥  𝑀𝑀𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)]

0

𝐿𝐿
+ [𝜕𝜕𝑢𝑢𝑤𝑤 𝑉𝑉𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)]0𝐿𝐿

𝐿𝐿
 

(12) ∫ 𝑁𝑁𝑖𝑖𝑏𝑏
𝑏𝑏𝑏𝑏𝑐𝑐𝑠𝑠(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠
𝑏𝑏

𝜕𝜕𝑥𝑥𝐿𝐿
𝑑𝑑𝑥𝑥 − ∫𝜕𝜕𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠

𝑏𝑏

𝐿𝐿
𝑓𝑓𝑖𝑖𝑏𝑏

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑐𝑐𝑠𝑠(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑥𝑥 = [𝜕𝜕𝑢𝑢𝑠𝑠
𝑏𝑏 𝑁𝑁𝑖𝑖𝑏𝑏

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑐𝑐𝑠𝑠(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)]0
𝐿𝐿
 

(13) ∫ 𝑁𝑁𝑖𝑖𝑐𝑐
𝑏𝑏𝑏𝑏𝑐𝑐𝑠𝑠(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠
𝑐𝑐

𝜕𝜕𝑥𝑥𝐿𝐿
𝑑𝑑𝑥𝑥 + ∫𝜕𝜕𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠

𝑐𝑐

𝐿𝐿
𝑓𝑓𝑖𝑖𝑐𝑐

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑐𝑐𝑠𝑠(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑥𝑥 = [𝜕𝜕𝑢𝑢𝑠𝑠
𝑐𝑐 𝑁𝑁𝑖𝑖𝑐𝑐

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑐𝑐𝑠𝑠(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)]0
𝐿𝐿
 

 

(14) ∫ 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑢𝑢𝑁𝑁
𝜕𝜕𝑥𝑥 [∫𝜎𝜎𝑐𝑐 𝑑𝑑𝜌𝜌

𝐴𝐴
+ ∑(𝜌𝜌𝑠𝑠𝑗𝑗𝑏𝑏𝜎𝜎𝑠𝑠𝑗𝑗𝑏𝑏 + 𝜌𝜌𝑠𝑠𝑗𝑗𝑐𝑐𝜎𝜎𝑠𝑠𝑗𝑗𝑐𝑐)

𝑗𝑗
] 𝑑𝑑𝑥𝑥 = [𝜕𝜕𝑢𝑢𝑁𝑁 𝑁𝑁𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)]0𝐿𝐿

𝐿𝐿
 

(15) 
−∫ 𝜕𝜕2𝜕𝜕𝑢𝑢𝑤𝑤

𝜕𝜕𝑥𝑥2 [∫𝜎𝜎𝑐𝑐 𝑦𝑦 𝑑𝑑𝜌𝜌
𝐴𝐴

+ ∑(𝜌𝜌𝑠𝑠𝑗𝑗𝑏𝑏𝜎𝜎𝑠𝑠𝑗𝑗𝑏𝑏𝑦𝑦𝑗𝑗𝑏𝑏 + 𝜌𝜌𝑠𝑠𝑗𝑗𝑐𝑐𝜎𝜎𝑠𝑠𝑗𝑗𝑐𝑐𝑦𝑦𝑗𝑗𝑐𝑐)
𝑗𝑗

] 𝑑𝑑𝑥𝑥
𝐿𝐿

= ∫ 𝜕𝜕𝑢𝑢𝑤𝑤 (𝜌𝜌𝜌𝜌 𝜕𝜕2𝑉𝑉𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝑡𝑡2 + 𝑞𝑞)𝑑𝑑𝑥𝑥

𝐿𝐿
− [𝜕𝜕𝜕𝜕𝑢𝑢𝑤𝑤

𝜕𝜕𝑥𝑥  𝑀𝑀𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)]
0

𝐿𝐿
+ [𝜕𝜕𝑢𝑢𝑤𝑤 𝑉𝑉𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)]0𝐿𝐿 

𝜃𝜃 

𝜕𝜕𝑢𝑢𝑤𝑤
𝜕𝜕𝑥𝑥  

𝛾𝛾 𝜓𝜓 

𝑥𝑥 

𝑢𝑢𝑥𝑥  

𝑢𝑢𝑤𝑤 

𝑦𝑦 

o 

)7(

)6(

1 
 

 

 

 

{𝑢𝑢}𝑖𝑖 =

{
 
 
 
 

 
 
 
 
 𝑢𝑢𝑁𝑁1
 𝑢𝑢𝑁𝑁2
 𝑢𝑢𝑉𝑉1
 𝑢𝑢𝑀𝑀1
 𝑢𝑢𝑉𝑉2
 𝑢𝑢𝑀𝑀2
𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠1
 𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠2
 𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠1
 𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠2}

 
 
 
 

 
 
 
 

= {
{𝑢𝑢𝑁𝑁}
{𝑢𝑢𝑤𝑤}
{𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠}

} 

 مسلح بتن یقاب المان یشنهادیپ جزءمفروض  یدرجات آزاد و آزاد اگرامید :1شکل 
Figure 1. Dynamic free body diagram and proposed degree of freedom of frame element 

 
 

(1) 
−𝜕𝜕𝑉𝑉𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)𝜕𝜕𝑥𝑥 = 𝜌𝜌𝜌𝜌 𝜕𝜕

2𝑉𝑉𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝑡𝑡2 + 𝑞𝑞  ∴    𝜕𝜕𝑁𝑁𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)𝜕𝜕𝑥𝑥 = 0 

−𝜕𝜕
2𝑀𝑀𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝑥𝑥2 = 𝜌𝜌𝜌𝜌𝜕𝜕

2𝑉𝑉𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝑡𝑡2 + 𝑞𝑞 ∴  − 𝜕𝜕𝑁𝑁𝑖𝑖

𝑠𝑠𝑎𝑎𝑎𝑎𝑠𝑠(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝑥𝑥 + 𝑓𝑓𝑖𝑖𝑠𝑠𝑎𝑎𝑎𝑎𝑠𝑠(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 0  

 
  

(3) 𝑎𝑎𝑑𝑑(𝑥𝑥) = [𝜑𝜑1(𝑥𝑥) 0 0 𝜑𝜑2(𝑥𝑥) 0 0
0 𝜑𝜑3(𝑥𝑥) 𝜑𝜑4(𝑥𝑥) 0 𝜑𝜑5(𝑥𝑥) 𝜑𝜑6(𝑥𝑥)

] 

(4) 

𝜑𝜑1(𝑥𝑥) = 1 −
𝑥𝑥
𝐿𝐿     ∴    𝜑𝜑2(𝑥𝑥) =

𝑥𝑥
𝐿𝐿 

𝜑𝜑3(𝑥𝑥) =
1
𝛷𝛷𝑧𝑧
(2 (𝑥𝑥𝐿𝐿)

3
− 3 (𝑥𝑥𝐿𝐿)

2
+ 𝛷𝛷𝑧𝑧)   ∴   𝜑𝜑4(𝑥𝑥) =

1
2𝛷𝛷𝑧𝑧

(2𝐿𝐿 (𝑥𝑥𝐿𝐿)
3
− (3 + 𝛷𝛷𝑧𝑧)𝐿𝐿 (

𝑥𝑥
𝐿𝐿)

2
+ (1 + 𝛷𝛷𝑧𝑧)(𝑥𝑥)) 

𝜑𝜑5(𝑥𝑥) =
1
𝛷𝛷𝑧𝑧
(−2 (𝑥𝑥𝐿𝐿)

3
+ 3 (𝑥𝑥𝐿𝐿)

2
+ (𝛷𝛷𝑧𝑧 − 1) (

𝑥𝑥
𝐿𝐿)) ∴ 

𝜑𝜑6(𝑥𝑥) =
1
2𝛷𝛷𝑧𝑧

(2𝐿𝐿 (𝑥𝑥𝐿𝐿)
3
+ (𝛷𝛷𝑧𝑧 − 3)𝐿𝐿 (

𝑥𝑥
𝐿𝐿)

2
+ (1 − 𝛷𝛷𝑧𝑧)(x))  

 

(5)  𝛷𝛷𝑧𝑧 = 1 + 12𝐸𝐸𝐼𝐼𝑧𝑧
𝜅𝜅𝑦𝑦𝐺𝐺𝐺𝐺𝐿𝐿2

  ∴  𝐸𝐸𝐼𝐼𝑧𝑧 = ∑ 𝐸𝐸𝑛𝑛𝑓𝑓𝑦𝑦𝑛𝑛𝑓𝑓2
𝑛𝑛𝑡𝑡𝑓𝑓(𝑥𝑥)
𝑛𝑛𝑓𝑓=1    

 
)5(
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2-2- فرم تضعیف شده روابط حاکم در محیط اجزا محدود
سینماتیك  بر  حاکم  معادلات  استخراج  جهت  بخش،  این  در 
قالب  در  بخش  1-2  در  شده  ذکر  حاکم  روابط  فرم  المان،  حرکتی 
فرم تضعیف  شده بیان می گردد. با بهره گیری از تابع آزمون  دلخواه 
وابسته به تغییرمکان های گرهی هر جهت و انتگرال گیری روی محیط 
جزء محدود المان، شرایط تعادل ارضا خواهد شد. این تابع آزمون  1به 
δuslip در نظر گرفته شده و در روابط 

tو δuN، δuw، δuslip
b صورت

با  مذکور،  روابط  ساده سازی  جهت  ادامه  در  می گردد.  ضرب  حاکم 

1  Test function

استفاده از انتگرال گیری جزء به جزء خواهیم داشت:
با جایگزینی روابط  )2( و  )9( در روابط فوق، معادلات حاکم در 

فرم تضعیف شده به ترتیب به صورت زیر بیان می گردد:
همان طور که پیش از این عنوان شد، گسسته سازی مقطع بر روی 
المان های قابی مبتنی بر فرمول بندی تیموشنکو جهت لحاظ  کردن 
رویه  مطابق  همچنین  می گیرد.  انجام  برشی  تغییرشکل های  اثرات 
حاکم در تئوری فیبری، تقسیم بندي هر مقطع بتني  به چندین رشته، 
براي فیبر بتني  iام مشخصه هایي از قبیل سطح مقطع، موقعیت مرکز 
فیبر در مختصات مقطع محاسبه شده و به طور کلی هندسه سلول های 
انتخابی در گروه های فیبری جمع می شود. جهت انتگرال گیری عددی 
در مقیاس یك سطح مقطع از یك المان، روش های متعددی از جمله 

2 
 

[
𝑢𝑢𝑥𝑥
𝑢𝑢𝑦𝑦

] = [ 𝑢𝑢𝑥𝑥
0 − 𝑦𝑦 sin 𝜃𝜃

𝑢𝑢𝑦𝑦
0 + 𝑦𝑦 cos 𝜃𝜃 − 𝑦𝑦]   

𝜃𝜃 = 𝜕𝜕𝑉𝑉𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝑥𝑥 = 𝜕𝜕𝑢𝑢𝑤𝑤

𝜕𝜕𝑥𝑥 = 𝜓𝜓 + 𝛾𝛾 

 
1 + 𝑢𝑢𝑥𝑥

′ = 𝑠𝑠′ cos𝜓𝜓    ∴     𝑢𝑢𝑦𝑦
′ = 𝑠𝑠′ sin𝜓𝜓    

  𝑠𝑠′ = 𝑑𝑑𝑠𝑠
𝑑𝑑𝑑𝑑 = √(1 + 𝑢𝑢𝑥𝑥′ )2 + 𝑢𝑢𝑦𝑦′

2 

𝑠𝑠′ ≈ 𝐿𝐿
𝐿𝐿0

  ⟹

[
 
 
 
 

 
1 + 𝑢𝑢𝑥𝑥

′ ≈ 𝐿𝐿
𝐿𝐿0

cos𝜓𝜓

𝑢𝑢𝑦𝑦
′ ≈ 𝐿𝐿

𝐿𝐿0
sin 𝜓𝜓 ]
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Figure 2. Beam description and coordinate system and kinematics relations 
 
 

(6) 𝜀𝜀 ̅ = {
𝜀𝜀𝑥𝑥𝑥𝑥
2𝜀𝜀𝑦𝑦𝑥𝑥

} = {𝑒𝑒 − 𝑦𝑦𝜃𝜃′
𝛾𝛾 }  ∴  𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠 = 𝑢𝑢𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑠𝑠 − 𝑢𝑢𝑥𝑥𝑖𝑖 = 𝑢𝑢𝑥𝑥𝑖𝑖
𝑠𝑠 − 𝑢𝑢𝑥𝑥

0 − 𝑦𝑦 sin 𝜃𝜃 

(7) {
𝑒𝑒
𝛾𝛾
𝜅𝜅
} = {

(1 + 𝑢𝑢𝑥𝑥
′ ) cos 𝜃𝜃 + 𝑢𝑢𝑦𝑦

′ sin 𝜃𝜃 − 1
−(1 + 𝑢𝑢𝑥𝑥

′ ) sin 𝜃𝜃 + 𝑢𝑢𝑦𝑦
′ cos 𝜃𝜃

𝜃𝜃′
}  ∴  sin 𝜃𝜃 = 𝜕𝜕𝑢𝑢𝑤𝑤

𝜕𝜕𝑥𝑥 → 𝜕𝜕2𝑢𝑢𝑤𝑤
𝜕𝜕𝑥𝑥2 = 𝜅𝜅 cos 𝜃𝜃 → cos 𝜃𝜃 = 𝜕𝜕2𝑢𝑢𝑤𝑤

𝜅𝜅𝜕𝜕𝑥𝑥2  

 

(8) 
𝜀𝜀𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 = [( 𝐿𝐿
𝐿𝐿0

cos𝜓𝜓) cos 𝜃𝜃 + ( 𝐿𝐿
𝐿𝐿0

sin𝜓𝜓) sin 𝜃𝜃 − 1] − 𝑦𝑦𝜅𝜅 = [(1 + 𝜕𝜕𝑢𝑢𝑁𝑁
𝜕𝜕𝑥𝑥 ) ( 𝜅𝜅

𝜕𝜕2𝑢𝑢𝑤𝑤
𝜕𝜕𝑥𝑥2

) − 1] − 𝑌𝑌𝜅𝜅 

𝜀𝜀𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑏𝑏𝑏𝑏𝑐𝑐𝑠𝑠 = 𝜀𝜀𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 +
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠
𝜕𝜕𝑥𝑥  

 
(9) 𝜎𝜎𝑐𝑐 = 𝜎𝜎𝑐𝑐(𝜀𝜀𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐)  ∴  𝜎𝜎𝑠𝑠 = 𝜎𝜎𝑠𝑠(𝜀𝜀𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑏𝑏𝑏𝑏𝑐𝑐𝑠𝑠)  ∴  𝜏𝜏 = 𝜏𝜏(𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠) 

 
 

(11) ∫ 𝑁𝑁𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑢𝑢𝑁𝑁
𝜕𝜕𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥 = [𝜕𝜕𝑢𝑢𝑁𝑁 𝑁𝑁𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)]0𝐿𝐿

𝐿𝐿
 

(11) −∫ 𝑀𝑀𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) 𝜕𝜕2𝜕𝜕𝑢𝑢𝑤𝑤
𝜕𝜕𝑥𝑥2 𝑑𝑑𝑥𝑥 = ∫ 𝜕𝜕𝑢𝑢𝑤𝑤 (𝜌𝜌𝜌𝜌 𝜕𝜕2𝑉𝑉𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)

𝜕𝜕𝑡𝑡2 + 𝑞𝑞)𝑑𝑑𝑥𝑥
𝐿𝐿

− [𝜕𝜕𝜕𝜕𝑢𝑢𝑤𝑤
𝜕𝜕𝑥𝑥  𝑀𝑀𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)]

0

𝐿𝐿
+ [𝜕𝜕𝑢𝑢𝑤𝑤 𝑉𝑉𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)]0𝐿𝐿

𝐿𝐿
 

(12) ∫ 𝑁𝑁𝑖𝑖𝑏𝑏
𝑏𝑏𝑏𝑏𝑐𝑐𝑠𝑠(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠
𝑏𝑏

𝜕𝜕𝑥𝑥𝐿𝐿
𝑑𝑑𝑥𝑥 − ∫𝜕𝜕𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠

𝑏𝑏

𝐿𝐿
𝑓𝑓𝑖𝑖𝑏𝑏

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑐𝑐𝑠𝑠(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑥𝑥 = [𝜕𝜕𝑢𝑢𝑠𝑠
𝑏𝑏 𝑁𝑁𝑖𝑖𝑏𝑏

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑐𝑐𝑠𝑠(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)]0
𝐿𝐿
 

(13) ∫ 𝑁𝑁𝑖𝑖𝑐𝑐
𝑏𝑏𝑏𝑏𝑐𝑐𝑠𝑠(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠
𝑐𝑐

𝜕𝜕𝑥𝑥𝐿𝐿
𝑑𝑑𝑥𝑥 + ∫𝜕𝜕𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠

𝑐𝑐

𝐿𝐿
𝑓𝑓𝑖𝑖𝑐𝑐

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑐𝑐𝑠𝑠(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑥𝑥 = [𝜕𝜕𝑢𝑢𝑠𝑠
𝑐𝑐 𝑁𝑁𝑖𝑖𝑐𝑐

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑐𝑐𝑠𝑠(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)]0
𝐿𝐿
 

 

(14) ∫ 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑢𝑢𝑁𝑁
𝜕𝜕𝑥𝑥 [∫𝜎𝜎𝑐𝑐 𝑑𝑑𝜌𝜌

𝐴𝐴
+ ∑(𝜌𝜌𝑠𝑠𝑗𝑗𝑏𝑏𝜎𝜎𝑠𝑠𝑗𝑗𝑏𝑏 + 𝜌𝜌𝑠𝑠𝑗𝑗𝑐𝑐𝜎𝜎𝑠𝑠𝑗𝑗𝑐𝑐)

𝑗𝑗
] 𝑑𝑑𝑥𝑥 = [𝜕𝜕𝑢𝑢𝑁𝑁 𝑁𝑁𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)]0𝐿𝐿

𝐿𝐿
 

(15) 
−∫ 𝜕𝜕2𝜕𝜕𝑢𝑢𝑤𝑤

𝜕𝜕𝑥𝑥2 [∫𝜎𝜎𝑐𝑐 𝑦𝑦 𝑑𝑑𝜌𝜌
𝐴𝐴

+ ∑(𝜌𝜌𝑠𝑠𝑗𝑗𝑏𝑏𝜎𝜎𝑠𝑠𝑗𝑗𝑏𝑏𝑦𝑦𝑗𝑗𝑏𝑏 + 𝜌𝜌𝑠𝑠𝑗𝑗𝑐𝑐𝜎𝜎𝑠𝑠𝑗𝑗𝑐𝑐𝑦𝑦𝑗𝑗𝑐𝑐)
𝑗𝑗

] 𝑑𝑑𝑥𝑥
𝐿𝐿

= ∫ 𝜕𝜕𝑢𝑢𝑤𝑤 (𝜌𝜌𝜌𝜌 𝜕𝜕2𝑉𝑉𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝑡𝑡2 + 𝑞𝑞)𝑑𝑑𝑥𝑥

𝐿𝐿
− [𝜕𝜕𝜕𝜕𝑢𝑢𝑤𝑤

𝜕𝜕𝑥𝑥  𝑀𝑀𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)]
0

𝐿𝐿
+ [𝜕𝜕𝑢𝑢𝑤𝑤 𝑉𝑉𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)]0𝐿𝐿 

𝜃𝜃 

𝜕𝜕𝑢𝑢𝑤𝑤
𝜕𝜕𝑥𝑥  

𝛾𝛾 𝜓𝜓 

𝑥𝑥 

𝑢𝑢𝑥𝑥  

𝑢𝑢𝑤𝑤 

𝑦𝑦 

o 

)8(

2 
 

[
𝑢𝑢𝑥𝑥
𝑢𝑢𝑦𝑦

] = [ 𝑢𝑢𝑥𝑥
0 − 𝑦𝑦 sin 𝜃𝜃

𝑢𝑢𝑦𝑦
0 + 𝑦𝑦 cos 𝜃𝜃 − 𝑦𝑦]   

𝜃𝜃 = 𝜕𝜕𝑉𝑉𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝑥𝑥 = 𝜕𝜕𝑢𝑢𝑤𝑤

𝜕𝜕𝑥𝑥 = 𝜓𝜓 + 𝛾𝛾 

 
1 + 𝑢𝑢𝑥𝑥

′ = 𝑠𝑠′ cos𝜓𝜓    ∴     𝑢𝑢𝑦𝑦
′ = 𝑠𝑠′ sin𝜓𝜓    

  𝑠𝑠′ = 𝑑𝑑𝑠𝑠
𝑑𝑑𝑑𝑑 = √(1 + 𝑢𝑢𝑥𝑥′ )2 + 𝑢𝑢𝑦𝑦′

2 

𝑠𝑠′ ≈ 𝐿𝐿
𝐿𝐿0

  ⟹

[
 
 
 
 

 
1 + 𝑢𝑢𝑥𝑥

′ ≈ 𝐿𝐿
𝐿𝐿0

cos𝜓𝜓

𝑢𝑢𝑦𝑦
′ ≈ 𝐿𝐿

𝐿𝐿0
sin 𝜓𝜓 ]
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(6) 𝜀𝜀 ̅ = {
𝜀𝜀𝑥𝑥𝑥𝑥
2𝜀𝜀𝑦𝑦𝑥𝑥

} = {𝑒𝑒 − 𝑦𝑦𝜃𝜃′
𝛾𝛾 }  ∴  𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠 = 𝑢𝑢𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑠𝑠 − 𝑢𝑢𝑥𝑥𝑖𝑖 = 𝑢𝑢𝑥𝑥𝑖𝑖
𝑠𝑠 − 𝑢𝑢𝑥𝑥

0 − 𝑦𝑦 sin 𝜃𝜃 

(7) {
𝑒𝑒
𝛾𝛾
𝜅𝜅
} = {

(1 + 𝑢𝑢𝑥𝑥
′ ) cos 𝜃𝜃 + 𝑢𝑢𝑦𝑦

′ sin 𝜃𝜃 − 1
−(1 + 𝑢𝑢𝑥𝑥

′ ) sin 𝜃𝜃 + 𝑢𝑢𝑦𝑦
′ cos 𝜃𝜃

𝜃𝜃′
}  ∴  sin 𝜃𝜃 = 𝜕𝜕𝑢𝑢𝑤𝑤

𝜕𝜕𝑥𝑥 → 𝜕𝜕2𝑢𝑢𝑤𝑤
𝜕𝜕𝑥𝑥2 = 𝜅𝜅 cos 𝜃𝜃 → cos 𝜃𝜃 = 𝜕𝜕2𝑢𝑢𝑤𝑤

𝜅𝜅𝜕𝜕𝑥𝑥2  

 

(8) 
𝜀𝜀𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 = [( 𝐿𝐿
𝐿𝐿0

cos𝜓𝜓) cos 𝜃𝜃 + ( 𝐿𝐿
𝐿𝐿0

sin𝜓𝜓) sin 𝜃𝜃 − 1] − 𝑦𝑦𝜅𝜅 = [(1 + 𝜕𝜕𝑢𝑢𝑁𝑁
𝜕𝜕𝑥𝑥 ) ( 𝜅𝜅

𝜕𝜕2𝑢𝑢𝑤𝑤
𝜕𝜕𝑥𝑥2

) − 1] − 𝑌𝑌𝜅𝜅 

𝜀𝜀𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑏𝑏𝑏𝑏𝑐𝑐𝑠𝑠 = 𝜀𝜀𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 +
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠
𝜕𝜕𝑥𝑥  

 
(9) 𝜎𝜎𝑐𝑐 = 𝜎𝜎𝑐𝑐(𝜀𝜀𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐)  ∴  𝜎𝜎𝑠𝑠 = 𝜎𝜎𝑠𝑠(𝜀𝜀𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑏𝑏𝑏𝑏𝑐𝑐𝑠𝑠)  ∴  𝜏𝜏 = 𝜏𝜏(𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠) 

 
 

(11) ∫ 𝑁𝑁𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑢𝑢𝑁𝑁
𝜕𝜕𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥 = [𝜕𝜕𝑢𝑢𝑁𝑁 𝑁𝑁𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)]0𝐿𝐿

𝐿𝐿
 

(11) −∫ 𝑀𝑀𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) 𝜕𝜕2𝜕𝜕𝑢𝑢𝑤𝑤
𝜕𝜕𝑥𝑥2 𝑑𝑑𝑥𝑥 = ∫ 𝜕𝜕𝑢𝑢𝑤𝑤 (𝜌𝜌𝜌𝜌 𝜕𝜕2𝑉𝑉𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)

𝜕𝜕𝑡𝑡2 + 𝑞𝑞)𝑑𝑑𝑥𝑥
𝐿𝐿

− [𝜕𝜕𝜕𝜕𝑢𝑢𝑤𝑤
𝜕𝜕𝑥𝑥  𝑀𝑀𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)]

0

𝐿𝐿
+ [𝜕𝜕𝑢𝑢𝑤𝑤 𝑉𝑉𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)]0𝐿𝐿

𝐿𝐿
 

(12) ∫ 𝑁𝑁𝑖𝑖𝑏𝑏
𝑏𝑏𝑏𝑏𝑐𝑐𝑠𝑠(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠
𝑏𝑏

𝜕𝜕𝑥𝑥𝐿𝐿
𝑑𝑑𝑥𝑥 − ∫𝜕𝜕𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠

𝑏𝑏

𝐿𝐿
𝑓𝑓𝑖𝑖𝑏𝑏

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑐𝑐𝑠𝑠(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑥𝑥 = [𝜕𝜕𝑢𝑢𝑠𝑠
𝑏𝑏 𝑁𝑁𝑖𝑖𝑏𝑏

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑐𝑐𝑠𝑠(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)]0
𝐿𝐿
 

(13) ∫ 𝑁𝑁𝑖𝑖𝑐𝑐
𝑏𝑏𝑏𝑏𝑐𝑐𝑠𝑠(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠
𝑐𝑐

𝜕𝜕𝑥𝑥𝐿𝐿
𝑑𝑑𝑥𝑥 + ∫𝜕𝜕𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠

𝑐𝑐

𝐿𝐿
𝑓𝑓𝑖𝑖𝑐𝑐

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑐𝑐𝑠𝑠(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑥𝑥 = [𝜕𝜕𝑢𝑢𝑠𝑠
𝑐𝑐 𝑁𝑁𝑖𝑖𝑐𝑐

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑐𝑐𝑠𝑠(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)]0
𝐿𝐿
 

 

(14) ∫ 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑢𝑢𝑁𝑁
𝜕𝜕𝑥𝑥 [∫𝜎𝜎𝑐𝑐 𝑑𝑑𝜌𝜌

𝐴𝐴
+ ∑(𝜌𝜌𝑠𝑠𝑗𝑗𝑏𝑏𝜎𝜎𝑠𝑠𝑗𝑗𝑏𝑏 + 𝜌𝜌𝑠𝑠𝑗𝑗𝑐𝑐𝜎𝜎𝑠𝑠𝑗𝑗𝑐𝑐)

𝑗𝑗
] 𝑑𝑑𝑥𝑥 = [𝜕𝜕𝑢𝑢𝑁𝑁 𝑁𝑁𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)]0𝐿𝐿

𝐿𝐿
 

(15) 
−∫ 𝜕𝜕2𝜕𝜕𝑢𝑢𝑤𝑤

𝜕𝜕𝑥𝑥2 [∫𝜎𝜎𝑐𝑐 𝑦𝑦 𝑑𝑑𝜌𝜌
𝐴𝐴

+ ∑(𝜌𝜌𝑠𝑠𝑗𝑗𝑏𝑏𝜎𝜎𝑠𝑠𝑗𝑗𝑏𝑏𝑦𝑦𝑗𝑗𝑏𝑏 + 𝜌𝜌𝑠𝑠𝑗𝑗𝑐𝑐𝜎𝜎𝑠𝑠𝑗𝑗𝑐𝑐𝑦𝑦𝑗𝑗𝑐𝑐)
𝑗𝑗

] 𝑑𝑑𝑥𝑥
𝐿𝐿

= ∫ 𝜕𝜕𝑢𝑢𝑤𝑤 (𝜌𝜌𝜌𝜌 𝜕𝜕2𝑉𝑉𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝑡𝑡2 + 𝑞𝑞)𝑑𝑑𝑥𝑥

𝐿𝐿
− [𝜕𝜕𝜕𝜕𝑢𝑢𝑤𝑤

𝜕𝜕𝑥𝑥  𝑀𝑀𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)]
0

𝐿𝐿
+ [𝜕𝜕𝑢𝑢𝑤𝑤 𝑉𝑉𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)]0𝐿𝐿 

𝜃𝜃 

𝜕𝜕𝑢𝑢𝑤𝑤
𝜕𝜕𝑥𝑥  

𝛾𝛾 𝜓𝜓 

𝑥𝑥 

𝑢𝑢𝑥𝑥  

𝑢𝑢𝑤𝑤 

𝑦𝑦 

o 

)9(

2 
 

[
𝑢𝑢𝑥𝑥
𝑢𝑢𝑦𝑦

] = [ 𝑢𝑢𝑥𝑥
0 − 𝑦𝑦 sin 𝜃𝜃

𝑢𝑢𝑦𝑦
0 + 𝑦𝑦 cos 𝜃𝜃 − 𝑦𝑦]   

𝜃𝜃 = 𝜕𝜕𝑉𝑉𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝑥𝑥 = 𝜕𝜕𝑢𝑢𝑤𝑤

𝜕𝜕𝑥𝑥 = 𝜓𝜓 + 𝛾𝛾 

 
1 + 𝑢𝑢𝑥𝑥

′ = 𝑠𝑠′ cos𝜓𝜓    ∴     𝑢𝑢𝑦𝑦
′ = 𝑠𝑠′ sin𝜓𝜓    

  𝑠𝑠′ = 𝑑𝑑𝑠𝑠
𝑑𝑑𝑑𝑑 = √(1 + 𝑢𝑢𝑥𝑥′ )2 + 𝑢𝑢𝑦𝑦′

2 

𝑠𝑠′ ≈ 𝐿𝐿
𝐿𝐿0

  ⟹

[
 
 
 
 

 
1 + 𝑢𝑢𝑥𝑥

′ ≈ 𝐿𝐿
𝐿𝐿0

cos𝜓𝜓

𝑢𝑢𝑦𝑦
′ ≈ 𝐿𝐿

𝐿𝐿0
sin 𝜓𝜓 ]
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(6) 𝜀𝜀 ̅ = {
𝜀𝜀𝑥𝑥𝑥𝑥
2𝜀𝜀𝑦𝑦𝑥𝑥

} = {𝑒𝑒 − 𝑦𝑦𝜃𝜃′
𝛾𝛾 }  ∴  𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠 = 𝑢𝑢𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑠𝑠 − 𝑢𝑢𝑥𝑥𝑖𝑖 = 𝑢𝑢𝑥𝑥𝑖𝑖
𝑠𝑠 − 𝑢𝑢𝑥𝑥

0 − 𝑦𝑦 sin 𝜃𝜃 

(7) {
𝑒𝑒
𝛾𝛾
𝜅𝜅
} = {

(1 + 𝑢𝑢𝑥𝑥
′ ) cos 𝜃𝜃 + 𝑢𝑢𝑦𝑦

′ sin 𝜃𝜃 − 1
−(1 + 𝑢𝑢𝑥𝑥

′ ) sin 𝜃𝜃 + 𝑢𝑢𝑦𝑦
′ cos 𝜃𝜃

𝜃𝜃′
}  ∴  sin 𝜃𝜃 = 𝜕𝜕𝑢𝑢𝑤𝑤

𝜕𝜕𝑥𝑥 → 𝜕𝜕2𝑢𝑢𝑤𝑤
𝜕𝜕𝑥𝑥2 = 𝜅𝜅 cos 𝜃𝜃 → cos 𝜃𝜃 = 𝜕𝜕2𝑢𝑢𝑤𝑤

𝜅𝜅𝜕𝜕𝑥𝑥2  

 

(8) 
𝜀𝜀𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 = [( 𝐿𝐿
𝐿𝐿0

cos𝜓𝜓) cos 𝜃𝜃 + ( 𝐿𝐿
𝐿𝐿0

sin𝜓𝜓) sin 𝜃𝜃 − 1] − 𝑦𝑦𝜅𝜅 = [(1 + 𝜕𝜕𝑢𝑢𝑁𝑁
𝜕𝜕𝑥𝑥 ) ( 𝜅𝜅

𝜕𝜕2𝑢𝑢𝑤𝑤
𝜕𝜕𝑥𝑥2

) − 1] − 𝑌𝑌𝜅𝜅 

𝜀𝜀𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑏𝑏𝑏𝑏𝑐𝑐𝑠𝑠 = 𝜀𝜀𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 +
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠
𝜕𝜕𝑥𝑥  

 
(9) 𝜎𝜎𝑐𝑐 = 𝜎𝜎𝑐𝑐(𝜀𝜀𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐)  ∴  𝜎𝜎𝑠𝑠 = 𝜎𝜎𝑠𝑠(𝜀𝜀𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑏𝑏𝑏𝑏𝑐𝑐𝑠𝑠)  ∴  𝜏𝜏 = 𝜏𝜏(𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠) 

 
 

(11) ∫ 𝑁𝑁𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑢𝑢𝑁𝑁
𝜕𝜕𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥 = [𝜕𝜕𝑢𝑢𝑁𝑁 𝑁𝑁𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)]0𝐿𝐿

𝐿𝐿
 

(11) −∫ 𝑀𝑀𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) 𝜕𝜕2𝜕𝜕𝑢𝑢𝑤𝑤
𝜕𝜕𝑥𝑥2 𝑑𝑑𝑥𝑥 = ∫ 𝜕𝜕𝑢𝑢𝑤𝑤 (𝜌𝜌𝜌𝜌 𝜕𝜕2𝑉𝑉𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)

𝜕𝜕𝑡𝑡2 + 𝑞𝑞)𝑑𝑑𝑥𝑥
𝐿𝐿

− [𝜕𝜕𝜕𝜕𝑢𝑢𝑤𝑤
𝜕𝜕𝑥𝑥  𝑀𝑀𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)]

0

𝐿𝐿
+ [𝜕𝜕𝑢𝑢𝑤𝑤 𝑉𝑉𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)]0𝐿𝐿

𝐿𝐿
 

(12) ∫ 𝑁𝑁𝑖𝑖𝑏𝑏
𝑏𝑏𝑏𝑏𝑐𝑐𝑠𝑠(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠
𝑏𝑏

𝜕𝜕𝑥𝑥𝐿𝐿
𝑑𝑑𝑥𝑥 − ∫𝜕𝜕𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠

𝑏𝑏

𝐿𝐿
𝑓𝑓𝑖𝑖𝑏𝑏

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑐𝑐𝑠𝑠(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑥𝑥 = [𝜕𝜕𝑢𝑢𝑠𝑠
𝑏𝑏 𝑁𝑁𝑖𝑖𝑏𝑏

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑐𝑐𝑠𝑠(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)]0
𝐿𝐿
 

(13) ∫ 𝑁𝑁𝑖𝑖𝑐𝑐
𝑏𝑏𝑏𝑏𝑐𝑐𝑠𝑠(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠
𝑐𝑐

𝜕𝜕𝑥𝑥𝐿𝐿
𝑑𝑑𝑥𝑥 + ∫𝜕𝜕𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠

𝑐𝑐

𝐿𝐿
𝑓𝑓𝑖𝑖𝑐𝑐

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑐𝑐𝑠𝑠(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑥𝑥 = [𝜕𝜕𝑢𝑢𝑠𝑠
𝑐𝑐 𝑁𝑁𝑖𝑖𝑐𝑐

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑐𝑐𝑠𝑠(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)]0
𝐿𝐿
 

 

(14) ∫ 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑢𝑢𝑁𝑁
𝜕𝜕𝑥𝑥 [∫𝜎𝜎𝑐𝑐 𝑑𝑑𝜌𝜌

𝐴𝐴
+ ∑(𝜌𝜌𝑠𝑠𝑗𝑗𝑏𝑏𝜎𝜎𝑠𝑠𝑗𝑗𝑏𝑏 + 𝜌𝜌𝑠𝑠𝑗𝑗𝑐𝑐𝜎𝜎𝑠𝑠𝑗𝑗𝑐𝑐)

𝑗𝑗
] 𝑑𝑑𝑥𝑥 = [𝜕𝜕𝑢𝑢𝑁𝑁 𝑁𝑁𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)]0𝐿𝐿

𝐿𝐿
 

(15) 
−∫ 𝜕𝜕2𝜕𝜕𝑢𝑢𝑤𝑤

𝜕𝜕𝑥𝑥2 [∫𝜎𝜎𝑐𝑐 𝑦𝑦 𝑑𝑑𝜌𝜌
𝐴𝐴

+ ∑(𝜌𝜌𝑠𝑠𝑗𝑗𝑏𝑏𝜎𝜎𝑠𝑠𝑗𝑗𝑏𝑏𝑦𝑦𝑗𝑗𝑏𝑏 + 𝜌𝜌𝑠𝑠𝑗𝑗𝑐𝑐𝜎𝜎𝑠𝑠𝑗𝑗𝑐𝑐𝑦𝑦𝑗𝑗𝑐𝑐)
𝑗𝑗

] 𝑑𝑑𝑥𝑥
𝐿𝐿

= ∫ 𝜕𝜕𝑢𝑢𝑤𝑤 (𝜌𝜌𝜌𝜌 𝜕𝜕2𝑉𝑉𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝑡𝑡2 + 𝑞𝑞)𝑑𝑑𝑥𝑥

𝐿𝐿
− [𝜕𝜕𝜕𝜕𝑢𝑢𝑤𝑤

𝜕𝜕𝑥𝑥  𝑀𝑀𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)]
0

𝐿𝐿
+ [𝜕𝜕𝑢𝑢𝑤𝑤 𝑉𝑉𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)]0𝐿𝐿 

𝜃𝜃 

𝜕𝜕𝑢𝑢𝑤𝑤
𝜕𝜕𝑥𝑥  

𝛾𝛾 𝜓𝜓 

𝑥𝑥 

𝑢𝑢𝑥𝑥  

𝑢𝑢𝑤𝑤 

𝑦𝑦 

o 

2 
 

[
𝑢𝑢𝑥𝑥
𝑢𝑢𝑦𝑦

] = [ 𝑢𝑢𝑥𝑥
0 − 𝑦𝑦 sin 𝜃𝜃

𝑢𝑢𝑦𝑦
0 + 𝑦𝑦 cos 𝜃𝜃 − 𝑦𝑦]   

𝜃𝜃 = 𝜕𝜕𝑉𝑉𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝑥𝑥 = 𝜕𝜕𝑢𝑢𝑤𝑤

𝜕𝜕𝑥𝑥 = 𝜓𝜓 + 𝛾𝛾 

 
1 + 𝑢𝑢𝑥𝑥

′ = 𝑠𝑠′ cos𝜓𝜓    ∴     𝑢𝑢𝑦𝑦
′ = 𝑠𝑠′ sin𝜓𝜓    

  𝑠𝑠′ = 𝑑𝑑𝑠𝑠
𝑑𝑑𝑑𝑑 = √(1 + 𝑢𝑢𝑥𝑥′ )2 + 𝑢𝑢𝑦𝑦′

2 

𝑠𝑠′ ≈ 𝐿𝐿
𝐿𝐿0

  ⟹

[
 
 
 
 

 
1 + 𝑢𝑢𝑥𝑥

′ ≈ 𝐿𝐿
𝐿𝐿0

cos𝜓𝜓

𝑢𝑢𝑦𝑦
′ ≈ 𝐿𝐿

𝐿𝐿0
sin 𝜓𝜓 ]
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Figure 2. Beam description and coordinate system and kinematics relations 
 
 

(6) 𝜀𝜀 ̅ = {
𝜀𝜀𝑥𝑥𝑥𝑥
2𝜀𝜀𝑦𝑦𝑥𝑥

} = {𝑒𝑒 − 𝑦𝑦𝜃𝜃′
𝛾𝛾 }  ∴  𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠 = 𝑢𝑢𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑠𝑠 − 𝑢𝑢𝑥𝑥𝑖𝑖 = 𝑢𝑢𝑥𝑥𝑖𝑖
𝑠𝑠 − 𝑢𝑢𝑥𝑥

0 − 𝑦𝑦 sin 𝜃𝜃 

(7) {
𝑒𝑒
𝛾𝛾
𝜅𝜅
} = {

(1 + 𝑢𝑢𝑥𝑥
′ ) cos 𝜃𝜃 + 𝑢𝑢𝑦𝑦

′ sin 𝜃𝜃 − 1
−(1 + 𝑢𝑢𝑥𝑥

′ ) sin 𝜃𝜃 + 𝑢𝑢𝑦𝑦
′ cos 𝜃𝜃

𝜃𝜃′
}  ∴  sin 𝜃𝜃 = 𝜕𝜕𝑢𝑢𝑤𝑤

𝜕𝜕𝑥𝑥 → 𝜕𝜕2𝑢𝑢𝑤𝑤
𝜕𝜕𝑥𝑥2 = 𝜅𝜅 cos 𝜃𝜃 → cos 𝜃𝜃 = 𝜕𝜕2𝑢𝑢𝑤𝑤

𝜅𝜅𝜕𝜕𝑥𝑥2  

 

(8) 
𝜀𝜀𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 = [( 𝐿𝐿
𝐿𝐿0

cos𝜓𝜓) cos 𝜃𝜃 + ( 𝐿𝐿
𝐿𝐿0

sin𝜓𝜓) sin 𝜃𝜃 − 1] − 𝑦𝑦𝜅𝜅 = [(1 + 𝜕𝜕𝑢𝑢𝑁𝑁
𝜕𝜕𝑥𝑥 ) ( 𝜅𝜅

𝜕𝜕2𝑢𝑢𝑤𝑤
𝜕𝜕𝑥𝑥2

) − 1] − 𝑌𝑌𝜅𝜅 

𝜀𝜀𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑏𝑏𝑏𝑏𝑐𝑐𝑠𝑠 = 𝜀𝜀𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 +
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠
𝜕𝜕𝑥𝑥  

 
(9) 𝜎𝜎𝑐𝑐 = 𝜎𝜎𝑐𝑐(𝜀𝜀𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐)  ∴  𝜎𝜎𝑠𝑠 = 𝜎𝜎𝑠𝑠(𝜀𝜀𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑏𝑏𝑏𝑏𝑐𝑐𝑠𝑠)  ∴  𝜏𝜏 = 𝜏𝜏(𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠) 

 
 

(11) ∫ 𝑁𝑁𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑢𝑢𝑁𝑁
𝜕𝜕𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥 = [𝜕𝜕𝑢𝑢𝑁𝑁 𝑁𝑁𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)]0𝐿𝐿

𝐿𝐿
 

(11) −∫ 𝑀𝑀𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) 𝜕𝜕2𝜕𝜕𝑢𝑢𝑤𝑤
𝜕𝜕𝑥𝑥2 𝑑𝑑𝑥𝑥 = ∫ 𝜕𝜕𝑢𝑢𝑤𝑤 (𝜌𝜌𝜌𝜌 𝜕𝜕2𝑉𝑉𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)

𝜕𝜕𝑡𝑡2 + 𝑞𝑞)𝑑𝑑𝑥𝑥
𝐿𝐿

− [𝜕𝜕𝜕𝜕𝑢𝑢𝑤𝑤
𝜕𝜕𝑥𝑥  𝑀𝑀𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)]

0

𝐿𝐿
+ [𝜕𝜕𝑢𝑢𝑤𝑤 𝑉𝑉𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)]0𝐿𝐿

𝐿𝐿
 

(12) ∫ 𝑁𝑁𝑖𝑖𝑏𝑏
𝑏𝑏𝑏𝑏𝑐𝑐𝑠𝑠(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠
𝑏𝑏

𝜕𝜕𝑥𝑥𝐿𝐿
𝑑𝑑𝑥𝑥 − ∫𝜕𝜕𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠

𝑏𝑏

𝐿𝐿
𝑓𝑓𝑖𝑖𝑏𝑏

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑐𝑐𝑠𝑠(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑥𝑥 = [𝜕𝜕𝑢𝑢𝑠𝑠
𝑏𝑏 𝑁𝑁𝑖𝑖𝑏𝑏

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑐𝑐𝑠𝑠(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)]0
𝐿𝐿
 

(13) ∫ 𝑁𝑁𝑖𝑖𝑐𝑐
𝑏𝑏𝑏𝑏𝑐𝑐𝑠𝑠(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠
𝑐𝑐

𝜕𝜕𝑥𝑥𝐿𝐿
𝑑𝑑𝑥𝑥 + ∫𝜕𝜕𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠

𝑐𝑐

𝐿𝐿
𝑓𝑓𝑖𝑖𝑐𝑐

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑐𝑐𝑠𝑠(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑥𝑥 = [𝜕𝜕𝑢𝑢𝑠𝑠
𝑐𝑐 𝑁𝑁𝑖𝑖𝑐𝑐

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑐𝑐𝑠𝑠(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)]0
𝐿𝐿
 

 

(14) ∫ 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑢𝑢𝑁𝑁
𝜕𝜕𝑥𝑥 [∫𝜎𝜎𝑐𝑐 𝑑𝑑𝜌𝜌

𝐴𝐴
+ ∑(𝜌𝜌𝑠𝑠𝑗𝑗𝑏𝑏𝜎𝜎𝑠𝑠𝑗𝑗𝑏𝑏 + 𝜌𝜌𝑠𝑠𝑗𝑗𝑐𝑐𝜎𝜎𝑠𝑠𝑗𝑗𝑐𝑐)

𝑗𝑗
] 𝑑𝑑𝑥𝑥 = [𝜕𝜕𝑢𝑢𝑁𝑁 𝑁𝑁𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)]0𝐿𝐿

𝐿𝐿
 

(15) 
−∫ 𝜕𝜕2𝜕𝜕𝑢𝑢𝑤𝑤

𝜕𝜕𝑥𝑥2 [∫𝜎𝜎𝑐𝑐 𝑦𝑦 𝑑𝑑𝜌𝜌
𝐴𝐴

+ ∑(𝜌𝜌𝑠𝑠𝑗𝑗𝑏𝑏𝜎𝜎𝑠𝑠𝑗𝑗𝑏𝑏𝑦𝑦𝑗𝑗𝑏𝑏 + 𝜌𝜌𝑠𝑠𝑗𝑗𝑐𝑐𝜎𝜎𝑠𝑠𝑗𝑗𝑐𝑐𝑦𝑦𝑗𝑗𝑐𝑐)
𝑗𝑗

] 𝑑𝑑𝑥𝑥
𝐿𝐿

= ∫ 𝜕𝜕𝑢𝑢𝑤𝑤 (𝜌𝜌𝜌𝜌 𝜕𝜕2𝑉𝑉𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝑡𝑡2 + 𝑞𝑞)𝑑𝑑𝑥𝑥

𝐿𝐿
− [𝜕𝜕𝜕𝜕𝑢𝑢𝑤𝑤

𝜕𝜕𝑥𝑥  𝑀𝑀𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)]
0

𝐿𝐿
+ [𝜕𝜕𝑢𝑢𝑤𝑤 𝑉𝑉𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)]0𝐿𝐿 

𝜃𝜃 

𝜕𝜕𝑢𝑢𝑤𝑤
𝜕𝜕𝑥𝑥  

𝛾𝛾 𝜓𝜓 

𝑥𝑥 

𝑢𝑢𝑥𝑥  

𝑢𝑢𝑤𝑤 

𝑦𝑦 

o 

2 
 

[
𝑢𝑢𝑥𝑥
𝑢𝑢𝑦𝑦

] = [ 𝑢𝑢𝑥𝑥
0 − 𝑦𝑦 sin 𝜃𝜃

𝑢𝑢𝑦𝑦
0 + 𝑦𝑦 cos 𝜃𝜃 − 𝑦𝑦]   

𝜃𝜃 = 𝜕𝜕𝑉𝑉𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝑥𝑥 = 𝜕𝜕𝑢𝑢𝑤𝑤

𝜕𝜕𝑥𝑥 = 𝜓𝜓 + 𝛾𝛾 

 
1 + 𝑢𝑢𝑥𝑥

′ = 𝑠𝑠′ cos𝜓𝜓    ∴     𝑢𝑢𝑦𝑦
′ = 𝑠𝑠′ sin𝜓𝜓    

  𝑠𝑠′ = 𝑑𝑑𝑠𝑠
𝑑𝑑𝑑𝑑 = √(1 + 𝑢𝑢𝑥𝑥′ )2 + 𝑢𝑢𝑦𝑦′

2 

𝑠𝑠′ ≈ 𝐿𝐿
𝐿𝐿0

  ⟹

[
 
 
 
 

 
1 + 𝑢𝑢𝑥𝑥

′ ≈ 𝐿𝐿
𝐿𝐿0

cos𝜓𝜓

𝑢𝑢𝑦𝑦
′ ≈ 𝐿𝐿

𝐿𝐿0
sin 𝜓𝜓 ]
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(6) 𝜀𝜀 ̅ = {
𝜀𝜀𝑥𝑥𝑥𝑥
2𝜀𝜀𝑦𝑦𝑥𝑥

} = {𝑒𝑒 − 𝑦𝑦𝜃𝜃′
𝛾𝛾 }  ∴  𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠 = 𝑢𝑢𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑠𝑠 − 𝑢𝑢𝑥𝑥𝑖𝑖 = 𝑢𝑢𝑥𝑥𝑖𝑖
𝑠𝑠 − 𝑢𝑢𝑥𝑥

0 − 𝑦𝑦 sin 𝜃𝜃 

(7) {
𝑒𝑒
𝛾𝛾
𝜅𝜅
} = {

(1 + 𝑢𝑢𝑥𝑥
′ ) cos 𝜃𝜃 + 𝑢𝑢𝑦𝑦

′ sin 𝜃𝜃 − 1
−(1 + 𝑢𝑢𝑥𝑥

′ ) sin 𝜃𝜃 + 𝑢𝑢𝑦𝑦
′ cos 𝜃𝜃

𝜃𝜃′
}  ∴  sin 𝜃𝜃 = 𝜕𝜕𝑢𝑢𝑤𝑤

𝜕𝜕𝑥𝑥 → 𝜕𝜕2𝑢𝑢𝑤𝑤
𝜕𝜕𝑥𝑥2 = 𝜅𝜅 cos 𝜃𝜃 → cos 𝜃𝜃 = 𝜕𝜕2𝑢𝑢𝑤𝑤

𝜅𝜅𝜕𝜕𝑥𝑥2  

 

(8) 
𝜀𝜀𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 = [( 𝐿𝐿
𝐿𝐿0

cos𝜓𝜓) cos 𝜃𝜃 + ( 𝐿𝐿
𝐿𝐿0

sin𝜓𝜓) sin 𝜃𝜃 − 1] − 𝑦𝑦𝜅𝜅 = [(1 + 𝜕𝜕𝑢𝑢𝑁𝑁
𝜕𝜕𝑥𝑥 ) ( 𝜅𝜅

𝜕𝜕2𝑢𝑢𝑤𝑤
𝜕𝜕𝑥𝑥2

) − 1] − 𝑌𝑌𝜅𝜅 

𝜀𝜀𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑏𝑏𝑏𝑏𝑐𝑐𝑠𝑠 = 𝜀𝜀𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 +
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠
𝜕𝜕𝑥𝑥  

 
(9) 𝜎𝜎𝑐𝑐 = 𝜎𝜎𝑐𝑐(𝜀𝜀𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐)  ∴  𝜎𝜎𝑠𝑠 = 𝜎𝜎𝑠𝑠(𝜀𝜀𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑏𝑏𝑏𝑏𝑐𝑐𝑠𝑠)  ∴  𝜏𝜏 = 𝜏𝜏(𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠) 

 
 

(11) ∫ 𝑁𝑁𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑢𝑢𝑁𝑁
𝜕𝜕𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥 = [𝜕𝜕𝑢𝑢𝑁𝑁 𝑁𝑁𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)]0𝐿𝐿

𝐿𝐿
 

(11) −∫ 𝑀𝑀𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) 𝜕𝜕2𝜕𝜕𝑢𝑢𝑤𝑤
𝜕𝜕𝑥𝑥2 𝑑𝑑𝑥𝑥 = ∫ 𝜕𝜕𝑢𝑢𝑤𝑤 (𝜌𝜌𝜌𝜌 𝜕𝜕2𝑉𝑉𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)

𝜕𝜕𝑡𝑡2 + 𝑞𝑞)𝑑𝑑𝑥𝑥
𝐿𝐿

− [𝜕𝜕𝜕𝜕𝑢𝑢𝑤𝑤
𝜕𝜕𝑥𝑥  𝑀𝑀𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)]

0

𝐿𝐿
+ [𝜕𝜕𝑢𝑢𝑤𝑤 𝑉𝑉𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)]0𝐿𝐿

𝐿𝐿
 

(12) ∫ 𝑁𝑁𝑖𝑖𝑏𝑏
𝑏𝑏𝑏𝑏𝑐𝑐𝑠𝑠(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠
𝑏𝑏

𝜕𝜕𝑥𝑥𝐿𝐿
𝑑𝑑𝑥𝑥 − ∫𝜕𝜕𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠

𝑏𝑏

𝐿𝐿
𝑓𝑓𝑖𝑖𝑏𝑏

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑐𝑐𝑠𝑠(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑥𝑥 = [𝜕𝜕𝑢𝑢𝑠𝑠
𝑏𝑏 𝑁𝑁𝑖𝑖𝑏𝑏

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑐𝑐𝑠𝑠(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)]0
𝐿𝐿
 

(13) ∫ 𝑁𝑁𝑖𝑖𝑐𝑐
𝑏𝑏𝑏𝑏𝑐𝑐𝑠𝑠(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠
𝑐𝑐

𝜕𝜕𝑥𝑥𝐿𝐿
𝑑𝑑𝑥𝑥 + ∫𝜕𝜕𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠

𝑐𝑐

𝐿𝐿
𝑓𝑓𝑖𝑖𝑐𝑐

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑐𝑐𝑠𝑠(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑥𝑥 = [𝜕𝜕𝑢𝑢𝑠𝑠
𝑐𝑐 𝑁𝑁𝑖𝑖𝑐𝑐

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑐𝑐𝑠𝑠(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)]0
𝐿𝐿
 

 

(14) ∫ 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑢𝑢𝑁𝑁
𝜕𝜕𝑥𝑥 [∫𝜎𝜎𝑐𝑐 𝑑𝑑𝜌𝜌

𝐴𝐴
+ ∑(𝜌𝜌𝑠𝑠𝑗𝑗𝑏𝑏𝜎𝜎𝑠𝑠𝑗𝑗𝑏𝑏 + 𝜌𝜌𝑠𝑠𝑗𝑗𝑐𝑐𝜎𝜎𝑠𝑠𝑗𝑗𝑐𝑐)

𝑗𝑗
] 𝑑𝑑𝑥𝑥 = [𝜕𝜕𝑢𝑢𝑁𝑁 𝑁𝑁𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)]0𝐿𝐿

𝐿𝐿
 

(15) 
−∫ 𝜕𝜕2𝜕𝜕𝑢𝑢𝑤𝑤

𝜕𝜕𝑥𝑥2 [∫𝜎𝜎𝑐𝑐 𝑦𝑦 𝑑𝑑𝜌𝜌
𝐴𝐴

+ ∑(𝜌𝜌𝑠𝑠𝑗𝑗𝑏𝑏𝜎𝜎𝑠𝑠𝑗𝑗𝑏𝑏𝑦𝑦𝑗𝑗𝑏𝑏 + 𝜌𝜌𝑠𝑠𝑗𝑗𝑐𝑐𝜎𝜎𝑠𝑠𝑗𝑗𝑐𝑐𝑦𝑦𝑗𝑗𝑐𝑐)
𝑗𝑗

] 𝑑𝑑𝑥𝑥
𝐿𝐿

= ∫ 𝜕𝜕𝑢𝑢𝑤𝑤 (𝜌𝜌𝜌𝜌 𝜕𝜕2𝑉𝑉𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝑡𝑡2 + 𝑞𝑞)𝑑𝑑𝑥𝑥

𝐿𝐿
− [𝜕𝜕𝜕𝜕𝑢𝑢𝑤𝑤

𝜕𝜕𝑥𝑥  𝑀𝑀𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)]
0

𝐿𝐿
+ [𝜕𝜕𝑢𝑢𝑤𝑤 𝑉𝑉𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)]0𝐿𝐿 

𝜃𝜃 

𝜕𝜕𝑢𝑢𝑤𝑤
𝜕𝜕𝑥𝑥  

𝛾𝛾 𝜓𝜓 

𝑥𝑥 

𝑢𝑢𝑥𝑥  

𝑢𝑢𝑤𝑤 

𝑦𝑦 

o 

3 
 

(16) ∫
𝜕𝜕𝛿𝛿𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑏𝑏
𝜕𝜕𝜕𝜕 [∑(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑏𝑏 × 𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑏𝑏)

𝑗𝑗
]

𝐿𝐿
𝑑𝑑𝜕𝜕 + ∫𝛿𝛿𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑏𝑏

𝐿𝐿
[∑(𝜋𝜋 × 𝑑𝑑𝐴𝐴𝑗𝑗𝑏𝑏 × 𝜏𝜏𝑗𝑗𝑏𝑏(𝜕𝜕, 𝑡𝑡))
𝑗𝑗

] 𝑑𝑑𝜕𝜕 = [𝛿𝛿𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑏𝑏 𝑁𝑁𝑠𝑠𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑠𝑠(𝜕𝜕, 𝑡𝑡)]0
𝐿𝐿
 

(17) ∫
𝜕𝜕𝛿𝛿𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑡𝑡
𝜕𝜕𝜕𝜕 [∑(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑡𝑡 × 𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑡𝑡)

𝑗𝑗
]

𝐿𝐿
𝑑𝑑𝜕𝜕 + ∫𝛿𝛿𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑡𝑡

𝐿𝐿
[∑(𝜋𝜋 × 𝑑𝑑𝐴𝐴𝑗𝑗𝑡𝑡 × 𝜏𝜏𝑗𝑗𝑡𝑡(𝜕𝜕, 𝑡𝑡))
𝑗𝑗

] 𝑑𝑑𝜕𝜕 = [𝛿𝛿𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑡𝑡 𝑁𝑁𝑠𝑠𝑡𝑡𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑠𝑠(𝜕𝜕, 𝑡𝑡)]0
𝐿𝐿
 

 

(18) 

{𝑢𝑢�̃�𝑁} ≈ 𝑁𝑁𝑁𝑁 {
 𝑢𝑢𝑁𝑁1
 𝑢𝑢𝑁𝑁2}𝑠𝑠

 ∴  𝑁𝑁𝑁𝑁 = [𝜑𝜑1(𝜕𝜕) 𝜑𝜑2(𝜕𝜕)] 

{𝑢𝑢�̃�𝑤} ≈ 𝑁𝑁𝑤𝑤 {
  𝑢𝑢𝑉𝑉1
 𝑢𝑢𝑀𝑀1
 𝑢𝑢𝑉𝑉2
 𝑢𝑢𝑀𝑀2

}

𝑠𝑠

 ∴  𝑁𝑁𝑤𝑤 = [𝜑𝜑3(𝜕𝜕) 𝜑𝜑4(𝜕𝜕) 𝜑𝜑5(𝜕𝜕) 𝜑𝜑6(𝜕𝜕)] 

{𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠} ≈ 𝑁𝑁𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 {
𝑢𝑢𝑠𝑠𝑏𝑏1
 𝑢𝑢𝑠𝑠𝑏𝑏2
 𝑢𝑢𝑠𝑠𝑡𝑡1
 𝑢𝑢𝑠𝑠𝑡𝑡2

}

𝑠𝑠

 ∴  𝑁𝑁𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 = [
𝜑𝜑1(𝜕𝜕) 𝜑𝜑2(𝜕𝜕) 0 0
0 0 𝜑𝜑1(𝜕𝜕) 𝜑𝜑2(𝜕𝜕)

] 

 
(19) {𝑢𝑢�̃�𝑤} ≈ 𝑁𝑁𝑤𝑤{𝑢𝑢𝑤𝑤} →

𝜕𝜕𝑢𝑢�̃�𝑤
𝜕𝜕𝜕𝜕 = �̇�𝑁𝑤𝑤{𝑢𝑢𝑤𝑤}  ∴  

𝜕𝜕2𝑢𝑢�̃�𝑤
𝜕𝜕𝜕𝜕2 = 𝐵𝐵𝑤𝑤{𝑢𝑢𝑤𝑤} 

 

(21) 

𝛿𝛿𝑢𝑢𝑁𝑁 ≈ 𝑁𝑁𝑁𝑁 {
 𝑢𝑢𝑁𝑁1̃
 𝑢𝑢𝑁𝑁2̃}𝑠𝑠

→ {𝜕𝜕𝛿𝛿𝑢𝑢𝑁𝑁𝜕𝜕𝜕𝜕 } ≈ 𝜕𝜕𝑁𝑁𝑁𝑁𝜕𝜕𝜕𝜕 {
 𝑢𝑢𝑁𝑁1̃
 𝑢𝑢𝑁𝑁2̃}𝑠𝑠

= 𝐵𝐵𝑁𝑁{𝑢𝑢�̃�𝑁}𝑠𝑠 

𝛿𝛿𝑢𝑢𝑤𝑤 ≈ 𝑁𝑁𝑤𝑤 {
  𝑢𝑢𝑉𝑉1̃
 𝑢𝑢𝑀𝑀1̃
 𝑢𝑢𝑉𝑉2̃
 𝑢𝑢𝑀𝑀2̃

}

𝑠𝑠

→ {𝜕𝜕
2𝛿𝛿𝑢𝑢𝑤𝑤
𝜕𝜕𝜕𝜕2 } ≈ 𝜕𝜕

2𝑁𝑁𝑤𝑤
𝜕𝜕𝜕𝜕2 {

  𝑢𝑢𝑉𝑉1̃
 𝑢𝑢𝑀𝑀1̃
 𝑢𝑢𝑉𝑉2̃
 𝑢𝑢𝑀𝑀2̃

}

𝑠𝑠

= 𝐵𝐵𝑤𝑤{𝑢𝑢�̃�𝑤}𝑠𝑠 

𝛿𝛿𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 ≈ 𝑁𝑁𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 {
𝑢𝑢𝑠𝑠𝑏𝑏1̃
 𝑢𝑢𝑠𝑠𝑏𝑏2̃
 𝑢𝑢𝑠𝑠𝑡𝑡1̃
 𝑢𝑢𝑠𝑠𝑡𝑡2̃

}

𝑠𝑠

→ {
𝜕𝜕𝛿𝛿𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
𝜕𝜕𝜕𝜕 } ≈

𝜕𝜕𝑁𝑁𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
𝜕𝜕𝜕𝜕 {

𝑢𝑢𝑠𝑠𝑏𝑏1̃
 𝑢𝑢𝑠𝑠𝑏𝑏2̃
 𝑢𝑢𝑠𝑠𝑡𝑡1̃
 𝑢𝑢𝑠𝑠𝑡𝑡2̃

}

𝑠𝑠

= 𝐵𝐵𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠{𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠}𝑠𝑠 

 

(21) {𝑢𝑢�̃�𝑁}𝑠𝑠𝑇𝑇 ∫ 𝐵𝐵𝑁𝑁𝑇𝑇 [∫𝜎𝜎𝑐𝑐 𝑑𝑑𝐴𝐴
𝐴𝐴

+∑(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑏𝑏𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑏𝑏 + 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑡𝑡𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑡𝑡)
𝑗𝑗

] 𝑑𝑑𝜕𝜕
𝐿𝐿

= { 𝑢𝑢𝑁𝑁1 𝑢𝑢𝑁𝑁2}𝑠𝑠
[𝑁𝑁𝑁𝑁𝑇𝑇 𝑁𝑁𝑠𝑠(𝜕𝜕, 𝑡𝑡)]0

𝐿𝐿
 

(22) 
−{𝑢𝑢�̃�𝑤}𝑠𝑠𝑇𝑇 ∫ 𝐵𝐵𝑤𝑤𝑇𝑇 [∫𝜎𝜎𝑐𝑐 𝑦𝑦 𝑑𝑑𝐴𝐴

𝐴𝐴
+∑(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑏𝑏𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑏𝑏𝑦𝑦𝑗𝑗𝑏𝑏 + 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑡𝑡𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑡𝑡𝑦𝑦𝑗𝑗𝑡𝑡)

𝑗𝑗
] 𝑑𝑑𝜕𝜕

𝐿𝐿

= {𝑢𝑢�̃�𝑤}𝑠𝑠𝑇𝑇 ∫ 𝑁𝑁𝑤𝑤𝑇𝑇 (𝜌𝜌𝐴𝐴
𝜕𝜕2𝑉𝑉𝑠𝑠(𝜕𝜕, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝑡𝑡2 + 𝑞𝑞)𝑑𝑑𝜕𝜕

𝐿𝐿
− [𝐵𝐵𝑤𝑤𝑇𝑇 𝑀𝑀𝑠𝑠(𝜕𝜕, 𝑡𝑡)]0

𝐿𝐿 + [𝑁𝑁𝑤𝑤𝑇𝑇 𝑉𝑉𝑠𝑠(𝜕𝜕, 𝑡𝑡)]0
𝐿𝐿
 

(23) {𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠}𝑠𝑠
𝑇𝑇 ∫ 𝐵𝐵𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑇𝑇

[
 
 
 
 ∑(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑏𝑏 × 𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑏𝑏)
𝑗𝑗

∑(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑡𝑡 × 𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑡𝑡)
𝑗𝑗 ]

 
 
 
 
+ 𝑁𝑁𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑇𝑇

[
 
 
 
 ∑(𝜋𝜋 × 𝑑𝑑𝐴𝐴𝑗𝑗𝑏𝑏 × 𝜏𝜏𝑗𝑗𝑏𝑏(𝜕𝜕, 𝑡𝑡))
𝑗𝑗

∑(𝜋𝜋 × 𝑑𝑑𝐴𝐴𝑗𝑗𝑡𝑡 × 𝜏𝜏𝑗𝑗𝑡𝑡(𝜕𝜕, 𝑡𝑡))
𝑗𝑗 ]

 
 
 
 

𝐿𝐿
𝑑𝑑𝜕𝜕 

 

(24) {𝑓𝑓𝑠𝑠𝑖𝑖𝑡𝑡} = {𝑓𝑓𝑒𝑒𝑒𝑒𝑡𝑡} → {
{𝑓𝑓𝑠𝑠𝑖𝑖𝑡𝑡𝑁𝑁 }
{𝑓𝑓𝑠𝑠𝑖𝑖𝑡𝑡𝑤𝑤 }
{𝑓𝑓𝑠𝑠𝑖𝑖𝑡𝑡

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠}
} = {

{𝑓𝑓𝑒𝑒𝑒𝑒𝑡𝑡𝑁𝑁 }
{𝑓𝑓𝑒𝑒𝑒𝑒𝑡𝑡𝑤𝑤 }
{𝑓𝑓𝑒𝑒𝑒𝑒𝑡𝑡

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠}
} 

 

(25) {𝑢𝑢�̃�𝑁}𝑠𝑠𝑇𝑇 ∫ 𝜆𝜆𝑁𝑁 (
𝜅𝜅

𝐵𝐵𝑤𝑤{𝑢𝑢�̃�𝑤}
) 𝐵𝐵𝑁𝑁𝑑𝑑𝜕𝜕 

𝐿𝐿⏟              
𝑘𝑘𝑢𝑢�̃�𝑁
𝑢𝑢�̃�𝑁

{Δ𝑢𝑢�̃�𝑁}𝑠𝑠  ∴ 𝜆𝜆𝑁𝑁 = 𝐵𝐵𝑁𝑁𝑇𝑇 [∫
𝜕𝜕𝜎𝜎𝑐𝑐
𝜕𝜕𝜕𝜕  𝑑𝑑𝐴𝐴𝐴𝐴

+∑(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑏𝑏
𝜕𝜕𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑏𝑏
𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑡𝑡

𝜕𝜕𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑡𝑡
𝜕𝜕𝜕𝜕 )

𝑗𝑗
] 

)17(

)16(

)15(

)14(

2 
 

[
𝑢𝑢𝑥𝑥
𝑢𝑢𝑦𝑦

] = [ 𝑢𝑢𝑥𝑥
0 − 𝑦𝑦 sin 𝜃𝜃

𝑢𝑢𝑦𝑦
0 + 𝑦𝑦 cos 𝜃𝜃 − 𝑦𝑦]   

𝜃𝜃 = 𝜕𝜕𝑉𝑉𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝑥𝑥 = 𝜕𝜕𝑢𝑢𝑤𝑤

𝜕𝜕𝑥𝑥 = 𝜓𝜓 + 𝛾𝛾 

 
1 + 𝑢𝑢𝑥𝑥

′ = 𝑠𝑠′ cos𝜓𝜓    ∴     𝑢𝑢𝑦𝑦
′ = 𝑠𝑠′ sin𝜓𝜓    

  𝑠𝑠′ = 𝑑𝑑𝑠𝑠
𝑑𝑑𝑑𝑑 = √(1 + 𝑢𝑢𝑥𝑥′ )2 + 𝑢𝑢𝑦𝑦′

2 

𝑠𝑠′ ≈ 𝐿𝐿
𝐿𝐿0

  ⟹

[
 
 
 
 

 
1 + 𝑢𝑢𝑥𝑥

′ ≈ 𝐿𝐿
𝐿𝐿0

cos𝜓𝜓

𝑢𝑢𝑦𝑦
′ ≈ 𝐿𝐿

𝐿𝐿0
sin 𝜓𝜓 ]
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Figure 2. Beam description and coordinate system and kinematics relations 
 
 

(6) 𝜀𝜀 ̅ = {
𝜀𝜀𝑥𝑥𝑥𝑥
2𝜀𝜀𝑦𝑦𝑥𝑥

} = {𝑒𝑒 − 𝑦𝑦𝜃𝜃′
𝛾𝛾 }  ∴  𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠 = 𝑢𝑢𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑠𝑠 − 𝑢𝑢𝑥𝑥𝑖𝑖 = 𝑢𝑢𝑥𝑥𝑖𝑖
𝑠𝑠 − 𝑢𝑢𝑥𝑥

0 − 𝑦𝑦 sin 𝜃𝜃 

(7) {
𝑒𝑒
𝛾𝛾
𝜅𝜅
} = {

(1 + 𝑢𝑢𝑥𝑥
′ ) cos 𝜃𝜃 + 𝑢𝑢𝑦𝑦

′ sin 𝜃𝜃 − 1
−(1 + 𝑢𝑢𝑥𝑥

′ ) sin 𝜃𝜃 + 𝑢𝑢𝑦𝑦
′ cos 𝜃𝜃

𝜃𝜃′
}  ∴  sin 𝜃𝜃 = 𝜕𝜕𝑢𝑢𝑤𝑤

𝜕𝜕𝑥𝑥 → 𝜕𝜕2𝑢𝑢𝑤𝑤
𝜕𝜕𝑥𝑥2 = 𝜅𝜅 cos 𝜃𝜃 → cos 𝜃𝜃 = 𝜕𝜕2𝑢𝑢𝑤𝑤

𝜅𝜅𝜕𝜕𝑥𝑥2  

 

(8) 
𝜀𝜀𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 = [( 𝐿𝐿
𝐿𝐿0

cos𝜓𝜓) cos 𝜃𝜃 + ( 𝐿𝐿
𝐿𝐿0

sin𝜓𝜓) sin 𝜃𝜃 − 1] − 𝑦𝑦𝜅𝜅 = [(1 + 𝜕𝜕𝑢𝑢𝑁𝑁
𝜕𝜕𝑥𝑥 ) ( 𝜅𝜅

𝜕𝜕2𝑢𝑢𝑤𝑤
𝜕𝜕𝑥𝑥2

) − 1] − 𝑌𝑌𝜅𝜅 

𝜀𝜀𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑏𝑏𝑏𝑏𝑐𝑐𝑠𝑠 = 𝜀𝜀𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 +
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠
𝜕𝜕𝑥𝑥  

 
(9) 𝜎𝜎𝑐𝑐 = 𝜎𝜎𝑐𝑐(𝜀𝜀𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐)  ∴  𝜎𝜎𝑠𝑠 = 𝜎𝜎𝑠𝑠(𝜀𝜀𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑏𝑏𝑏𝑏𝑐𝑐𝑠𝑠)  ∴  𝜏𝜏 = 𝜏𝜏(𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠) 

 
 

(11) ∫ 𝑁𝑁𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑢𝑢𝑁𝑁
𝜕𝜕𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥 = [𝜕𝜕𝑢𝑢𝑁𝑁 𝑁𝑁𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)]0𝐿𝐿

𝐿𝐿
 

(11) −∫ 𝑀𝑀𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) 𝜕𝜕2𝜕𝜕𝑢𝑢𝑤𝑤
𝜕𝜕𝑥𝑥2 𝑑𝑑𝑥𝑥 = ∫ 𝜕𝜕𝑢𝑢𝑤𝑤 (𝜌𝜌𝜌𝜌 𝜕𝜕2𝑉𝑉𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)

𝜕𝜕𝑡𝑡2 + 𝑞𝑞)𝑑𝑑𝑥𝑥
𝐿𝐿

− [𝜕𝜕𝜕𝜕𝑢𝑢𝑤𝑤
𝜕𝜕𝑥𝑥  𝑀𝑀𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)]

0

𝐿𝐿
+ [𝜕𝜕𝑢𝑢𝑤𝑤 𝑉𝑉𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)]0𝐿𝐿

𝐿𝐿
 

(12) ∫ 𝑁𝑁𝑖𝑖𝑏𝑏
𝑏𝑏𝑏𝑏𝑐𝑐𝑠𝑠(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠
𝑏𝑏

𝜕𝜕𝑥𝑥𝐿𝐿
𝑑𝑑𝑥𝑥 − ∫𝜕𝜕𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠

𝑏𝑏

𝐿𝐿
𝑓𝑓𝑖𝑖𝑏𝑏

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑐𝑐𝑠𝑠(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑥𝑥 = [𝜕𝜕𝑢𝑢𝑠𝑠
𝑏𝑏 𝑁𝑁𝑖𝑖𝑏𝑏

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑐𝑐𝑠𝑠(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)]0
𝐿𝐿
 

(13) ∫ 𝑁𝑁𝑖𝑖𝑐𝑐
𝑏𝑏𝑏𝑏𝑐𝑐𝑠𝑠(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠
𝑐𝑐

𝜕𝜕𝑥𝑥𝐿𝐿
𝑑𝑑𝑥𝑥 + ∫𝜕𝜕𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠

𝑐𝑐

𝐿𝐿
𝑓𝑓𝑖𝑖𝑐𝑐

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑐𝑐𝑠𝑠(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑥𝑥 = [𝜕𝜕𝑢𝑢𝑠𝑠
𝑐𝑐 𝑁𝑁𝑖𝑖𝑐𝑐

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑐𝑐𝑠𝑠(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)]0
𝐿𝐿
 

 

(14) ∫ 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑢𝑢𝑁𝑁
𝜕𝜕𝑥𝑥 [∫𝜎𝜎𝑐𝑐 𝑑𝑑𝜌𝜌

𝐴𝐴
+ ∑(𝜌𝜌𝑠𝑠𝑗𝑗𝑏𝑏𝜎𝜎𝑠𝑠𝑗𝑗𝑏𝑏 + 𝜌𝜌𝑠𝑠𝑗𝑗𝑐𝑐𝜎𝜎𝑠𝑠𝑗𝑗𝑐𝑐)

𝑗𝑗
] 𝑑𝑑𝑥𝑥 = [𝜕𝜕𝑢𝑢𝑁𝑁 𝑁𝑁𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)]0𝐿𝐿

𝐿𝐿
 

(15) 
−∫ 𝜕𝜕2𝜕𝜕𝑢𝑢𝑤𝑤

𝜕𝜕𝑥𝑥2 [∫𝜎𝜎𝑐𝑐 𝑦𝑦 𝑑𝑑𝜌𝜌
𝐴𝐴

+ ∑(𝜌𝜌𝑠𝑠𝑗𝑗𝑏𝑏𝜎𝜎𝑠𝑠𝑗𝑗𝑏𝑏𝑦𝑦𝑗𝑗𝑏𝑏 + 𝜌𝜌𝑠𝑠𝑗𝑗𝑐𝑐𝜎𝜎𝑠𝑠𝑗𝑗𝑐𝑐𝑦𝑦𝑗𝑗𝑐𝑐)
𝑗𝑗

] 𝑑𝑑𝑥𝑥
𝐿𝐿

= ∫ 𝜕𝜕𝑢𝑢𝑤𝑤 (𝜌𝜌𝜌𝜌 𝜕𝜕2𝑉𝑉𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝑡𝑡2 + 𝑞𝑞)𝑑𝑑𝑥𝑥

𝐿𝐿
− [𝜕𝜕𝜕𝜕𝑢𝑢𝑤𝑤

𝜕𝜕𝑥𝑥  𝑀𝑀𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)]
0

𝐿𝐿
+ [𝜕𝜕𝑢𝑢𝑤𝑤 𝑉𝑉𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)]0𝐿𝐿 

𝜃𝜃 

𝜕𝜕𝑢𝑢𝑤𝑤
𝜕𝜕𝑥𝑥  

𝛾𝛾 𝜓𝜓 

𝑥𝑥 

𝑢𝑢𝑥𝑥  

𝑢𝑢𝑤𝑤 

𝑦𝑦 

o 

)13(

)12(

)11(

)10(
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مجموعه روش های مربعات گاوسی1، ذوزنقه ای مرکب2 و سیمپسون3  
لوباتو4  گاوس  روش  دسته  دو  در  گاوسی  روش های  دارد.  وجود 
رویکرد  از  مقاله،  این  در  است.  تقسیم بندی  قابل  لوژاندر5  گاوس  و 
مربعات گاوسی مبتنی بر روش گاوس لوباتو بهره گرفته شده است. 
مزیت روش گاوس لوباتو نسبت به دیگر روش ها، در قابلیت انتخاب 
خارجی ترین  در  سطح  مجاورت  رشته های  در  انتگرال گیری  نقاط 
دیگر،  طرف  از  است.  شده  گسسته   مقطع  سطح  به  نسبت  موقعیت 
با  چندجمله ای های  مجموعه  از  عددی،  انتگرال گیری  نقاط   n برای 
گاوسی  روش های  دیگر  با  قیاس  در   2n-3 درجه  از  پایین تر  مرتبه 
به ذکر است  قابل  استفاده می شود.  که دارای درجه 2n-1 هستند، 
در محدوده عنوان شده رفتار غیرخطی مواد با توجه به توزیع خطی 
کرنش بیشینه بوده و روش انتخابی بایستی قابلیت لحاظ این رفتار 
را داشته باشد. همچنین نقاط انتگرال گیری با مرتبه پایین تر منجر به 
کارآمدی بهتر روش در الگوریتم تحلیلی غیرخطی خواهد شد. با توجه 
به پیوسته  بودن معادلات حاکم در حوزه المان، روابط  )14( تا  )17( 
گرهی  تغییرمکان های  از  درون یابی  صورت  به  تغییرمکان ها  بایستی 
توسط توابع شکل در نظر گرفته شود. با حصول میدان های برداری 
جابه جایی و کرنش ها، بردار تنش با در نظر گرفتن مدل های رفتاری 
اختصاصی مصالح به هر فیبر بدست می آید. سپس  با استفاده از توابع 
شکل المان مرجع، گسسته سازی متغیرها انجام شده است. روش های 
متعددی برای تعیین معادلات توابع شکل تاکنون معرفی گردیده است 
که در ادامه مطابق با شرایط مرزی حاکم بر المان پیشنهادی، توابع 

شکل به صورت روابط  )18( تعریف می گردد.
فیبر میلگرد در مقطع  به  s شمارنده مربوط  فوق،  روابط  که در 

ux مقدار کل لغزش میلگرد s ام می باشد.
s
i ،المان

1  Gaussian quadrature
2  Composite trapezoidal method
3  Simpson rule
4  Gauss-Lobatto
5  Gauss-Legendre

فرم  در  حاکم  معادلات  روابط،  ساده سازی  راستای  در  همچنین 
قابل  دلخواه  آزمون  توابع  از  استفاده  با  محدودی  اجزا  تضعیف  شده 
 δuN، δuw، δuslip

b بازنویسی است. این توابع به صورت توابع وزنی
δuslip در نظر گرفته شده که به ترتیب نمایانگر میزان جابه جایی 

tو

uslip می باشد. روش های 
t و uN، uw، uslip

b مجازی سیستم در جهت
متعددی جهت انتخاب توابع وزنی موجود است که از جمله می توان به 
روش گالرکین6، روش هم محلی نقطه ای7، روش هم محلی زیردامنه8  و 
روش حداقل مربعات9  اشاره کرد. در این پژوهش با توجه به کاربردی 
روش  سیستم،  فرمول بندی  با  سازگاری  همچنین  و  روش   بودن 
گالرکین انتخاب می شود. مزیت اصلی این روش، انتخاب توابع وزنی 
مشابه توابع شکل سیستم است. بنابراین خواهیم داشت )روابط 20(:

uN{ و uslip̃}i{ میزان جابه جایی  ̃}i، }uw ̃}i ،که در روابط فوق
با  ادامه  در  می باشند.  iام  المان  در  اسکالر  به صورت  سویی  مجازی 
توجه به آنچه عنوان شد، روابط حاکم بر سیستم با استفاده از توابع 
وزنی انتخابی بازنویسی می گردد. بدین منظور معادلات  )14( تا  )17( 
به صورت زیر جهت استخراج بردار نیروهای داخلی المان بتن مسلح 

ساده سازی می گردد:
رابطه  )24( خلاصه  المان مطابق  داخلی  نیروهای  بردار  بنابراین 

می گردد:

6  Galerkin's method
7  Point collocation method
8  Subdomain collocation method
9  Least-squares method
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(16) ∫
𝜕𝜕𝛿𝛿𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑏𝑏
𝜕𝜕𝜕𝜕 [∑(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑏𝑏 × 𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑏𝑏)

𝑗𝑗
]

𝐿𝐿
𝑑𝑑𝜕𝜕 + ∫𝛿𝛿𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑏𝑏

𝐿𝐿
[∑(𝜋𝜋 × 𝑑𝑑𝐴𝐴𝑗𝑗𝑏𝑏 × 𝜏𝜏𝑗𝑗𝑏𝑏(𝜕𝜕, 𝑡𝑡))
𝑗𝑗

] 𝑑𝑑𝜕𝜕 = [𝛿𝛿𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑏𝑏 𝑁𝑁𝑠𝑠𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑠𝑠(𝜕𝜕, 𝑡𝑡)]0
𝐿𝐿
 

(17) ∫
𝜕𝜕𝛿𝛿𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑡𝑡
𝜕𝜕𝜕𝜕 [∑(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑡𝑡 × 𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑡𝑡)

𝑗𝑗
]

𝐿𝐿
𝑑𝑑𝜕𝜕 + ∫𝛿𝛿𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑡𝑡

𝐿𝐿
[∑(𝜋𝜋 × 𝑑𝑑𝐴𝐴𝑗𝑗𝑡𝑡 × 𝜏𝜏𝑗𝑗𝑡𝑡(𝜕𝜕, 𝑡𝑡))
𝑗𝑗

] 𝑑𝑑𝜕𝜕 = [𝛿𝛿𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑡𝑡 𝑁𝑁𝑠𝑠𝑡𝑡𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑠𝑠(𝜕𝜕, 𝑡𝑡)]0
𝐿𝐿
 

 

(18) 

{𝑢𝑢�̃�𝑁} ≈ 𝑁𝑁𝑁𝑁 {
 𝑢𝑢𝑁𝑁1
 𝑢𝑢𝑁𝑁2}𝑠𝑠

 ∴  𝑁𝑁𝑁𝑁 = [𝜑𝜑1(𝜕𝜕) 𝜑𝜑2(𝜕𝜕)] 

{𝑢𝑢�̃�𝑤} ≈ 𝑁𝑁𝑤𝑤 {
  𝑢𝑢𝑉𝑉1
 𝑢𝑢𝑀𝑀1
 𝑢𝑢𝑉𝑉2
 𝑢𝑢𝑀𝑀2

}

𝑠𝑠

 ∴  𝑁𝑁𝑤𝑤 = [𝜑𝜑3(𝜕𝜕) 𝜑𝜑4(𝜕𝜕) 𝜑𝜑5(𝜕𝜕) 𝜑𝜑6(𝜕𝜕)] 

{𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠} ≈ 𝑁𝑁𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 {
𝑢𝑢𝑠𝑠𝑏𝑏1
 𝑢𝑢𝑠𝑠𝑏𝑏2
 𝑢𝑢𝑠𝑠𝑡𝑡1
 𝑢𝑢𝑠𝑠𝑡𝑡2

}

𝑠𝑠

 ∴  𝑁𝑁𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 = [
𝜑𝜑1(𝜕𝜕) 𝜑𝜑2(𝜕𝜕) 0 0
0 0 𝜑𝜑1(𝜕𝜕) 𝜑𝜑2(𝜕𝜕)

] 

 
(19) {𝑢𝑢�̃�𝑤} ≈ 𝑁𝑁𝑤𝑤{𝑢𝑢𝑤𝑤} →

𝜕𝜕𝑢𝑢�̃�𝑤
𝜕𝜕𝜕𝜕 = �̇�𝑁𝑤𝑤{𝑢𝑢𝑤𝑤}  ∴  

𝜕𝜕2𝑢𝑢�̃�𝑤
𝜕𝜕𝜕𝜕2 = 𝐵𝐵𝑤𝑤{𝑢𝑢𝑤𝑤} 

 

(21) 

𝛿𝛿𝑢𝑢𝑁𝑁 ≈ 𝑁𝑁𝑁𝑁 {
 𝑢𝑢𝑁𝑁1̃
 𝑢𝑢𝑁𝑁2̃}𝑠𝑠

→ {𝜕𝜕𝛿𝛿𝑢𝑢𝑁𝑁𝜕𝜕𝜕𝜕 } ≈ 𝜕𝜕𝑁𝑁𝑁𝑁𝜕𝜕𝜕𝜕 {
 𝑢𝑢𝑁𝑁1̃
 𝑢𝑢𝑁𝑁2̃}𝑠𝑠

= 𝐵𝐵𝑁𝑁{𝑢𝑢�̃�𝑁}𝑠𝑠 

𝛿𝛿𝑢𝑢𝑤𝑤 ≈ 𝑁𝑁𝑤𝑤 {
  𝑢𝑢𝑉𝑉1̃
 𝑢𝑢𝑀𝑀1̃
 𝑢𝑢𝑉𝑉2̃
 𝑢𝑢𝑀𝑀2̃

}

𝑠𝑠

→ {𝜕𝜕
2𝛿𝛿𝑢𝑢𝑤𝑤
𝜕𝜕𝜕𝜕2 } ≈ 𝜕𝜕

2𝑁𝑁𝑤𝑤
𝜕𝜕𝜕𝜕2 {

  𝑢𝑢𝑉𝑉1̃
 𝑢𝑢𝑀𝑀1̃
 𝑢𝑢𝑉𝑉2̃
 𝑢𝑢𝑀𝑀2̃

}

𝑠𝑠

= 𝐵𝐵𝑤𝑤{𝑢𝑢�̃�𝑤}𝑠𝑠 

𝛿𝛿𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 ≈ 𝑁𝑁𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 {
𝑢𝑢𝑠𝑠𝑏𝑏1̃
 𝑢𝑢𝑠𝑠𝑏𝑏2̃
 𝑢𝑢𝑠𝑠𝑡𝑡1̃
 𝑢𝑢𝑠𝑠𝑡𝑡2̃

}

𝑠𝑠

→ {
𝜕𝜕𝛿𝛿𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
𝜕𝜕𝜕𝜕 } ≈

𝜕𝜕𝑁𝑁𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
𝜕𝜕𝜕𝜕 {

𝑢𝑢𝑠𝑠𝑏𝑏1̃
 𝑢𝑢𝑠𝑠𝑏𝑏2̃
 𝑢𝑢𝑠𝑠𝑡𝑡1̃
 𝑢𝑢𝑠𝑠𝑡𝑡2̃

}

𝑠𝑠

= 𝐵𝐵𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠{𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠}𝑠𝑠 

 

(21) {𝑢𝑢�̃�𝑁}𝑠𝑠𝑇𝑇 ∫ 𝐵𝐵𝑁𝑁𝑇𝑇 [∫𝜎𝜎𝑐𝑐 𝑑𝑑𝐴𝐴
𝐴𝐴

+∑(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑏𝑏𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑏𝑏 + 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑡𝑡𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑡𝑡)
𝑗𝑗

] 𝑑𝑑𝜕𝜕
𝐿𝐿

= { 𝑢𝑢𝑁𝑁1 𝑢𝑢𝑁𝑁2}𝑠𝑠
[𝑁𝑁𝑁𝑁𝑇𝑇 𝑁𝑁𝑠𝑠(𝜕𝜕, 𝑡𝑡)]0

𝐿𝐿
 

(22) 
−{𝑢𝑢�̃�𝑤}𝑠𝑠𝑇𝑇 ∫ 𝐵𝐵𝑤𝑤𝑇𝑇 [∫𝜎𝜎𝑐𝑐 𝑦𝑦 𝑑𝑑𝐴𝐴

𝐴𝐴
+∑(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑏𝑏𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑏𝑏𝑦𝑦𝑗𝑗𝑏𝑏 + 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑡𝑡𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑡𝑡𝑦𝑦𝑗𝑗𝑡𝑡)

𝑗𝑗
] 𝑑𝑑𝜕𝜕

𝐿𝐿

= {𝑢𝑢�̃�𝑤}𝑠𝑠𝑇𝑇 ∫ 𝑁𝑁𝑤𝑤𝑇𝑇 (𝜌𝜌𝐴𝐴
𝜕𝜕2𝑉𝑉𝑠𝑠(𝜕𝜕, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝑡𝑡2 + 𝑞𝑞)𝑑𝑑𝜕𝜕

𝐿𝐿
− [𝐵𝐵𝑤𝑤𝑇𝑇 𝑀𝑀𝑠𝑠(𝜕𝜕, 𝑡𝑡)]0

𝐿𝐿 + [𝑁𝑁𝑤𝑤𝑇𝑇 𝑉𝑉𝑠𝑠(𝜕𝜕, 𝑡𝑡)]0
𝐿𝐿
 

(23) {𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠}𝑠𝑠
𝑇𝑇 ∫ 𝐵𝐵𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑇𝑇

[
 
 
 
 ∑(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑏𝑏 × 𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑏𝑏)
𝑗𝑗

∑(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑡𝑡 × 𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑡𝑡)
𝑗𝑗 ]

 
 
 
 
+ 𝑁𝑁𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑇𝑇

[
 
 
 
 ∑(𝜋𝜋 × 𝑑𝑑𝐴𝐴𝑗𝑗𝑏𝑏 × 𝜏𝜏𝑗𝑗𝑏𝑏(𝜕𝜕, 𝑡𝑡))
𝑗𝑗

∑(𝜋𝜋 × 𝑑𝑑𝐴𝐴𝑗𝑗𝑡𝑡 × 𝜏𝜏𝑗𝑗𝑡𝑡(𝜕𝜕, 𝑡𝑡))
𝑗𝑗 ]

 
 
 
 

𝐿𝐿
𝑑𝑑𝜕𝜕 

 

(24) {𝑓𝑓𝑠𝑠𝑖𝑖𝑡𝑡} = {𝑓𝑓𝑒𝑒𝑒𝑒𝑡𝑡} → {
{𝑓𝑓𝑠𝑠𝑖𝑖𝑡𝑡𝑁𝑁 }
{𝑓𝑓𝑠𝑠𝑖𝑖𝑡𝑡𝑤𝑤 }
{𝑓𝑓𝑠𝑠𝑖𝑖𝑡𝑡

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠}
} = {

{𝑓𝑓𝑒𝑒𝑒𝑒𝑡𝑡𝑁𝑁 }
{𝑓𝑓𝑒𝑒𝑒𝑒𝑡𝑡𝑤𝑤 }
{𝑓𝑓𝑒𝑒𝑒𝑒𝑡𝑡

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠}
} 

 

(25) {𝑢𝑢�̃�𝑁}𝑠𝑠𝑇𝑇 ∫ 𝜆𝜆𝑁𝑁 (
𝜅𝜅

𝐵𝐵𝑤𝑤{𝑢𝑢�̃�𝑤}
) 𝐵𝐵𝑁𝑁𝑑𝑑𝜕𝜕 

𝐿𝐿⏟              
𝑘𝑘𝑢𝑢�̃�𝑁
𝑢𝑢�̃�𝑁

{Δ𝑢𝑢�̃�𝑁}𝑠𝑠  ∴ 𝜆𝜆𝑁𝑁 = 𝐵𝐵𝑁𝑁𝑇𝑇 [∫
𝜕𝜕𝜎𝜎𝑐𝑐
𝜕𝜕𝜕𝜕  𝑑𝑑𝐴𝐴𝐴𝐴

+∑(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑏𝑏
𝜕𝜕𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑏𝑏
𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑡𝑡

𝜕𝜕𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑡𝑡
𝜕𝜕𝜕𝜕 )

𝑗𝑗
] 

)18(
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(16) ∫
𝜕𝜕𝛿𝛿𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑏𝑏
𝜕𝜕𝜕𝜕 [∑(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑏𝑏 × 𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑏𝑏)

𝑗𝑗
]

𝐿𝐿
𝑑𝑑𝜕𝜕 + ∫𝛿𝛿𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑏𝑏

𝐿𝐿
[∑(𝜋𝜋 × 𝑑𝑑𝐴𝐴𝑗𝑗𝑏𝑏 × 𝜏𝜏𝑗𝑗𝑏𝑏(𝜕𝜕, 𝑡𝑡))
𝑗𝑗

] 𝑑𝑑𝜕𝜕 = [𝛿𝛿𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑏𝑏 𝑁𝑁𝑠𝑠𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑠𝑠(𝜕𝜕, 𝑡𝑡)]0
𝐿𝐿
 

(17) ∫
𝜕𝜕𝛿𝛿𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑡𝑡
𝜕𝜕𝜕𝜕 [∑(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑡𝑡 × 𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑡𝑡)

𝑗𝑗
]

𝐿𝐿
𝑑𝑑𝜕𝜕 + ∫𝛿𝛿𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑡𝑡

𝐿𝐿
[∑(𝜋𝜋 × 𝑑𝑑𝐴𝐴𝑗𝑗𝑡𝑡 × 𝜏𝜏𝑗𝑗𝑡𝑡(𝜕𝜕, 𝑡𝑡))
𝑗𝑗

] 𝑑𝑑𝜕𝜕 = [𝛿𝛿𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑡𝑡 𝑁𝑁𝑠𝑠𝑡𝑡𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑠𝑠(𝜕𝜕, 𝑡𝑡)]0
𝐿𝐿
 

 

(18) 

{𝑢𝑢�̃�𝑁} ≈ 𝑁𝑁𝑁𝑁 {
 𝑢𝑢𝑁𝑁1
 𝑢𝑢𝑁𝑁2}𝑠𝑠

 ∴  𝑁𝑁𝑁𝑁 = [𝜑𝜑1(𝜕𝜕) 𝜑𝜑2(𝜕𝜕)] 

{𝑢𝑢�̃�𝑤} ≈ 𝑁𝑁𝑤𝑤 {
  𝑢𝑢𝑉𝑉1
 𝑢𝑢𝑀𝑀1
 𝑢𝑢𝑉𝑉2
 𝑢𝑢𝑀𝑀2

}

𝑠𝑠

 ∴  𝑁𝑁𝑤𝑤 = [𝜑𝜑3(𝜕𝜕) 𝜑𝜑4(𝜕𝜕) 𝜑𝜑5(𝜕𝜕) 𝜑𝜑6(𝜕𝜕)] 

{𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠} ≈ 𝑁𝑁𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 {
𝑢𝑢𝑠𝑠𝑏𝑏1
 𝑢𝑢𝑠𝑠𝑏𝑏2
 𝑢𝑢𝑠𝑠𝑡𝑡1
 𝑢𝑢𝑠𝑠𝑡𝑡2

}

𝑠𝑠

 ∴  𝑁𝑁𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 = [
𝜑𝜑1(𝜕𝜕) 𝜑𝜑2(𝜕𝜕) 0 0
0 0 𝜑𝜑1(𝜕𝜕) 𝜑𝜑2(𝜕𝜕)

] 

 
(19) {𝑢𝑢�̃�𝑤} ≈ 𝑁𝑁𝑤𝑤{𝑢𝑢𝑤𝑤} →

𝜕𝜕𝑢𝑢�̃�𝑤
𝜕𝜕𝜕𝜕 = �̇�𝑁𝑤𝑤{𝑢𝑢𝑤𝑤}  ∴  

𝜕𝜕2𝑢𝑢�̃�𝑤
𝜕𝜕𝜕𝜕2 = 𝐵𝐵𝑤𝑤{𝑢𝑢𝑤𝑤} 

 

(21) 

𝛿𝛿𝑢𝑢𝑁𝑁 ≈ 𝑁𝑁𝑁𝑁 {
 𝑢𝑢𝑁𝑁1̃
 𝑢𝑢𝑁𝑁2̃}𝑠𝑠

→ {𝜕𝜕𝛿𝛿𝑢𝑢𝑁𝑁𝜕𝜕𝜕𝜕 } ≈ 𝜕𝜕𝑁𝑁𝑁𝑁𝜕𝜕𝜕𝜕 {
 𝑢𝑢𝑁𝑁1̃
 𝑢𝑢𝑁𝑁2̃}𝑠𝑠

= 𝐵𝐵𝑁𝑁{𝑢𝑢�̃�𝑁}𝑠𝑠 

𝛿𝛿𝑢𝑢𝑤𝑤 ≈ 𝑁𝑁𝑤𝑤 {
  𝑢𝑢𝑉𝑉1̃
 𝑢𝑢𝑀𝑀1̃
 𝑢𝑢𝑉𝑉2̃
 𝑢𝑢𝑀𝑀2̃

}

𝑠𝑠

→ {𝜕𝜕
2𝛿𝛿𝑢𝑢𝑤𝑤
𝜕𝜕𝜕𝜕2 } ≈ 𝜕𝜕

2𝑁𝑁𝑤𝑤
𝜕𝜕𝜕𝜕2 {

  𝑢𝑢𝑉𝑉1̃
 𝑢𝑢𝑀𝑀1̃
 𝑢𝑢𝑉𝑉2̃
 𝑢𝑢𝑀𝑀2̃

}

𝑠𝑠

= 𝐵𝐵𝑤𝑤{𝑢𝑢�̃�𝑤}𝑠𝑠 

𝛿𝛿𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 ≈ 𝑁𝑁𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 {
𝑢𝑢𝑠𝑠𝑏𝑏1̃
 𝑢𝑢𝑠𝑠𝑏𝑏2̃
 𝑢𝑢𝑠𝑠𝑡𝑡1̃
 𝑢𝑢𝑠𝑠𝑡𝑡2̃

}

𝑠𝑠

→ {
𝜕𝜕𝛿𝛿𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
𝜕𝜕𝜕𝜕 } ≈

𝜕𝜕𝑁𝑁𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
𝜕𝜕𝜕𝜕 {

𝑢𝑢𝑠𝑠𝑏𝑏1̃
 𝑢𝑢𝑠𝑠𝑏𝑏2̃
 𝑢𝑢𝑠𝑠𝑡𝑡1̃
 𝑢𝑢𝑠𝑠𝑡𝑡2̃

}

𝑠𝑠

= 𝐵𝐵𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠{𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠}𝑠𝑠 

 

(21) {𝑢𝑢�̃�𝑁}𝑠𝑠𝑇𝑇 ∫ 𝐵𝐵𝑁𝑁𝑇𝑇 [∫𝜎𝜎𝑐𝑐 𝑑𝑑𝐴𝐴
𝐴𝐴

+∑(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑏𝑏𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑏𝑏 + 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑡𝑡𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑡𝑡)
𝑗𝑗

] 𝑑𝑑𝜕𝜕
𝐿𝐿

= { 𝑢𝑢𝑁𝑁1 𝑢𝑢𝑁𝑁2}𝑠𝑠
[𝑁𝑁𝑁𝑁𝑇𝑇 𝑁𝑁𝑠𝑠(𝜕𝜕, 𝑡𝑡)]0

𝐿𝐿
 

(22) 
−{𝑢𝑢�̃�𝑤}𝑠𝑠𝑇𝑇 ∫ 𝐵𝐵𝑤𝑤𝑇𝑇 [∫𝜎𝜎𝑐𝑐 𝑦𝑦 𝑑𝑑𝐴𝐴

𝐴𝐴
+∑(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑏𝑏𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑏𝑏𝑦𝑦𝑗𝑗𝑏𝑏 + 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑡𝑡𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑡𝑡𝑦𝑦𝑗𝑗𝑡𝑡)

𝑗𝑗
] 𝑑𝑑𝜕𝜕

𝐿𝐿

= {𝑢𝑢�̃�𝑤}𝑠𝑠𝑇𝑇 ∫ 𝑁𝑁𝑤𝑤𝑇𝑇 (𝜌𝜌𝐴𝐴
𝜕𝜕2𝑉𝑉𝑠𝑠(𝜕𝜕, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝑡𝑡2 + 𝑞𝑞)𝑑𝑑𝜕𝜕

𝐿𝐿
− [𝐵𝐵𝑤𝑤𝑇𝑇 𝑀𝑀𝑠𝑠(𝜕𝜕, 𝑡𝑡)]0

𝐿𝐿 + [𝑁𝑁𝑤𝑤𝑇𝑇 𝑉𝑉𝑠𝑠(𝜕𝜕, 𝑡𝑡)]0
𝐿𝐿
 

(23) {𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠}𝑠𝑠
𝑇𝑇 ∫ 𝐵𝐵𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑇𝑇

[
 
 
 
 ∑(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑏𝑏 × 𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑏𝑏)
𝑗𝑗

∑(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑡𝑡 × 𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑡𝑡)
𝑗𝑗 ]

 
 
 
 
+ 𝑁𝑁𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑇𝑇

[
 
 
 
 ∑(𝜋𝜋 × 𝑑𝑑𝐴𝐴𝑗𝑗𝑏𝑏 × 𝜏𝜏𝑗𝑗𝑏𝑏(𝜕𝜕, 𝑡𝑡))
𝑗𝑗

∑(𝜋𝜋 × 𝑑𝑑𝐴𝐴𝑗𝑗𝑡𝑡 × 𝜏𝜏𝑗𝑗𝑡𝑡(𝜕𝜕, 𝑡𝑡))
𝑗𝑗 ]

 
 
 
 

𝐿𝐿
𝑑𝑑𝜕𝜕 

 

(24) {𝑓𝑓𝑠𝑠𝑖𝑖𝑡𝑡} = {𝑓𝑓𝑒𝑒𝑒𝑒𝑡𝑡} → {
{𝑓𝑓𝑠𝑠𝑖𝑖𝑡𝑡𝑁𝑁 }
{𝑓𝑓𝑠𝑠𝑖𝑖𝑡𝑡𝑤𝑤 }
{𝑓𝑓𝑠𝑠𝑖𝑖𝑡𝑡

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠}
} = {

{𝑓𝑓𝑒𝑒𝑒𝑒𝑡𝑡𝑁𝑁 }
{𝑓𝑓𝑒𝑒𝑒𝑒𝑡𝑡𝑤𝑤 }
{𝑓𝑓𝑒𝑒𝑒𝑒𝑡𝑡

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠}
} 

 

(25) {𝑢𝑢�̃�𝑁}𝑠𝑠𝑇𝑇 ∫ 𝜆𝜆𝑁𝑁 (
𝜅𝜅

𝐵𝐵𝑤𝑤{𝑢𝑢�̃�𝑤}
) 𝐵𝐵𝑁𝑁𝑑𝑑𝜕𝜕 

𝐿𝐿⏟              
𝑘𝑘𝑢𝑢�̃�𝑁
𝑢𝑢�̃�𝑁

{Δ𝑢𝑢�̃�𝑁}𝑠𝑠  ∴ 𝜆𝜆𝑁𝑁 = 𝐵𝐵𝑁𝑁𝑇𝑇 [∫
𝜕𝜕𝜎𝜎𝑐𝑐
𝜕𝜕𝜕𝜕  𝑑𝑑𝐴𝐴𝐴𝐴

+∑(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑏𝑏
𝜕𝜕𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑏𝑏
𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑡𝑡

𝜕𝜕𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑡𝑡
𝜕𝜕𝜕𝜕 )

𝑗𝑗
] 

)19(
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(16) ∫
𝜕𝜕𝛿𝛿𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑏𝑏
𝜕𝜕𝜕𝜕 [∑(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑏𝑏 × 𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑏𝑏)

𝑗𝑗
]

𝐿𝐿
𝑑𝑑𝜕𝜕 + ∫𝛿𝛿𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑏𝑏

𝐿𝐿
[∑(𝜋𝜋 × 𝑑𝑑𝐴𝐴𝑗𝑗𝑏𝑏 × 𝜏𝜏𝑗𝑗𝑏𝑏(𝜕𝜕, 𝑡𝑡))
𝑗𝑗

] 𝑑𝑑𝜕𝜕 = [𝛿𝛿𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑏𝑏 𝑁𝑁𝑠𝑠𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑠𝑠(𝜕𝜕, 𝑡𝑡)]0
𝐿𝐿
 

(17) ∫
𝜕𝜕𝛿𝛿𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑡𝑡
𝜕𝜕𝜕𝜕 [∑(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑡𝑡 × 𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑡𝑡)

𝑗𝑗
]

𝐿𝐿
𝑑𝑑𝜕𝜕 + ∫𝛿𝛿𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑡𝑡

𝐿𝐿
[∑(𝜋𝜋 × 𝑑𝑑𝐴𝐴𝑗𝑗𝑡𝑡 × 𝜏𝜏𝑗𝑗𝑡𝑡(𝜕𝜕, 𝑡𝑡))
𝑗𝑗

] 𝑑𝑑𝜕𝜕 = [𝛿𝛿𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑡𝑡 𝑁𝑁𝑠𝑠𝑡𝑡𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑠𝑠(𝜕𝜕, 𝑡𝑡)]0
𝐿𝐿
 

 

(18) 

{𝑢𝑢�̃�𝑁} ≈ 𝑁𝑁𝑁𝑁 {
 𝑢𝑢𝑁𝑁1
 𝑢𝑢𝑁𝑁2}𝑠𝑠

 ∴  𝑁𝑁𝑁𝑁 = [𝜑𝜑1(𝜕𝜕) 𝜑𝜑2(𝜕𝜕)] 

{𝑢𝑢�̃�𝑤} ≈ 𝑁𝑁𝑤𝑤 {
  𝑢𝑢𝑉𝑉1
 𝑢𝑢𝑀𝑀1
 𝑢𝑢𝑉𝑉2
 𝑢𝑢𝑀𝑀2

}

𝑠𝑠

 ∴  𝑁𝑁𝑤𝑤 = [𝜑𝜑3(𝜕𝜕) 𝜑𝜑4(𝜕𝜕) 𝜑𝜑5(𝜕𝜕) 𝜑𝜑6(𝜕𝜕)] 

{𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠} ≈ 𝑁𝑁𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 {
𝑢𝑢𝑠𝑠𝑏𝑏1
 𝑢𝑢𝑠𝑠𝑏𝑏2
 𝑢𝑢𝑠𝑠𝑡𝑡1
 𝑢𝑢𝑠𝑠𝑡𝑡2

}

𝑠𝑠

 ∴  𝑁𝑁𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 = [
𝜑𝜑1(𝜕𝜕) 𝜑𝜑2(𝜕𝜕) 0 0
0 0 𝜑𝜑1(𝜕𝜕) 𝜑𝜑2(𝜕𝜕)

] 

 
(19) {𝑢𝑢�̃�𝑤} ≈ 𝑁𝑁𝑤𝑤{𝑢𝑢𝑤𝑤} →

𝜕𝜕𝑢𝑢�̃�𝑤
𝜕𝜕𝜕𝜕 = �̇�𝑁𝑤𝑤{𝑢𝑢𝑤𝑤}  ∴  

𝜕𝜕2𝑢𝑢�̃�𝑤
𝜕𝜕𝜕𝜕2 = 𝐵𝐵𝑤𝑤{𝑢𝑢𝑤𝑤} 

 

(21) 

𝛿𝛿𝑢𝑢𝑁𝑁 ≈ 𝑁𝑁𝑁𝑁 {
 𝑢𝑢𝑁𝑁1̃
 𝑢𝑢𝑁𝑁2̃}𝑠𝑠

→ {𝜕𝜕𝛿𝛿𝑢𝑢𝑁𝑁𝜕𝜕𝜕𝜕 } ≈ 𝜕𝜕𝑁𝑁𝑁𝑁𝜕𝜕𝜕𝜕 {
 𝑢𝑢𝑁𝑁1̃
 𝑢𝑢𝑁𝑁2̃}𝑠𝑠

= 𝐵𝐵𝑁𝑁{𝑢𝑢�̃�𝑁}𝑠𝑠 

𝛿𝛿𝑢𝑢𝑤𝑤 ≈ 𝑁𝑁𝑤𝑤 {
  𝑢𝑢𝑉𝑉1̃
 𝑢𝑢𝑀𝑀1̃
 𝑢𝑢𝑉𝑉2̃
 𝑢𝑢𝑀𝑀2̃

}

𝑠𝑠

→ {𝜕𝜕
2𝛿𝛿𝑢𝑢𝑤𝑤
𝜕𝜕𝜕𝜕2 } ≈ 𝜕𝜕

2𝑁𝑁𝑤𝑤
𝜕𝜕𝜕𝜕2 {

  𝑢𝑢𝑉𝑉1̃
 𝑢𝑢𝑀𝑀1̃
 𝑢𝑢𝑉𝑉2̃
 𝑢𝑢𝑀𝑀2̃

}

𝑠𝑠

= 𝐵𝐵𝑤𝑤{𝑢𝑢�̃�𝑤}𝑠𝑠 

𝛿𝛿𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 ≈ 𝑁𝑁𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 {
𝑢𝑢𝑠𝑠𝑏𝑏1̃
 𝑢𝑢𝑠𝑠𝑏𝑏2̃
 𝑢𝑢𝑠𝑠𝑡𝑡1̃
 𝑢𝑢𝑠𝑠𝑡𝑡2̃

}

𝑠𝑠

→ {
𝜕𝜕𝛿𝛿𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
𝜕𝜕𝜕𝜕 } ≈

𝜕𝜕𝑁𝑁𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
𝜕𝜕𝜕𝜕 {

𝑢𝑢𝑠𝑠𝑏𝑏1̃
 𝑢𝑢𝑠𝑠𝑏𝑏2̃
 𝑢𝑢𝑠𝑠𝑡𝑡1̃
 𝑢𝑢𝑠𝑠𝑡𝑡2̃

}

𝑠𝑠

= 𝐵𝐵𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠{𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠}𝑠𝑠 

 

(21) {𝑢𝑢�̃�𝑁}𝑠𝑠𝑇𝑇 ∫ 𝐵𝐵𝑁𝑁𝑇𝑇 [∫𝜎𝜎𝑐𝑐 𝑑𝑑𝐴𝐴
𝐴𝐴

+∑(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑏𝑏𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑏𝑏 + 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑡𝑡𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑡𝑡)
𝑗𝑗

] 𝑑𝑑𝜕𝜕
𝐿𝐿

= { 𝑢𝑢𝑁𝑁1 𝑢𝑢𝑁𝑁2}𝑠𝑠
[𝑁𝑁𝑁𝑁𝑇𝑇 𝑁𝑁𝑠𝑠(𝜕𝜕, 𝑡𝑡)]0

𝐿𝐿
 

(22) 
−{𝑢𝑢�̃�𝑤}𝑠𝑠𝑇𝑇 ∫ 𝐵𝐵𝑤𝑤𝑇𝑇 [∫𝜎𝜎𝑐𝑐 𝑦𝑦 𝑑𝑑𝐴𝐴

𝐴𝐴
+∑(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑏𝑏𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑏𝑏𝑦𝑦𝑗𝑗𝑏𝑏 + 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑡𝑡𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑡𝑡𝑦𝑦𝑗𝑗𝑡𝑡)

𝑗𝑗
] 𝑑𝑑𝜕𝜕

𝐿𝐿

= {𝑢𝑢�̃�𝑤}𝑠𝑠𝑇𝑇 ∫ 𝑁𝑁𝑤𝑤𝑇𝑇 (𝜌𝜌𝐴𝐴
𝜕𝜕2𝑉𝑉𝑠𝑠(𝜕𝜕, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝑡𝑡2 + 𝑞𝑞)𝑑𝑑𝜕𝜕

𝐿𝐿
− [𝐵𝐵𝑤𝑤𝑇𝑇 𝑀𝑀𝑠𝑠(𝜕𝜕, 𝑡𝑡)]0

𝐿𝐿 + [𝑁𝑁𝑤𝑤𝑇𝑇 𝑉𝑉𝑠𝑠(𝜕𝜕, 𝑡𝑡)]0
𝐿𝐿
 

(23) {𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠}𝑠𝑠
𝑇𝑇 ∫ 𝐵𝐵𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑇𝑇

[
 
 
 
 ∑(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑏𝑏 × 𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑏𝑏)
𝑗𝑗

∑(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑡𝑡 × 𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑡𝑡)
𝑗𝑗 ]

 
 
 
 
+ 𝑁𝑁𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑇𝑇

[
 
 
 
 ∑(𝜋𝜋 × 𝑑𝑑𝐴𝐴𝑗𝑗𝑏𝑏 × 𝜏𝜏𝑗𝑗𝑏𝑏(𝜕𝜕, 𝑡𝑡))
𝑗𝑗

∑(𝜋𝜋 × 𝑑𝑑𝐴𝐴𝑗𝑗𝑡𝑡 × 𝜏𝜏𝑗𝑗𝑡𝑡(𝜕𝜕, 𝑡𝑡))
𝑗𝑗 ]

 
 
 
 

𝐿𝐿
𝑑𝑑𝜕𝜕 

 

(24) {𝑓𝑓𝑠𝑠𝑖𝑖𝑡𝑡} = {𝑓𝑓𝑒𝑒𝑒𝑒𝑡𝑡} → {
{𝑓𝑓𝑠𝑠𝑖𝑖𝑡𝑡𝑁𝑁 }
{𝑓𝑓𝑠𝑠𝑖𝑖𝑡𝑡𝑤𝑤 }
{𝑓𝑓𝑠𝑠𝑖𝑖𝑡𝑡

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠}
} = {

{𝑓𝑓𝑒𝑒𝑒𝑒𝑡𝑡𝑁𝑁 }
{𝑓𝑓𝑒𝑒𝑒𝑒𝑡𝑡𝑤𝑤 }
{𝑓𝑓𝑒𝑒𝑒𝑒𝑡𝑡

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠}
} 

 

(25) {𝑢𝑢�̃�𝑁}𝑠𝑠𝑇𝑇 ∫ 𝜆𝜆𝑁𝑁 (
𝜅𝜅

𝐵𝐵𝑤𝑤{𝑢𝑢�̃�𝑤}
) 𝐵𝐵𝑁𝑁𝑑𝑑𝜕𝜕 

𝐿𝐿⏟              
𝑘𝑘𝑢𝑢�̃�𝑁
𝑢𝑢�̃�𝑁

{Δ𝑢𝑢�̃�𝑁}𝑠𝑠  ∴ 𝜆𝜆𝑁𝑁 = 𝐵𝐵𝑁𝑁𝑇𝑇 [∫
𝜕𝜕𝜎𝜎𝑐𝑐
𝜕𝜕𝜕𝜕  𝑑𝑑𝐴𝐴𝐴𝐴

+∑(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑏𝑏
𝜕𝜕𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑏𝑏
𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑡𝑡

𝜕𝜕𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑡𝑡
𝜕𝜕𝜕𝜕 )

𝑗𝑗
] 
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(16) ∫
𝜕𝜕𝛿𝛿𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑏𝑏
𝜕𝜕𝜕𝜕 [∑(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑏𝑏 × 𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑏𝑏)

𝑗𝑗
]

𝐿𝐿
𝑑𝑑𝜕𝜕 + ∫𝛿𝛿𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑏𝑏

𝐿𝐿
[∑(𝜋𝜋 × 𝑑𝑑𝐴𝐴𝑗𝑗𝑏𝑏 × 𝜏𝜏𝑗𝑗𝑏𝑏(𝜕𝜕, 𝑡𝑡))
𝑗𝑗

] 𝑑𝑑𝜕𝜕 = [𝛿𝛿𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑏𝑏 𝑁𝑁𝑠𝑠𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑠𝑠(𝜕𝜕, 𝑡𝑡)]0
𝐿𝐿
 

(17) ∫
𝜕𝜕𝛿𝛿𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑡𝑡
𝜕𝜕𝜕𝜕 [∑(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑡𝑡 × 𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑡𝑡)

𝑗𝑗
]

𝐿𝐿
𝑑𝑑𝜕𝜕 + ∫𝛿𝛿𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑡𝑡

𝐿𝐿
[∑(𝜋𝜋 × 𝑑𝑑𝐴𝐴𝑗𝑗𝑡𝑡 × 𝜏𝜏𝑗𝑗𝑡𝑡(𝜕𝜕, 𝑡𝑡))
𝑗𝑗

] 𝑑𝑑𝜕𝜕 = [𝛿𝛿𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑡𝑡 𝑁𝑁𝑠𝑠𝑡𝑡𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑠𝑠(𝜕𝜕, 𝑡𝑡)]0
𝐿𝐿
 

 

(18) 

{𝑢𝑢�̃�𝑁} ≈ 𝑁𝑁𝑁𝑁 {
 𝑢𝑢𝑁𝑁1
 𝑢𝑢𝑁𝑁2}𝑠𝑠

 ∴  𝑁𝑁𝑁𝑁 = [𝜑𝜑1(𝜕𝜕) 𝜑𝜑2(𝜕𝜕)] 

{𝑢𝑢�̃�𝑤} ≈ 𝑁𝑁𝑤𝑤 {
  𝑢𝑢𝑉𝑉1
 𝑢𝑢𝑀𝑀1
 𝑢𝑢𝑉𝑉2
 𝑢𝑢𝑀𝑀2

}

𝑠𝑠

 ∴  𝑁𝑁𝑤𝑤 = [𝜑𝜑3(𝜕𝜕) 𝜑𝜑4(𝜕𝜕) 𝜑𝜑5(𝜕𝜕) 𝜑𝜑6(𝜕𝜕)] 

{𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠} ≈ 𝑁𝑁𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 {
𝑢𝑢𝑠𝑠𝑏𝑏1
 𝑢𝑢𝑠𝑠𝑏𝑏2
 𝑢𝑢𝑠𝑠𝑡𝑡1
 𝑢𝑢𝑠𝑠𝑡𝑡2

}

𝑠𝑠

 ∴  𝑁𝑁𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 = [
𝜑𝜑1(𝜕𝜕) 𝜑𝜑2(𝜕𝜕) 0 0
0 0 𝜑𝜑1(𝜕𝜕) 𝜑𝜑2(𝜕𝜕)

] 

 
(19) {𝑢𝑢�̃�𝑤} ≈ 𝑁𝑁𝑤𝑤{𝑢𝑢𝑤𝑤} →

𝜕𝜕𝑢𝑢�̃�𝑤
𝜕𝜕𝜕𝜕 = �̇�𝑁𝑤𝑤{𝑢𝑢𝑤𝑤}  ∴  

𝜕𝜕2𝑢𝑢�̃�𝑤
𝜕𝜕𝜕𝜕2 = 𝐵𝐵𝑤𝑤{𝑢𝑢𝑤𝑤} 

 

(21) 

𝛿𝛿𝑢𝑢𝑁𝑁 ≈ 𝑁𝑁𝑁𝑁 {
 𝑢𝑢𝑁𝑁1̃
 𝑢𝑢𝑁𝑁2̃}𝑠𝑠

→ {𝜕𝜕𝛿𝛿𝑢𝑢𝑁𝑁𝜕𝜕𝜕𝜕 } ≈ 𝜕𝜕𝑁𝑁𝑁𝑁𝜕𝜕𝜕𝜕 {
 𝑢𝑢𝑁𝑁1̃
 𝑢𝑢𝑁𝑁2̃}𝑠𝑠

= 𝐵𝐵𝑁𝑁{𝑢𝑢�̃�𝑁}𝑠𝑠 

𝛿𝛿𝑢𝑢𝑤𝑤 ≈ 𝑁𝑁𝑤𝑤 {
  𝑢𝑢𝑉𝑉1̃
 𝑢𝑢𝑀𝑀1̃
 𝑢𝑢𝑉𝑉2̃
 𝑢𝑢𝑀𝑀2̃

}

𝑠𝑠

→ {𝜕𝜕
2𝛿𝛿𝑢𝑢𝑤𝑤
𝜕𝜕𝜕𝜕2 } ≈ 𝜕𝜕

2𝑁𝑁𝑤𝑤
𝜕𝜕𝜕𝜕2 {

  𝑢𝑢𝑉𝑉1̃
 𝑢𝑢𝑀𝑀1̃
 𝑢𝑢𝑉𝑉2̃
 𝑢𝑢𝑀𝑀2̃

}

𝑠𝑠

= 𝐵𝐵𝑤𝑤{𝑢𝑢�̃�𝑤}𝑠𝑠 

𝛿𝛿𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 ≈ 𝑁𝑁𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 {
𝑢𝑢𝑠𝑠𝑏𝑏1̃
 𝑢𝑢𝑠𝑠𝑏𝑏2̃
 𝑢𝑢𝑠𝑠𝑡𝑡1̃
 𝑢𝑢𝑠𝑠𝑡𝑡2̃

}

𝑠𝑠

→ {
𝜕𝜕𝛿𝛿𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
𝜕𝜕𝜕𝜕 } ≈

𝜕𝜕𝑁𝑁𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
𝜕𝜕𝜕𝜕 {

𝑢𝑢𝑠𝑠𝑏𝑏1̃
 𝑢𝑢𝑠𝑠𝑏𝑏2̃
 𝑢𝑢𝑠𝑠𝑡𝑡1̃
 𝑢𝑢𝑠𝑠𝑡𝑡2̃

}

𝑠𝑠

= 𝐵𝐵𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠{𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠}𝑠𝑠 

 

(21) {𝑢𝑢�̃�𝑁}𝑠𝑠𝑇𝑇 ∫ 𝐵𝐵𝑁𝑁𝑇𝑇 [∫𝜎𝜎𝑐𝑐 𝑑𝑑𝐴𝐴
𝐴𝐴

+∑(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑏𝑏𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑏𝑏 + 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑡𝑡𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑡𝑡)
𝑗𝑗

] 𝑑𝑑𝜕𝜕
𝐿𝐿

= { 𝑢𝑢𝑁𝑁1 𝑢𝑢𝑁𝑁2}𝑠𝑠
[𝑁𝑁𝑁𝑁𝑇𝑇 𝑁𝑁𝑠𝑠(𝜕𝜕, 𝑡𝑡)]0

𝐿𝐿
 

(22) 
−{𝑢𝑢�̃�𝑤}𝑠𝑠𝑇𝑇 ∫ 𝐵𝐵𝑤𝑤𝑇𝑇 [∫𝜎𝜎𝑐𝑐 𝑦𝑦 𝑑𝑑𝐴𝐴

𝐴𝐴
+∑(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑏𝑏𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑏𝑏𝑦𝑦𝑗𝑗𝑏𝑏 + 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑡𝑡𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑡𝑡𝑦𝑦𝑗𝑗𝑡𝑡)

𝑗𝑗
] 𝑑𝑑𝜕𝜕

𝐿𝐿

= {𝑢𝑢�̃�𝑤}𝑠𝑠𝑇𝑇 ∫ 𝑁𝑁𝑤𝑤𝑇𝑇 (𝜌𝜌𝐴𝐴
𝜕𝜕2𝑉𝑉𝑠𝑠(𝜕𝜕, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝑡𝑡2 + 𝑞𝑞)𝑑𝑑𝜕𝜕

𝐿𝐿
− [𝐵𝐵𝑤𝑤𝑇𝑇 𝑀𝑀𝑠𝑠(𝜕𝜕, 𝑡𝑡)]0

𝐿𝐿 + [𝑁𝑁𝑤𝑤𝑇𝑇 𝑉𝑉𝑠𝑠(𝜕𝜕, 𝑡𝑡)]0
𝐿𝐿
 

(23) {𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠}𝑠𝑠
𝑇𝑇 ∫ 𝐵𝐵𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑇𝑇

[
 
 
 
 ∑(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑏𝑏 × 𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑏𝑏)
𝑗𝑗

∑(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑡𝑡 × 𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑡𝑡)
𝑗𝑗 ]

 
 
 
 
+ 𝑁𝑁𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑇𝑇

[
 
 
 
 ∑(𝜋𝜋 × 𝑑𝑑𝐴𝐴𝑗𝑗𝑏𝑏 × 𝜏𝜏𝑗𝑗𝑏𝑏(𝜕𝜕, 𝑡𝑡))
𝑗𝑗

∑(𝜋𝜋 × 𝑑𝑑𝐴𝐴𝑗𝑗𝑡𝑡 × 𝜏𝜏𝑗𝑗𝑡𝑡(𝜕𝜕, 𝑡𝑡))
𝑗𝑗 ]

 
 
 
 

𝐿𝐿
𝑑𝑑𝜕𝜕 

 

(24) {𝑓𝑓𝑠𝑠𝑖𝑖𝑡𝑡} = {𝑓𝑓𝑒𝑒𝑒𝑒𝑡𝑡} → {
{𝑓𝑓𝑠𝑠𝑖𝑖𝑡𝑡𝑁𝑁 }
{𝑓𝑓𝑠𝑠𝑖𝑖𝑡𝑡𝑤𝑤 }
{𝑓𝑓𝑠𝑠𝑖𝑖𝑡𝑡

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠}
} = {

{𝑓𝑓𝑒𝑒𝑒𝑒𝑡𝑡𝑁𝑁 }
{𝑓𝑓𝑒𝑒𝑒𝑒𝑡𝑡𝑤𝑤 }
{𝑓𝑓𝑒𝑒𝑒𝑒𝑡𝑡

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠}
} 

 

(25) {𝑢𝑢�̃�𝑁}𝑠𝑠𝑇𝑇 ∫ 𝜆𝜆𝑁𝑁 (
𝜅𝜅

𝐵𝐵𝑤𝑤{𝑢𝑢�̃�𝑤}
) 𝐵𝐵𝑁𝑁𝑑𝑑𝜕𝜕 

𝐿𝐿⏟              
𝑘𝑘𝑢𝑢�̃�𝑁
𝑢𝑢�̃�𝑁

{Δ𝑢𝑢�̃�𝑁}𝑠𝑠  ∴ 𝜆𝜆𝑁𝑁 = 𝐵𝐵𝑁𝑁𝑇𝑇 [∫
𝜕𝜕𝜎𝜎𝑐𝑐
𝜕𝜕𝜕𝜕  𝑑𝑑𝐴𝐴𝐴𝐴

+∑(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑏𝑏
𝜕𝜕𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑏𝑏
𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑡𝑡

𝜕𝜕𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑡𝑡
𝜕𝜕𝜕𝜕 )

𝑗𝑗
] 

)24(
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903

از  استفاده  با  مسلح  بتن  قابی  المان  سختی  ماتریس  ادامه،  در 
روابط حاکم در فرم تضعیف  شده قابل محاسبه است. بدین منظور با 
بهره گیری از تغییرات مرتبه اول بردار نیروهای داخلی نسبت به کرنش 
در هر جهت درجه آزادی المان، ماتریس سختی حاصل می گردد. به 

عبارت دیگر مشتق سویی درجه نخست روابط  )14( تا  )17( منجر به 
تعریفی برای ماتریس سختی سویی خواهد شد. بنابراین سطر نخست 
در  رابطه  )14(  سویی  مشتق  از  استفاده  با  سویی  سختی  ماتریس 

جهت های مختلف به صورت زیر حاصل می شود:

3 
 

(16) ∫
𝜕𝜕𝛿𝛿𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑏𝑏
𝜕𝜕𝜕𝜕 [∑(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑏𝑏 × 𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑏𝑏)

𝑗𝑗
]

𝐿𝐿
𝑑𝑑𝜕𝜕 + ∫𝛿𝛿𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑏𝑏

𝐿𝐿
[∑(𝜋𝜋 × 𝑑𝑑𝐴𝐴𝑗𝑗𝑏𝑏 × 𝜏𝜏𝑗𝑗𝑏𝑏(𝜕𝜕, 𝑡𝑡))
𝑗𝑗

] 𝑑𝑑𝜕𝜕 = [𝛿𝛿𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑏𝑏 𝑁𝑁𝑠𝑠𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑠𝑠(𝜕𝜕, 𝑡𝑡)]0
𝐿𝐿
 

(17) ∫
𝜕𝜕𝛿𝛿𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑡𝑡
𝜕𝜕𝜕𝜕 [∑(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑡𝑡 × 𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑡𝑡)

𝑗𝑗
]

𝐿𝐿
𝑑𝑑𝜕𝜕 + ∫𝛿𝛿𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑡𝑡

𝐿𝐿
[∑(𝜋𝜋 × 𝑑𝑑𝐴𝐴𝑗𝑗𝑡𝑡 × 𝜏𝜏𝑗𝑗𝑡𝑡(𝜕𝜕, 𝑡𝑡))
𝑗𝑗

] 𝑑𝑑𝜕𝜕 = [𝛿𝛿𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑡𝑡 𝑁𝑁𝑠𝑠𝑡𝑡𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑠𝑠(𝜕𝜕, 𝑡𝑡)]0
𝐿𝐿
 

 

(18) 

{𝑢𝑢�̃�𝑁} ≈ 𝑁𝑁𝑁𝑁 {
 𝑢𝑢𝑁𝑁1
 𝑢𝑢𝑁𝑁2}𝑠𝑠

 ∴  𝑁𝑁𝑁𝑁 = [𝜑𝜑1(𝜕𝜕) 𝜑𝜑2(𝜕𝜕)] 

{𝑢𝑢�̃�𝑤} ≈ 𝑁𝑁𝑤𝑤 {
  𝑢𝑢𝑉𝑉1
 𝑢𝑢𝑀𝑀1
 𝑢𝑢𝑉𝑉2
 𝑢𝑢𝑀𝑀2

}

𝑠𝑠

 ∴  𝑁𝑁𝑤𝑤 = [𝜑𝜑3(𝜕𝜕) 𝜑𝜑4(𝜕𝜕) 𝜑𝜑5(𝜕𝜕) 𝜑𝜑6(𝜕𝜕)] 

{𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠} ≈ 𝑁𝑁𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 {
𝑢𝑢𝑠𝑠𝑏𝑏1
 𝑢𝑢𝑠𝑠𝑏𝑏2
 𝑢𝑢𝑠𝑠𝑡𝑡1
 𝑢𝑢𝑠𝑠𝑡𝑡2

}

𝑠𝑠

 ∴  𝑁𝑁𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 = [
𝜑𝜑1(𝜕𝜕) 𝜑𝜑2(𝜕𝜕) 0 0
0 0 𝜑𝜑1(𝜕𝜕) 𝜑𝜑2(𝜕𝜕)

] 

 
(19) {𝑢𝑢�̃�𝑤} ≈ 𝑁𝑁𝑤𝑤{𝑢𝑢𝑤𝑤} →

𝜕𝜕𝑢𝑢�̃�𝑤
𝜕𝜕𝜕𝜕 = �̇�𝑁𝑤𝑤{𝑢𝑢𝑤𝑤}  ∴  

𝜕𝜕2𝑢𝑢�̃�𝑤
𝜕𝜕𝜕𝜕2 = 𝐵𝐵𝑤𝑤{𝑢𝑢𝑤𝑤} 

 

(21) 

𝛿𝛿𝑢𝑢𝑁𝑁 ≈ 𝑁𝑁𝑁𝑁 {
 𝑢𝑢𝑁𝑁1̃
 𝑢𝑢𝑁𝑁2̃}𝑠𝑠

→ {𝜕𝜕𝛿𝛿𝑢𝑢𝑁𝑁𝜕𝜕𝜕𝜕 } ≈ 𝜕𝜕𝑁𝑁𝑁𝑁𝜕𝜕𝜕𝜕 {
 𝑢𝑢𝑁𝑁1̃
 𝑢𝑢𝑁𝑁2̃}𝑠𝑠

= 𝐵𝐵𝑁𝑁{𝑢𝑢�̃�𝑁}𝑠𝑠 

𝛿𝛿𝑢𝑢𝑤𝑤 ≈ 𝑁𝑁𝑤𝑤 {
  𝑢𝑢𝑉𝑉1̃
 𝑢𝑢𝑀𝑀1̃
 𝑢𝑢𝑉𝑉2̃
 𝑢𝑢𝑀𝑀2̃

}

𝑠𝑠

→ {𝜕𝜕
2𝛿𝛿𝑢𝑢𝑤𝑤
𝜕𝜕𝜕𝜕2 } ≈ 𝜕𝜕

2𝑁𝑁𝑤𝑤
𝜕𝜕𝜕𝜕2 {

  𝑢𝑢𝑉𝑉1̃
 𝑢𝑢𝑀𝑀1̃
 𝑢𝑢𝑉𝑉2̃
 𝑢𝑢𝑀𝑀2̃

}

𝑠𝑠

= 𝐵𝐵𝑤𝑤{𝑢𝑢�̃�𝑤}𝑠𝑠 

𝛿𝛿𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 ≈ 𝑁𝑁𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 {
𝑢𝑢𝑠𝑠𝑏𝑏1̃
 𝑢𝑢𝑠𝑠𝑏𝑏2̃
 𝑢𝑢𝑠𝑠𝑡𝑡1̃
 𝑢𝑢𝑠𝑠𝑡𝑡2̃

}

𝑠𝑠

→ {
𝜕𝜕𝛿𝛿𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
𝜕𝜕𝜕𝜕 } ≈

𝜕𝜕𝑁𝑁𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
𝜕𝜕𝜕𝜕 {

𝑢𝑢𝑠𝑠𝑏𝑏1̃
 𝑢𝑢𝑠𝑠𝑏𝑏2̃
 𝑢𝑢𝑠𝑠𝑡𝑡1̃
 𝑢𝑢𝑠𝑠𝑡𝑡2̃

}

𝑠𝑠

= 𝐵𝐵𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠{𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠}𝑠𝑠 

 

(21) {𝑢𝑢�̃�𝑁}𝑠𝑠𝑇𝑇 ∫ 𝐵𝐵𝑁𝑁𝑇𝑇 [∫𝜎𝜎𝑐𝑐 𝑑𝑑𝐴𝐴
𝐴𝐴

+∑(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑏𝑏𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑏𝑏 + 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑡𝑡𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑡𝑡)
𝑗𝑗

] 𝑑𝑑𝜕𝜕
𝐿𝐿

= { 𝑢𝑢𝑁𝑁1 𝑢𝑢𝑁𝑁2}𝑠𝑠
[𝑁𝑁𝑁𝑁𝑇𝑇 𝑁𝑁𝑠𝑠(𝜕𝜕, 𝑡𝑡)]0

𝐿𝐿
 

(22) 
−{𝑢𝑢�̃�𝑤}𝑠𝑠𝑇𝑇 ∫ 𝐵𝐵𝑤𝑤𝑇𝑇 [∫𝜎𝜎𝑐𝑐 𝑦𝑦 𝑑𝑑𝐴𝐴

𝐴𝐴
+∑(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑏𝑏𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑏𝑏𝑦𝑦𝑗𝑗𝑏𝑏 + 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑡𝑡𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑡𝑡𝑦𝑦𝑗𝑗𝑡𝑡)

𝑗𝑗
] 𝑑𝑑𝜕𝜕

𝐿𝐿

= {𝑢𝑢�̃�𝑤}𝑠𝑠𝑇𝑇 ∫ 𝑁𝑁𝑤𝑤𝑇𝑇 (𝜌𝜌𝐴𝐴
𝜕𝜕2𝑉𝑉𝑠𝑠(𝜕𝜕, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝑡𝑡2 + 𝑞𝑞)𝑑𝑑𝜕𝜕

𝐿𝐿
− [𝐵𝐵𝑤𝑤𝑇𝑇 𝑀𝑀𝑠𝑠(𝜕𝜕, 𝑡𝑡)]0

𝐿𝐿 + [𝑁𝑁𝑤𝑤𝑇𝑇 𝑉𝑉𝑠𝑠(𝜕𝜕, 𝑡𝑡)]0
𝐿𝐿
 

(23) {𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠}𝑠𝑠
𝑇𝑇 ∫ 𝐵𝐵𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑇𝑇

[
 
 
 
 ∑(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑏𝑏 × 𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑏𝑏)
𝑗𝑗

∑(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑡𝑡 × 𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑡𝑡)
𝑗𝑗 ]

 
 
 
 
+ 𝑁𝑁𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑇𝑇

[
 
 
 
 ∑(𝜋𝜋 × 𝑑𝑑𝐴𝐴𝑗𝑗𝑏𝑏 × 𝜏𝜏𝑗𝑗𝑏𝑏(𝜕𝜕, 𝑡𝑡))
𝑗𝑗

∑(𝜋𝜋 × 𝑑𝑑𝐴𝐴𝑗𝑗𝑡𝑡 × 𝜏𝜏𝑗𝑗𝑡𝑡(𝜕𝜕, 𝑡𝑡))
𝑗𝑗 ]

 
 
 
 

𝐿𝐿
𝑑𝑑𝜕𝜕 

 

(24) {𝑓𝑓𝑠𝑠𝑖𝑖𝑡𝑡} = {𝑓𝑓𝑒𝑒𝑒𝑒𝑡𝑡} → {
{𝑓𝑓𝑠𝑠𝑖𝑖𝑡𝑡𝑁𝑁 }
{𝑓𝑓𝑠𝑠𝑖𝑖𝑡𝑡𝑤𝑤 }
{𝑓𝑓𝑠𝑠𝑖𝑖𝑡𝑡

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠}
} = {

{𝑓𝑓𝑒𝑒𝑒𝑒𝑡𝑡𝑁𝑁 }
{𝑓𝑓𝑒𝑒𝑒𝑒𝑡𝑡𝑤𝑤 }
{𝑓𝑓𝑒𝑒𝑒𝑒𝑡𝑡

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠}
} 

 

(25) {𝑢𝑢�̃�𝑁}𝑠𝑠𝑇𝑇 ∫ 𝜆𝜆𝑁𝑁 (
𝜅𝜅

𝐵𝐵𝑤𝑤{𝑢𝑢�̃�𝑤}
) 𝐵𝐵𝑁𝑁𝑑𝑑𝜕𝜕 

𝐿𝐿⏟              
𝑘𝑘𝑢𝑢�̃�𝑁
𝑢𝑢�̃�𝑁

{Δ𝑢𝑢�̃�𝑁}𝑠𝑠  ∴ 𝜆𝜆𝑁𝑁 = 𝐵𝐵𝑁𝑁𝑇𝑇 [∫
𝜕𝜕𝜎𝜎𝑐𝑐
𝜕𝜕𝜕𝜕  𝑑𝑑𝐴𝐴𝐴𝐴

+∑(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑏𝑏
𝜕𝜕𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑏𝑏
𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑡𝑡

𝜕𝜕𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑡𝑡
𝜕𝜕𝜕𝜕 )

𝑗𝑗
] 

)23(

)22(

)21(

3 
 

(16) ∫
𝜕𝜕𝛿𝛿𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑏𝑏
𝜕𝜕𝜕𝜕 [∑(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑏𝑏 × 𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑏𝑏)

𝑗𝑗
]

𝐿𝐿
𝑑𝑑𝜕𝜕 + ∫𝛿𝛿𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑏𝑏

𝐿𝐿
[∑(𝜋𝜋 × 𝑑𝑑𝐴𝐴𝑗𝑗𝑏𝑏 × 𝜏𝜏𝑗𝑗𝑏𝑏(𝜕𝜕, 𝑡𝑡))
𝑗𝑗

] 𝑑𝑑𝜕𝜕 = [𝛿𝛿𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑏𝑏 𝑁𝑁𝑠𝑠𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑠𝑠(𝜕𝜕, 𝑡𝑡)]0
𝐿𝐿
 

(17) ∫
𝜕𝜕𝛿𝛿𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑡𝑡
𝜕𝜕𝜕𝜕 [∑(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑡𝑡 × 𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑡𝑡)

𝑗𝑗
]

𝐿𝐿
𝑑𝑑𝜕𝜕 + ∫𝛿𝛿𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑡𝑡

𝐿𝐿
[∑(𝜋𝜋 × 𝑑𝑑𝐴𝐴𝑗𝑗𝑡𝑡 × 𝜏𝜏𝑗𝑗𝑡𝑡(𝜕𝜕, 𝑡𝑡))
𝑗𝑗

] 𝑑𝑑𝜕𝜕 = [𝛿𝛿𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑡𝑡 𝑁𝑁𝑠𝑠𝑡𝑡𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑠𝑠(𝜕𝜕, 𝑡𝑡)]0
𝐿𝐿
 

 

(18) 

{𝑢𝑢�̃�𝑁} ≈ 𝑁𝑁𝑁𝑁 {
 𝑢𝑢𝑁𝑁1
 𝑢𝑢𝑁𝑁2}𝑠𝑠

 ∴  𝑁𝑁𝑁𝑁 = [𝜑𝜑1(𝜕𝜕) 𝜑𝜑2(𝜕𝜕)] 

{𝑢𝑢�̃�𝑤} ≈ 𝑁𝑁𝑤𝑤 {
  𝑢𝑢𝑉𝑉1
 𝑢𝑢𝑀𝑀1
 𝑢𝑢𝑉𝑉2
 𝑢𝑢𝑀𝑀2

}

𝑠𝑠

 ∴  𝑁𝑁𝑤𝑤 = [𝜑𝜑3(𝜕𝜕) 𝜑𝜑4(𝜕𝜕) 𝜑𝜑5(𝜕𝜕) 𝜑𝜑6(𝜕𝜕)] 

{𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠} ≈ 𝑁𝑁𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 {
𝑢𝑢𝑠𝑠𝑏𝑏1
 𝑢𝑢𝑠𝑠𝑏𝑏2
 𝑢𝑢𝑠𝑠𝑡𝑡1
 𝑢𝑢𝑠𝑠𝑡𝑡2

}

𝑠𝑠

 ∴  𝑁𝑁𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 = [
𝜑𝜑1(𝜕𝜕) 𝜑𝜑2(𝜕𝜕) 0 0
0 0 𝜑𝜑1(𝜕𝜕) 𝜑𝜑2(𝜕𝜕)

] 

 
(19) {𝑢𝑢�̃�𝑤} ≈ 𝑁𝑁𝑤𝑤{𝑢𝑢𝑤𝑤} →

𝜕𝜕𝑢𝑢�̃�𝑤
𝜕𝜕𝜕𝜕 = �̇�𝑁𝑤𝑤{𝑢𝑢𝑤𝑤}  ∴  

𝜕𝜕2𝑢𝑢�̃�𝑤
𝜕𝜕𝜕𝜕2 = 𝐵𝐵𝑤𝑤{𝑢𝑢𝑤𝑤} 

 

(21) 

𝛿𝛿𝑢𝑢𝑁𝑁 ≈ 𝑁𝑁𝑁𝑁 {
 𝑢𝑢𝑁𝑁1̃
 𝑢𝑢𝑁𝑁2̃}𝑠𝑠

→ {𝜕𝜕𝛿𝛿𝑢𝑢𝑁𝑁𝜕𝜕𝜕𝜕 } ≈ 𝜕𝜕𝑁𝑁𝑁𝑁𝜕𝜕𝜕𝜕 {
 𝑢𝑢𝑁𝑁1̃
 𝑢𝑢𝑁𝑁2̃}𝑠𝑠

= 𝐵𝐵𝑁𝑁{𝑢𝑢�̃�𝑁}𝑠𝑠 

𝛿𝛿𝑢𝑢𝑤𝑤 ≈ 𝑁𝑁𝑤𝑤 {
  𝑢𝑢𝑉𝑉1̃
 𝑢𝑢𝑀𝑀1̃
 𝑢𝑢𝑉𝑉2̃
 𝑢𝑢𝑀𝑀2̃

}

𝑠𝑠

→ {𝜕𝜕
2𝛿𝛿𝑢𝑢𝑤𝑤
𝜕𝜕𝜕𝜕2 } ≈ 𝜕𝜕

2𝑁𝑁𝑤𝑤
𝜕𝜕𝜕𝜕2 {

  𝑢𝑢𝑉𝑉1̃
 𝑢𝑢𝑀𝑀1̃
 𝑢𝑢𝑉𝑉2̃
 𝑢𝑢𝑀𝑀2̃

}

𝑠𝑠

= 𝐵𝐵𝑤𝑤{𝑢𝑢�̃�𝑤}𝑠𝑠 

𝛿𝛿𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 ≈ 𝑁𝑁𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 {
𝑢𝑢𝑠𝑠𝑏𝑏1̃
 𝑢𝑢𝑠𝑠𝑏𝑏2̃
 𝑢𝑢𝑠𝑠𝑡𝑡1̃
 𝑢𝑢𝑠𝑠𝑡𝑡2̃

}

𝑠𝑠

→ {
𝜕𝜕𝛿𝛿𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
𝜕𝜕𝜕𝜕 } ≈

𝜕𝜕𝑁𝑁𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
𝜕𝜕𝜕𝜕 {

𝑢𝑢𝑠𝑠𝑏𝑏1̃
 𝑢𝑢𝑠𝑠𝑏𝑏2̃
 𝑢𝑢𝑠𝑠𝑡𝑡1̃
 𝑢𝑢𝑠𝑠𝑡𝑡2̃

}

𝑠𝑠

= 𝐵𝐵𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠{𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠}𝑠𝑠 

 

(21) {𝑢𝑢�̃�𝑁}𝑠𝑠𝑇𝑇 ∫ 𝐵𝐵𝑁𝑁𝑇𝑇 [∫𝜎𝜎𝑐𝑐 𝑑𝑑𝐴𝐴
𝐴𝐴

+∑(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑏𝑏𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑏𝑏 + 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑡𝑡𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑡𝑡)
𝑗𝑗

] 𝑑𝑑𝜕𝜕
𝐿𝐿

= { 𝑢𝑢𝑁𝑁1 𝑢𝑢𝑁𝑁2}𝑠𝑠
[𝑁𝑁𝑁𝑁𝑇𝑇 𝑁𝑁𝑠𝑠(𝜕𝜕, 𝑡𝑡)]0

𝐿𝐿
 

(22) 
−{𝑢𝑢�̃�𝑤}𝑠𝑠𝑇𝑇 ∫ 𝐵𝐵𝑤𝑤𝑇𝑇 [∫𝜎𝜎𝑐𝑐 𝑦𝑦 𝑑𝑑𝐴𝐴

𝐴𝐴
+∑(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑏𝑏𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑏𝑏𝑦𝑦𝑗𝑗𝑏𝑏 + 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑡𝑡𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑡𝑡𝑦𝑦𝑗𝑗𝑡𝑡)

𝑗𝑗
] 𝑑𝑑𝜕𝜕

𝐿𝐿

= {𝑢𝑢�̃�𝑤}𝑠𝑠𝑇𝑇 ∫ 𝑁𝑁𝑤𝑤𝑇𝑇 (𝜌𝜌𝐴𝐴
𝜕𝜕2𝑉𝑉𝑠𝑠(𝜕𝜕, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝑡𝑡2 + 𝑞𝑞)𝑑𝑑𝜕𝜕

𝐿𝐿
− [𝐵𝐵𝑤𝑤𝑇𝑇 𝑀𝑀𝑠𝑠(𝜕𝜕, 𝑡𝑡)]0

𝐿𝐿 + [𝑁𝑁𝑤𝑤𝑇𝑇 𝑉𝑉𝑠𝑠(𝜕𝜕, 𝑡𝑡)]0
𝐿𝐿
 

(23) {𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠}𝑠𝑠
𝑇𝑇 ∫ 𝐵𝐵𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑇𝑇

[
 
 
 
 ∑(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑏𝑏 × 𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑏𝑏)
𝑗𝑗

∑(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑡𝑡 × 𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑡𝑡)
𝑗𝑗 ]

 
 
 
 
+ 𝑁𝑁𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑇𝑇

[
 
 
 
 ∑(𝜋𝜋 × 𝑑𝑑𝐴𝐴𝑗𝑗𝑏𝑏 × 𝜏𝜏𝑗𝑗𝑏𝑏(𝜕𝜕, 𝑡𝑡))
𝑗𝑗

∑(𝜋𝜋 × 𝑑𝑑𝐴𝐴𝑗𝑗𝑡𝑡 × 𝜏𝜏𝑗𝑗𝑡𝑡(𝜕𝜕, 𝑡𝑡))
𝑗𝑗 ]

 
 
 
 

𝐿𝐿
𝑑𝑑𝜕𝜕 

 

(24) {𝑓𝑓𝑠𝑠𝑖𝑖𝑡𝑡} = {𝑓𝑓𝑒𝑒𝑒𝑒𝑡𝑡} → {
{𝑓𝑓𝑠𝑠𝑖𝑖𝑡𝑡𝑁𝑁 }
{𝑓𝑓𝑠𝑠𝑖𝑖𝑡𝑡𝑤𝑤 }
{𝑓𝑓𝑠𝑠𝑖𝑖𝑡𝑡

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠}
} = {

{𝑓𝑓𝑒𝑒𝑒𝑒𝑡𝑡𝑁𝑁 }
{𝑓𝑓𝑒𝑒𝑒𝑒𝑡𝑡𝑤𝑤 }
{𝑓𝑓𝑒𝑒𝑒𝑒𝑡𝑡

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠}
} 

 

(25) {𝑢𝑢�̃�𝑁}𝑠𝑠𝑇𝑇 ∫ 𝜆𝜆𝑁𝑁 (
𝜅𝜅

𝐵𝐵𝑤𝑤{𝑢𝑢�̃�𝑤}
) 𝐵𝐵𝑁𝑁𝑑𝑑𝜕𝜕 

𝐿𝐿⏟              
𝑘𝑘𝑢𝑢�̃�𝑁
𝑢𝑢�̃�𝑁

{Δ𝑢𝑢�̃�𝑁}𝑠𝑠  ∴ 𝜆𝜆𝑁𝑁 = 𝐵𝐵𝑁𝑁𝑇𝑇 [∫
𝜕𝜕𝜎𝜎𝑐𝑐
𝜕𝜕𝜕𝜕  𝑑𝑑𝐴𝐴𝐴𝐴

+∑(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑏𝑏
𝜕𝜕𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑏𝑏
𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑡𝑡

𝜕𝜕𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑡𝑡
𝜕𝜕𝜕𝜕 )

𝑗𝑗
] 

)20(

3 
 

(16) ∫
𝜕𝜕𝛿𝛿𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑏𝑏
𝜕𝜕𝜕𝜕 [∑(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑏𝑏 × 𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑏𝑏)

𝑗𝑗
]

𝐿𝐿
𝑑𝑑𝜕𝜕 + ∫𝛿𝛿𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑏𝑏

𝐿𝐿
[∑(𝜋𝜋 × 𝑑𝑑𝐴𝐴𝑗𝑗𝑏𝑏 × 𝜏𝜏𝑗𝑗𝑏𝑏(𝜕𝜕, 𝑡𝑡))
𝑗𝑗

] 𝑑𝑑𝜕𝜕 = [𝛿𝛿𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑏𝑏 𝑁𝑁𝑠𝑠𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑠𝑠(𝜕𝜕, 𝑡𝑡)]0
𝐿𝐿
 

(17) ∫
𝜕𝜕𝛿𝛿𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑡𝑡
𝜕𝜕𝜕𝜕 [∑(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑡𝑡 × 𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑡𝑡)

𝑗𝑗
]

𝐿𝐿
𝑑𝑑𝜕𝜕 + ∫𝛿𝛿𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑡𝑡

𝐿𝐿
[∑(𝜋𝜋 × 𝑑𝑑𝐴𝐴𝑗𝑗𝑡𝑡 × 𝜏𝜏𝑗𝑗𝑡𝑡(𝜕𝜕, 𝑡𝑡))
𝑗𝑗

] 𝑑𝑑𝜕𝜕 = [𝛿𝛿𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑡𝑡 𝑁𝑁𝑠𝑠𝑡𝑡𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑠𝑠(𝜕𝜕, 𝑡𝑡)]0
𝐿𝐿
 

 

(18) 

{𝑢𝑢�̃�𝑁} ≈ 𝑁𝑁𝑁𝑁 {
 𝑢𝑢𝑁𝑁1
 𝑢𝑢𝑁𝑁2}𝑠𝑠

 ∴  𝑁𝑁𝑁𝑁 = [𝜑𝜑1(𝜕𝜕) 𝜑𝜑2(𝜕𝜕)] 

{𝑢𝑢�̃�𝑤} ≈ 𝑁𝑁𝑤𝑤 {
  𝑢𝑢𝑉𝑉1
 𝑢𝑢𝑀𝑀1
 𝑢𝑢𝑉𝑉2
 𝑢𝑢𝑀𝑀2

}

𝑠𝑠

 ∴  𝑁𝑁𝑤𝑤 = [𝜑𝜑3(𝜕𝜕) 𝜑𝜑4(𝜕𝜕) 𝜑𝜑5(𝜕𝜕) 𝜑𝜑6(𝜕𝜕)] 

{𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠} ≈ 𝑁𝑁𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 {
𝑢𝑢𝑠𝑠𝑏𝑏1
 𝑢𝑢𝑠𝑠𝑏𝑏2
 𝑢𝑢𝑠𝑠𝑡𝑡1
 𝑢𝑢𝑠𝑠𝑡𝑡2

}

𝑠𝑠

 ∴  𝑁𝑁𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 = [
𝜑𝜑1(𝜕𝜕) 𝜑𝜑2(𝜕𝜕) 0 0
0 0 𝜑𝜑1(𝜕𝜕) 𝜑𝜑2(𝜕𝜕)

] 

 
(19) {𝑢𝑢�̃�𝑤} ≈ 𝑁𝑁𝑤𝑤{𝑢𝑢𝑤𝑤} →

𝜕𝜕𝑢𝑢�̃�𝑤
𝜕𝜕𝜕𝜕 = �̇�𝑁𝑤𝑤{𝑢𝑢𝑤𝑤}  ∴  

𝜕𝜕2𝑢𝑢�̃�𝑤
𝜕𝜕𝜕𝜕2 = 𝐵𝐵𝑤𝑤{𝑢𝑢𝑤𝑤} 

 

(21) 

𝛿𝛿𝑢𝑢𝑁𝑁 ≈ 𝑁𝑁𝑁𝑁 {
 𝑢𝑢𝑁𝑁1̃
 𝑢𝑢𝑁𝑁2̃}𝑠𝑠

→ {𝜕𝜕𝛿𝛿𝑢𝑢𝑁𝑁𝜕𝜕𝜕𝜕 } ≈ 𝜕𝜕𝑁𝑁𝑁𝑁𝜕𝜕𝜕𝜕 {
 𝑢𝑢𝑁𝑁1̃
 𝑢𝑢𝑁𝑁2̃}𝑠𝑠

= 𝐵𝐵𝑁𝑁{𝑢𝑢�̃�𝑁}𝑠𝑠 

𝛿𝛿𝑢𝑢𝑤𝑤 ≈ 𝑁𝑁𝑤𝑤 {
  𝑢𝑢𝑉𝑉1̃
 𝑢𝑢𝑀𝑀1̃
 𝑢𝑢𝑉𝑉2̃
 𝑢𝑢𝑀𝑀2̃

}

𝑠𝑠

→ {𝜕𝜕
2𝛿𝛿𝑢𝑢𝑤𝑤
𝜕𝜕𝜕𝜕2 } ≈ 𝜕𝜕

2𝑁𝑁𝑤𝑤
𝜕𝜕𝜕𝜕2 {

  𝑢𝑢𝑉𝑉1̃
 𝑢𝑢𝑀𝑀1̃
 𝑢𝑢𝑉𝑉2̃
 𝑢𝑢𝑀𝑀2̃

}

𝑠𝑠

= 𝐵𝐵𝑤𝑤{𝑢𝑢�̃�𝑤}𝑠𝑠 

𝛿𝛿𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 ≈ 𝑁𝑁𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 {
𝑢𝑢𝑠𝑠𝑏𝑏1̃
 𝑢𝑢𝑠𝑠𝑏𝑏2̃
 𝑢𝑢𝑠𝑠𝑡𝑡1̃
 𝑢𝑢𝑠𝑠𝑡𝑡2̃

}

𝑠𝑠

→ {
𝜕𝜕𝛿𝛿𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
𝜕𝜕𝜕𝜕 } ≈

𝜕𝜕𝑁𝑁𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
𝜕𝜕𝜕𝜕 {

𝑢𝑢𝑠𝑠𝑏𝑏1̃
 𝑢𝑢𝑠𝑠𝑏𝑏2̃
 𝑢𝑢𝑠𝑠𝑡𝑡1̃
 𝑢𝑢𝑠𝑠𝑡𝑡2̃

}

𝑠𝑠

= 𝐵𝐵𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠{𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠}𝑠𝑠 

 

(21) {𝑢𝑢�̃�𝑁}𝑠𝑠𝑇𝑇 ∫ 𝐵𝐵𝑁𝑁𝑇𝑇 [∫𝜎𝜎𝑐𝑐 𝑑𝑑𝐴𝐴
𝐴𝐴

+∑(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑏𝑏𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑏𝑏 + 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑡𝑡𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑡𝑡)
𝑗𝑗

] 𝑑𝑑𝜕𝜕
𝐿𝐿

= { 𝑢𝑢𝑁𝑁1 𝑢𝑢𝑁𝑁2}𝑠𝑠
[𝑁𝑁𝑁𝑁𝑇𝑇 𝑁𝑁𝑠𝑠(𝜕𝜕, 𝑡𝑡)]0

𝐿𝐿
 

(22) 
−{𝑢𝑢�̃�𝑤}𝑠𝑠𝑇𝑇 ∫ 𝐵𝐵𝑤𝑤𝑇𝑇 [∫𝜎𝜎𝑐𝑐 𝑦𝑦 𝑑𝑑𝐴𝐴

𝐴𝐴
+∑(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑏𝑏𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑏𝑏𝑦𝑦𝑗𝑗𝑏𝑏 + 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑡𝑡𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑡𝑡𝑦𝑦𝑗𝑗𝑡𝑡)

𝑗𝑗
] 𝑑𝑑𝜕𝜕

𝐿𝐿

= {𝑢𝑢�̃�𝑤}𝑠𝑠𝑇𝑇 ∫ 𝑁𝑁𝑤𝑤𝑇𝑇 (𝜌𝜌𝐴𝐴
𝜕𝜕2𝑉𝑉𝑠𝑠(𝜕𝜕, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝑡𝑡2 + 𝑞𝑞)𝑑𝑑𝜕𝜕

𝐿𝐿
− [𝐵𝐵𝑤𝑤𝑇𝑇 𝑀𝑀𝑠𝑠(𝜕𝜕, 𝑡𝑡)]0

𝐿𝐿 + [𝑁𝑁𝑤𝑤𝑇𝑇 𝑉𝑉𝑠𝑠(𝜕𝜕, 𝑡𝑡)]0
𝐿𝐿
 

(23) {𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠}𝑠𝑠
𝑇𝑇 ∫ 𝐵𝐵𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑇𝑇

[
 
 
 
 ∑(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑏𝑏 × 𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑏𝑏)
𝑗𝑗

∑(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑡𝑡 × 𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑡𝑡)
𝑗𝑗 ]

 
 
 
 
+ 𝑁𝑁𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑇𝑇

[
 
 
 
 ∑(𝜋𝜋 × 𝑑𝑑𝐴𝐴𝑗𝑗𝑏𝑏 × 𝜏𝜏𝑗𝑗𝑏𝑏(𝜕𝜕, 𝑡𝑡))
𝑗𝑗

∑(𝜋𝜋 × 𝑑𝑑𝐴𝐴𝑗𝑗𝑡𝑡 × 𝜏𝜏𝑗𝑗𝑡𝑡(𝜕𝜕, 𝑡𝑡))
𝑗𝑗 ]

 
 
 
 

𝐿𝐿
𝑑𝑑𝜕𝜕 

 

(24) {𝑓𝑓𝑠𝑠𝑖𝑖𝑡𝑡} = {𝑓𝑓𝑒𝑒𝑒𝑒𝑡𝑡} → {
{𝑓𝑓𝑠𝑠𝑖𝑖𝑡𝑡𝑁𝑁 }
{𝑓𝑓𝑠𝑠𝑖𝑖𝑡𝑡𝑤𝑤 }
{𝑓𝑓𝑠𝑠𝑖𝑖𝑡𝑡

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠}
} = {

{𝑓𝑓𝑒𝑒𝑒𝑒𝑡𝑡𝑁𝑁 }
{𝑓𝑓𝑒𝑒𝑒𝑒𝑡𝑡𝑤𝑤 }
{𝑓𝑓𝑒𝑒𝑒𝑒𝑡𝑡

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠}
} 

 

(25) {𝑢𝑢�̃�𝑁}𝑠𝑠𝑇𝑇 ∫ 𝜆𝜆𝑁𝑁 (
𝜅𝜅

𝐵𝐵𝑤𝑤{𝑢𝑢�̃�𝑤}
) 𝐵𝐵𝑁𝑁𝑑𝑑𝜕𝜕 

𝐿𝐿⏟              
𝑘𝑘𝑢𝑢�̃�𝑁
𝑢𝑢�̃�𝑁

{Δ𝑢𝑢�̃�𝑁}𝑠𝑠  ∴ 𝜆𝜆𝑁𝑁 = 𝐵𝐵𝑁𝑁𝑇𝑇 [∫
𝜕𝜕𝜎𝜎𝑐𝑐
𝜕𝜕𝜕𝜕  𝑑𝑑𝐴𝐴𝐴𝐴

+∑(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑏𝑏
𝜕𝜕𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑏𝑏
𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑡𝑡

𝜕𝜕𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑡𝑡
𝜕𝜕𝜕𝜕 )

𝑗𝑗
] 
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(26) {𝑢𝑢�̃�𝑁}𝑖𝑖𝑇𝑇 ∫ −𝜆𝜆𝑁𝑁
𝜅𝜅(1 + 𝐵𝐵𝑁𝑁{𝑢𝑢�̃�𝑁})
{𝐵𝐵𝑤𝑤𝑢𝑢�̃�𝑤}2

𝐵𝐵𝑤𝑤𝑑𝑑𝑑𝑑 
𝐿𝐿⏟                  

𝑘𝑘𝑢𝑢�̃�𝑁
𝑢𝑢�̃�𝑤

{Δ𝑢𝑢�̃�𝑤}𝑖𝑖 

(27) {𝑢𝑢�̃�𝑁}𝑖𝑖𝑇𝑇 ∫ [
𝜆𝜆𝑁𝑁𝑠𝑠 0
0 𝜆𝜆𝑁𝑁𝑠𝑠

] 𝐵𝐵𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝑑𝑑𝑑𝑑 
𝐿𝐿⏟            

𝑘𝑘𝑢𝑢�̃�𝑁
𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠

{Δ𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠}𝑖𝑖  ∴  𝜆𝜆𝑁𝑁
𝑠𝑠 = 𝐵𝐵𝑁𝑁𝑇𝑇 [∑(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗

𝜕𝜕𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗

𝜕𝜕𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝜕𝜕 )

𝑗𝑗
] 

 

(28) {𝑢𝑢�̃�𝑤}𝑖𝑖𝑇𝑇 ∫ −𝜆𝜆𝑤𝑤 (
𝜅𝜅

𝐵𝐵𝑤𝑤{𝑢𝑢�̃�𝑤}
) 𝐵𝐵𝑁𝑁𝑑𝑑𝑑𝑑 

𝐿𝐿⏟              
𝑘𝑘𝑢𝑢�̃�𝑤
𝑢𝑢�̃�𝑁

{Δ𝑢𝑢�̃�𝑁}𝑖𝑖  ∴  𝜆𝜆𝑤𝑤 = 𝐵𝐵𝑤𝑤𝑇𝑇 [∫𝜎𝜎𝑐𝑐𝑦𝑦 𝑑𝑑𝐴𝐴
𝐴𝐴

+∑(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗𝑦𝑦𝑗𝑗𝑗𝑗 + 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗𝑦𝑦𝑗𝑗𝑗𝑗)
𝑗𝑗

] 

(29) {𝑢𝑢�̃�𝑤}𝑖𝑖𝑇𝑇 ∫ 𝜆𝜆𝑤𝑤
𝜅𝜅(1 + 𝐵𝐵𝑁𝑁{𝑢𝑢�̃�𝑁})
{𝐵𝐵𝑤𝑤𝑢𝑢�̃�𝑤}2

𝐵𝐵𝑤𝑤𝑑𝑑𝑑𝑑 
𝐿𝐿⏟                  

𝑘𝑘𝑢𝑢�̃�𝑤
𝑢𝑢�̃�𝑤

{Δ𝑢𝑢�̃�𝑤}𝑖𝑖 

(31) {𝑢𝑢�̃�𝑤}𝑖𝑖𝑇𝑇 ∫ − [
𝜆𝜆𝑤𝑤𝑠𝑠 0
0 𝜆𝜆𝑤𝑤𝑠𝑠

] 𝐵𝐵𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝑑𝑑𝑑𝑑 
𝐿𝐿⏟              

𝑘𝑘𝑢𝑢�̃�𝑤
𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠

{Δ𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠}𝑖𝑖  ∴  𝜆𝜆𝑤𝑤
𝑠𝑠 = 𝐵𝐵𝑤𝑤𝑇𝑇 [∑(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗𝑦𝑦𝑗𝑗𝑗𝑗 + 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗𝑦𝑦𝑗𝑗𝑗𝑗)

𝑗𝑗
] 

 

(31) 

𝜆𝜆𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝜎𝜎 =

[
 
 
 
 
 ∑(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗

𝜕𝜕𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝑑𝑑 )

𝑗𝑗
0

0 ∑(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝑑𝑑 )

𝑗𝑗 ]
 
 
 
 
 

   ∴  𝜆𝜆𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝜏𝜏 =

[
 
 
 
 
 ∑(𝜋𝜋 × 𝑑𝑑𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗 ×

𝜕𝜕𝜏𝜏𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝑑𝑑 )

𝑗𝑗
0

0 ∑(𝜋𝜋 × 𝑑𝑑𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗 ×
𝜕𝜕𝜏𝜏𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝑑𝑑 )

𝑗𝑗 ]
 
 
 
 
 
  

{𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠}𝑖𝑖
𝑇𝑇 ∫ 𝐵𝐵𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝑇𝑇𝜆𝜆𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝜎𝜎 ( 𝜅𝜅

𝐵𝐵𝑤𝑤{𝑢𝑢�̃�𝑤}
) 𝐵𝐵𝑁𝑁𝑑𝑑𝑑𝑑 

𝐿𝐿⏟                  
𝑘𝑘𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠
𝑢𝑢�̃�𝑁

{Δ𝑢𝑢�̃�𝑁}𝑖𝑖 

 

(32) 
{𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠}𝑖𝑖

𝑇𝑇 ∫ −𝐵𝐵𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝑇𝑇𝜆𝜆𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝜎𝜎 (𝜅𝜅
(1 + 𝐵𝐵𝑁𝑁{𝑢𝑢�̃�𝑁})
{𝐵𝐵𝑤𝑤𝑢𝑢�̃�𝑤}2

)𝐵𝐵𝑤𝑤𝑑𝑑𝑑𝑑 
𝐿𝐿⏟                        

𝑘𝑘𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠
𝑢𝑢�̃�𝑤

{Δ𝑢𝑢�̃�𝑤}𝑖𝑖 

(33) 
{𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠}𝑖𝑖

𝑇𝑇 (∫𝐵𝐵𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝑇𝑇𝜆𝜆𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝜎𝜎 𝐵𝐵𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐿𝐿

+ ∫𝑁𝑁𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝑇𝑇
𝐿𝐿

𝜆𝜆𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝜏𝜏 𝑁𝑁𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝑑𝑑𝑑𝑑)⏟                              
𝑘𝑘𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠
𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠

{Δ𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠}𝑖𝑖 

 

(34) 𝐾𝐾𝑠𝑠𝑙𝑙𝑐𝑐𝑙𝑙𝑠𝑠̃ =

[
 
 
 
 𝑘𝑘𝑢𝑢�̃�𝑁

𝑢𝑢�̃�𝑁 𝑘𝑘𝑢𝑢�̃�𝑁
𝑢𝑢�̃�𝑤 𝑘𝑘𝑢𝑢�̃�𝑁

𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠

𝑘𝑘𝑢𝑢�̃�𝑤
𝑢𝑢�̃�𝑁 𝑘𝑘𝑢𝑢�̃�𝑤

𝑢𝑢�̃�𝑤 𝑘𝑘𝑢𝑢�̃�𝑤
𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠

𝑘𝑘𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠
𝑢𝑢�̃�𝑁 𝑘𝑘𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠

𝑢𝑢�̃�𝑤 𝑘𝑘𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠
𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠

]
 
 
 
 
 

 

(35) 
𝜎𝜎𝑐𝑐𝑐𝑐 = 𝜔𝜔𝐾𝐾0𝐸𝐸𝑐𝑐0(ɛ − ɛ𝑠𝑠) 

𝐾𝐾0 = 𝑒𝑒𝑑𝑑𝑒𝑒 (−0.73
ɛ
ɛ𝑐𝑐
(1 − 𝑒𝑒𝑑𝑑𝑒𝑒 (−1.25 ɛɛ𝑐𝑐

)))  ∴  ɛ𝑠𝑠 = 𝛽𝛽 (
ɛ
ɛ𝑐𝑐
− 207 (1 − 𝑒𝑒𝑑𝑑𝑒𝑒 (−0.35

ɛ
ɛ𝑐𝑐
))) ɛ𝑐𝑐  ∴  𝐸𝐸𝑐𝑐0 = 𝐸𝐸0

𝑓𝑓𝑐𝑐′
ɛ𝑐𝑐

 

 

)27(

)26(

)25(
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(26) {𝑢𝑢�̃�𝑁}𝑖𝑖𝑇𝑇 ∫ −𝜆𝜆𝑁𝑁
𝜅𝜅(1 + 𝐵𝐵𝑁𝑁{𝑢𝑢�̃�𝑁})
{𝐵𝐵𝑤𝑤𝑢𝑢�̃�𝑤}2

𝐵𝐵𝑤𝑤𝑑𝑑𝑑𝑑 
𝐿𝐿⏟                  

𝑘𝑘𝑢𝑢�̃�𝑁
𝑢𝑢�̃�𝑤

{Δ𝑢𝑢�̃�𝑤}𝑖𝑖 

(27) {𝑢𝑢�̃�𝑁}𝑖𝑖𝑇𝑇 ∫ [
𝜆𝜆𝑁𝑁𝑠𝑠 0
0 𝜆𝜆𝑁𝑁𝑠𝑠

] 𝐵𝐵𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝑑𝑑𝑑𝑑 
𝐿𝐿⏟            

𝑘𝑘𝑢𝑢�̃�𝑁
𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠

{Δ𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠}𝑖𝑖  ∴  𝜆𝜆𝑁𝑁
𝑠𝑠 = 𝐵𝐵𝑁𝑁𝑇𝑇 [∑(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗

𝜕𝜕𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗

𝜕𝜕𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝜕𝜕 )

𝑗𝑗
] 

 

(28) {𝑢𝑢�̃�𝑤}𝑖𝑖𝑇𝑇 ∫ −𝜆𝜆𝑤𝑤 (
𝜅𝜅

𝐵𝐵𝑤𝑤{𝑢𝑢�̃�𝑤}
) 𝐵𝐵𝑁𝑁𝑑𝑑𝑑𝑑 

𝐿𝐿⏟              
𝑘𝑘𝑢𝑢�̃�𝑤
𝑢𝑢�̃�𝑁

{Δ𝑢𝑢�̃�𝑁}𝑖𝑖  ∴  𝜆𝜆𝑤𝑤 = 𝐵𝐵𝑤𝑤𝑇𝑇 [∫𝜎𝜎𝑐𝑐𝑦𝑦 𝑑𝑑𝐴𝐴
𝐴𝐴

+∑(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗𝑦𝑦𝑗𝑗𝑗𝑗 + 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗𝑦𝑦𝑗𝑗𝑗𝑗)
𝑗𝑗

] 

(29) {𝑢𝑢�̃�𝑤}𝑖𝑖𝑇𝑇 ∫ 𝜆𝜆𝑤𝑤
𝜅𝜅(1 + 𝐵𝐵𝑁𝑁{𝑢𝑢�̃�𝑁})
{𝐵𝐵𝑤𝑤𝑢𝑢�̃�𝑤}2

𝐵𝐵𝑤𝑤𝑑𝑑𝑑𝑑 
𝐿𝐿⏟                  

𝑘𝑘𝑢𝑢�̃�𝑤
𝑢𝑢�̃�𝑤

{Δ𝑢𝑢�̃�𝑤}𝑖𝑖 

(31) {𝑢𝑢�̃�𝑤}𝑖𝑖𝑇𝑇 ∫ − [
𝜆𝜆𝑤𝑤𝑠𝑠 0
0 𝜆𝜆𝑤𝑤𝑠𝑠

] 𝐵𝐵𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝑑𝑑𝑑𝑑 
𝐿𝐿⏟              

𝑘𝑘𝑢𝑢�̃�𝑤
𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠

{Δ𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠}𝑖𝑖  ∴  𝜆𝜆𝑤𝑤
𝑠𝑠 = 𝐵𝐵𝑤𝑤𝑇𝑇 [∑(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗𝑦𝑦𝑗𝑗𝑗𝑗 + 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗𝑦𝑦𝑗𝑗𝑗𝑗)

𝑗𝑗
] 

 

(31) 

𝜆𝜆𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝜎𝜎 =

[
 
 
 
 
 ∑(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗

𝜕𝜕𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝑑𝑑 )

𝑗𝑗
0

0 ∑(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝑑𝑑 )

𝑗𝑗 ]
 
 
 
 
 

   ∴  𝜆𝜆𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝜏𝜏 =

[
 
 
 
 
 ∑(𝜋𝜋 × 𝑑𝑑𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗 ×

𝜕𝜕𝜏𝜏𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝑑𝑑 )

𝑗𝑗
0

0 ∑(𝜋𝜋 × 𝑑𝑑𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗 ×
𝜕𝜕𝜏𝜏𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝑑𝑑 )

𝑗𝑗 ]
 
 
 
 
 
  

{𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠}𝑖𝑖
𝑇𝑇 ∫ 𝐵𝐵𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝑇𝑇𝜆𝜆𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝜎𝜎 ( 𝜅𝜅

𝐵𝐵𝑤𝑤{𝑢𝑢�̃�𝑤}
) 𝐵𝐵𝑁𝑁𝑑𝑑𝑑𝑑 

𝐿𝐿⏟                  
𝑘𝑘𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠
𝑢𝑢�̃�𝑁

{Δ𝑢𝑢�̃�𝑁}𝑖𝑖 

 

(32) 
{𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠}𝑖𝑖

𝑇𝑇 ∫ −𝐵𝐵𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝑇𝑇𝜆𝜆𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝜎𝜎 (𝜅𝜅
(1 + 𝐵𝐵𝑁𝑁{𝑢𝑢�̃�𝑁})
{𝐵𝐵𝑤𝑤𝑢𝑢�̃�𝑤}2

)𝐵𝐵𝑤𝑤𝑑𝑑𝑑𝑑 
𝐿𝐿⏟                        

𝑘𝑘𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠
𝑢𝑢�̃�𝑤

{Δ𝑢𝑢�̃�𝑤}𝑖𝑖 

(33) 
{𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠}𝑖𝑖

𝑇𝑇 (∫𝐵𝐵𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝑇𝑇𝜆𝜆𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝜎𝜎 𝐵𝐵𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐿𝐿

+ ∫𝑁𝑁𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝑇𝑇
𝐿𝐿

𝜆𝜆𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝜏𝜏 𝑁𝑁𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝑑𝑑𝑑𝑑)⏟                              
𝑘𝑘𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠
𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠

{Δ𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠}𝑖𝑖 

 

(34) 𝐾𝐾𝑠𝑠𝑙𝑙𝑐𝑐𝑙𝑙𝑠𝑠̃ =

[
 
 
 
 𝑘𝑘𝑢𝑢�̃�𝑁

𝑢𝑢�̃�𝑁 𝑘𝑘𝑢𝑢�̃�𝑁
𝑢𝑢�̃�𝑤 𝑘𝑘𝑢𝑢�̃�𝑁

𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠

𝑘𝑘𝑢𝑢�̃�𝑤
𝑢𝑢�̃�𝑁 𝑘𝑘𝑢𝑢�̃�𝑤

𝑢𝑢�̃�𝑤 𝑘𝑘𝑢𝑢�̃�𝑤
𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠

𝑘𝑘𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠
𝑢𝑢�̃�𝑁 𝑘𝑘𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠

𝑢𝑢�̃�𝑤 𝑘𝑘𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠
𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠

]
 
 
 
 
 

 

(35) 
𝜎𝜎𝑐𝑐𝑐𝑐 = 𝜔𝜔𝐾𝐾0𝐸𝐸𝑐𝑐0(ɛ − ɛ𝑠𝑠) 

𝐾𝐾0 = 𝑒𝑒𝑑𝑑𝑒𝑒 (−0.73
ɛ
ɛ𝑐𝑐
(1 − 𝑒𝑒𝑑𝑑𝑒𝑒 (−1.25 ɛɛ𝑐𝑐

)))  ∴  ɛ𝑠𝑠 = 𝛽𝛽 (
ɛ
ɛ𝑐𝑐
− 207 (1 − 𝑒𝑒𝑑𝑑𝑒𝑒 (−0.35

ɛ
ɛ𝑐𝑐
))) ɛ𝑐𝑐  ∴  𝐸𝐸𝑐𝑐0 = 𝐸𝐸0

𝑓𝑓𝑐𝑐′
ɛ𝑐𝑐

 

 

)29(

)28(
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(26) {𝑢𝑢�̃�𝑁}𝑖𝑖𝑇𝑇 ∫ −𝜆𝜆𝑁𝑁
𝜅𝜅(1 + 𝐵𝐵𝑁𝑁{𝑢𝑢�̃�𝑁})
{𝐵𝐵𝑤𝑤𝑢𝑢�̃�𝑤}2

𝐵𝐵𝑤𝑤𝑑𝑑𝑑𝑑 
𝐿𝐿⏟                  

𝑘𝑘𝑢𝑢�̃�𝑁
𝑢𝑢�̃�𝑤

{Δ𝑢𝑢�̃�𝑤}𝑖𝑖 

(27) {𝑢𝑢�̃�𝑁}𝑖𝑖𝑇𝑇 ∫ [
𝜆𝜆𝑁𝑁𝑠𝑠 0
0 𝜆𝜆𝑁𝑁𝑠𝑠

] 𝐵𝐵𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝑑𝑑𝑑𝑑 
𝐿𝐿⏟            

𝑘𝑘𝑢𝑢�̃�𝑁
𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠

{Δ𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠}𝑖𝑖  ∴  𝜆𝜆𝑁𝑁
𝑠𝑠 = 𝐵𝐵𝑁𝑁𝑇𝑇 [∑(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗

𝜕𝜕𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗

𝜕𝜕𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝜕𝜕 )

𝑗𝑗
] 

 

(28) {𝑢𝑢�̃�𝑤}𝑖𝑖𝑇𝑇 ∫ −𝜆𝜆𝑤𝑤 (
𝜅𝜅

𝐵𝐵𝑤𝑤{𝑢𝑢�̃�𝑤}
) 𝐵𝐵𝑁𝑁𝑑𝑑𝑑𝑑 

𝐿𝐿⏟              
𝑘𝑘𝑢𝑢�̃�𝑤
𝑢𝑢�̃�𝑁

{Δ𝑢𝑢�̃�𝑁}𝑖𝑖  ∴  𝜆𝜆𝑤𝑤 = 𝐵𝐵𝑤𝑤𝑇𝑇 [∫𝜎𝜎𝑐𝑐𝑦𝑦 𝑑𝑑𝐴𝐴
𝐴𝐴

+∑(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗𝑦𝑦𝑗𝑗𝑗𝑗 + 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗𝑦𝑦𝑗𝑗𝑗𝑗)
𝑗𝑗

] 

(29) {𝑢𝑢�̃�𝑤}𝑖𝑖𝑇𝑇 ∫ 𝜆𝜆𝑤𝑤
𝜅𝜅(1 + 𝐵𝐵𝑁𝑁{𝑢𝑢�̃�𝑁})
{𝐵𝐵𝑤𝑤𝑢𝑢�̃�𝑤}2

𝐵𝐵𝑤𝑤𝑑𝑑𝑑𝑑 
𝐿𝐿⏟                  

𝑘𝑘𝑢𝑢�̃�𝑤
𝑢𝑢�̃�𝑤

{Δ𝑢𝑢�̃�𝑤}𝑖𝑖 

(31) {𝑢𝑢�̃�𝑤}𝑖𝑖𝑇𝑇 ∫ − [
𝜆𝜆𝑤𝑤𝑠𝑠 0
0 𝜆𝜆𝑤𝑤𝑠𝑠

] 𝐵𝐵𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝑑𝑑𝑑𝑑 
𝐿𝐿⏟              

𝑘𝑘𝑢𝑢�̃�𝑤
𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠

{Δ𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠}𝑖𝑖  ∴  𝜆𝜆𝑤𝑤
𝑠𝑠 = 𝐵𝐵𝑤𝑤𝑇𝑇 [∑(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗𝑦𝑦𝑗𝑗𝑗𝑗 + 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗𝑦𝑦𝑗𝑗𝑗𝑗)

𝑗𝑗
] 

 

(31) 

𝜆𝜆𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝜎𝜎 =

[
 
 
 
 
 ∑(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗

𝜕𝜕𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝑑𝑑 )

𝑗𝑗
0

0 ∑(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝑑𝑑 )

𝑗𝑗 ]
 
 
 
 
 

   ∴  𝜆𝜆𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝜏𝜏 =

[
 
 
 
 
 ∑(𝜋𝜋 × 𝑑𝑑𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗 ×

𝜕𝜕𝜏𝜏𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝑑𝑑 )

𝑗𝑗
0

0 ∑(𝜋𝜋 × 𝑑𝑑𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗 ×
𝜕𝜕𝜏𝜏𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝑑𝑑 )

𝑗𝑗 ]
 
 
 
 
 
  

{𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠}𝑖𝑖
𝑇𝑇 ∫ 𝐵𝐵𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝑇𝑇𝜆𝜆𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝜎𝜎 ( 𝜅𝜅

𝐵𝐵𝑤𝑤{𝑢𝑢�̃�𝑤}
) 𝐵𝐵𝑁𝑁𝑑𝑑𝑑𝑑 

𝐿𝐿⏟                  
𝑘𝑘𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠
𝑢𝑢�̃�𝑁

{Δ𝑢𝑢�̃�𝑁}𝑖𝑖 

 

(32) 
{𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠}𝑖𝑖

𝑇𝑇 ∫ −𝐵𝐵𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝑇𝑇𝜆𝜆𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝜎𝜎 (𝜅𝜅
(1 + 𝐵𝐵𝑁𝑁{𝑢𝑢�̃�𝑁})
{𝐵𝐵𝑤𝑤𝑢𝑢�̃�𝑤}2

)𝐵𝐵𝑤𝑤𝑑𝑑𝑑𝑑 
𝐿𝐿⏟                        

𝑘𝑘𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠
𝑢𝑢�̃�𝑤

{Δ𝑢𝑢�̃�𝑤}𝑖𝑖 

(33) 
{𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠}𝑖𝑖

𝑇𝑇 (∫𝐵𝐵𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝑇𝑇𝜆𝜆𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝜎𝜎 𝐵𝐵𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐿𝐿

+ ∫𝑁𝑁𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝑇𝑇
𝐿𝐿

𝜆𝜆𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝜏𝜏 𝑁𝑁𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝑑𝑑𝑑𝑑)⏟                              
𝑘𝑘𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠
𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠

{Δ𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠}𝑖𝑖 

 

(34) 𝐾𝐾𝑠𝑠𝑙𝑙𝑐𝑐𝑙𝑙𝑠𝑠̃ =

[
 
 
 
 𝑘𝑘𝑢𝑢�̃�𝑁

𝑢𝑢�̃�𝑁 𝑘𝑘𝑢𝑢�̃�𝑁
𝑢𝑢�̃�𝑤 𝑘𝑘𝑢𝑢�̃�𝑁

𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠

𝑘𝑘𝑢𝑢�̃�𝑤
𝑢𝑢�̃�𝑁 𝑘𝑘𝑢𝑢�̃�𝑤

𝑢𝑢�̃�𝑤 𝑘𝑘𝑢𝑢�̃�𝑤
𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠

𝑘𝑘𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠
𝑢𝑢�̃�𝑁 𝑘𝑘𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠

𝑢𝑢�̃�𝑤 𝑘𝑘𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠
𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠

]
 
 
 
 
 

 

(35) 
𝜎𝜎𝑐𝑐𝑐𝑐 = 𝜔𝜔𝐾𝐾0𝐸𝐸𝑐𝑐0(ɛ − ɛ𝑠𝑠) 

𝐾𝐾0 = 𝑒𝑒𝑑𝑑𝑒𝑒 (−0.73
ɛ
ɛ𝑐𝑐
(1 − 𝑒𝑒𝑑𝑑𝑒𝑒 (−1.25 ɛɛ𝑐𝑐

)))  ∴  ɛ𝑠𝑠 = 𝛽𝛽 (
ɛ
ɛ𝑐𝑐
− 207 (1 − 𝑒𝑒𝑑𝑑𝑒𝑒 (−0.35

ɛ
ɛ𝑐𝑐
))) ɛ𝑐𝑐  ∴  𝐸𝐸𝑐𝑐0 = 𝐸𝐸0

𝑓𝑓𝑐𝑐′
ɛ𝑐𝑐
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(26) {𝑢𝑢�̃�𝑁}𝑖𝑖𝑇𝑇 ∫ −𝜆𝜆𝑁𝑁
𝜅𝜅(1 + 𝐵𝐵𝑁𝑁{𝑢𝑢�̃�𝑁})
{𝐵𝐵𝑤𝑤𝑢𝑢�̃�𝑤}2

𝐵𝐵𝑤𝑤𝑑𝑑𝑑𝑑 
𝐿𝐿⏟                  

𝑘𝑘𝑢𝑢�̃�𝑁
𝑢𝑢�̃�𝑤

{Δ𝑢𝑢�̃�𝑤}𝑖𝑖 

(27) {𝑢𝑢�̃�𝑁}𝑖𝑖𝑇𝑇 ∫ [
𝜆𝜆𝑁𝑁𝑠𝑠 0
0 𝜆𝜆𝑁𝑁𝑠𝑠

] 𝐵𝐵𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝑑𝑑𝑑𝑑 
𝐿𝐿⏟            

𝑘𝑘𝑢𝑢�̃�𝑁
𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠

{Δ𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠}𝑖𝑖  ∴  𝜆𝜆𝑁𝑁
𝑠𝑠 = 𝐵𝐵𝑁𝑁𝑇𝑇 [∑(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗

𝜕𝜕𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗

𝜕𝜕𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝜕𝜕 )

𝑗𝑗
] 

 

(28) {𝑢𝑢�̃�𝑤}𝑖𝑖𝑇𝑇 ∫ −𝜆𝜆𝑤𝑤 (
𝜅𝜅

𝐵𝐵𝑤𝑤{𝑢𝑢�̃�𝑤}
) 𝐵𝐵𝑁𝑁𝑑𝑑𝑑𝑑 

𝐿𝐿⏟              
𝑘𝑘𝑢𝑢�̃�𝑤
𝑢𝑢�̃�𝑁

{Δ𝑢𝑢�̃�𝑁}𝑖𝑖  ∴  𝜆𝜆𝑤𝑤 = 𝐵𝐵𝑤𝑤𝑇𝑇 [∫𝜎𝜎𝑐𝑐𝑦𝑦 𝑑𝑑𝐴𝐴
𝐴𝐴

+∑(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗𝑦𝑦𝑗𝑗𝑗𝑗 + 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗𝑦𝑦𝑗𝑗𝑗𝑗)
𝑗𝑗

] 

(29) {𝑢𝑢�̃�𝑤}𝑖𝑖𝑇𝑇 ∫ 𝜆𝜆𝑤𝑤
𝜅𝜅(1 + 𝐵𝐵𝑁𝑁{𝑢𝑢�̃�𝑁})
{𝐵𝐵𝑤𝑤𝑢𝑢�̃�𝑤}2

𝐵𝐵𝑤𝑤𝑑𝑑𝑑𝑑 
𝐿𝐿⏟                  

𝑘𝑘𝑢𝑢�̃�𝑤
𝑢𝑢�̃�𝑤

{Δ𝑢𝑢�̃�𝑤}𝑖𝑖 

(31) {𝑢𝑢�̃�𝑤}𝑖𝑖𝑇𝑇 ∫ − [
𝜆𝜆𝑤𝑤𝑠𝑠 0
0 𝜆𝜆𝑤𝑤𝑠𝑠

] 𝐵𝐵𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝑑𝑑𝑑𝑑 
𝐿𝐿⏟              

𝑘𝑘𝑢𝑢�̃�𝑤
𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠

{Δ𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠}𝑖𝑖  ∴  𝜆𝜆𝑤𝑤
𝑠𝑠 = 𝐵𝐵𝑤𝑤𝑇𝑇 [∑(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗𝑦𝑦𝑗𝑗𝑗𝑗 + 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗𝑦𝑦𝑗𝑗𝑗𝑗)

𝑗𝑗
] 

 

(31) 

𝜆𝜆𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝜎𝜎 =

[
 
 
 
 
 ∑(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗

𝜕𝜕𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝑑𝑑 )

𝑗𝑗
0

0 ∑(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝑑𝑑 )

𝑗𝑗 ]
 
 
 
 
 

   ∴  𝜆𝜆𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝜏𝜏 =

[
 
 
 
 
 ∑(𝜋𝜋 × 𝑑𝑑𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗 ×

𝜕𝜕𝜏𝜏𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝑑𝑑 )

𝑗𝑗
0

0 ∑(𝜋𝜋 × 𝑑𝑑𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗 ×
𝜕𝜕𝜏𝜏𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝑑𝑑 )

𝑗𝑗 ]
 
 
 
 
 
  

{𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠}𝑖𝑖
𝑇𝑇 ∫ 𝐵𝐵𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝑇𝑇𝜆𝜆𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝜎𝜎 ( 𝜅𝜅

𝐵𝐵𝑤𝑤{𝑢𝑢�̃�𝑤}
) 𝐵𝐵𝑁𝑁𝑑𝑑𝑑𝑑 

𝐿𝐿⏟                  
𝑘𝑘𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠
𝑢𝑢�̃�𝑁

{Δ𝑢𝑢�̃�𝑁}𝑖𝑖 

 

(32) 
{𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠}𝑖𝑖

𝑇𝑇 ∫ −𝐵𝐵𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝑇𝑇𝜆𝜆𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝜎𝜎 (𝜅𝜅
(1 + 𝐵𝐵𝑁𝑁{𝑢𝑢�̃�𝑁})
{𝐵𝐵𝑤𝑤𝑢𝑢�̃�𝑤}2

)𝐵𝐵𝑤𝑤𝑑𝑑𝑑𝑑 
𝐿𝐿⏟                        

𝑘𝑘𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠
𝑢𝑢�̃�𝑤

{Δ𝑢𝑢�̃�𝑤}𝑖𝑖 

(33) 
{𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠}𝑖𝑖

𝑇𝑇 (∫𝐵𝐵𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝑇𝑇𝜆𝜆𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝜎𝜎 𝐵𝐵𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐿𝐿

+ ∫𝑁𝑁𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝑇𝑇
𝐿𝐿

𝜆𝜆𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝜏𝜏 𝑁𝑁𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝑑𝑑𝑑𝑑)⏟                              
𝑘𝑘𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠
𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠

{Δ𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠}𝑖𝑖 

 

(34) 𝐾𝐾𝑠𝑠𝑙𝑙𝑐𝑐𝑙𝑙𝑠𝑠̃ =

[
 
 
 
 𝑘𝑘𝑢𝑢�̃�𝑁

𝑢𝑢�̃�𝑁 𝑘𝑘𝑢𝑢�̃�𝑁
𝑢𝑢�̃�𝑤 𝑘𝑘𝑢𝑢�̃�𝑁

𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠

𝑘𝑘𝑢𝑢�̃�𝑤
𝑢𝑢�̃�𝑁 𝑘𝑘𝑢𝑢�̃�𝑤

𝑢𝑢�̃�𝑤 𝑘𝑘𝑢𝑢�̃�𝑤
𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠

𝑘𝑘𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠
𝑢𝑢�̃�𝑁 𝑘𝑘𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠

𝑢𝑢�̃�𝑤 𝑘𝑘𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠
𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠

]
 
 
 
 
 

 

(35) 
𝜎𝜎𝑐𝑐𝑐𝑐 = 𝜔𝜔𝐾𝐾0𝐸𝐸𝑐𝑐0(ɛ − ɛ𝑠𝑠) 

𝐾𝐾0 = 𝑒𝑒𝑑𝑑𝑒𝑒 (−0.73
ɛ
ɛ𝑐𝑐
(1 − 𝑒𝑒𝑑𝑑𝑒𝑒 (−1.25 ɛɛ𝑐𝑐

)))  ∴  ɛ𝑠𝑠 = 𝛽𝛽 (
ɛ
ɛ𝑐𝑐
− 207 (1 − 𝑒𝑒𝑑𝑑𝑒𝑒 (−0.35

ɛ
ɛ𝑐𝑐
))) ɛ𝑐𝑐  ∴  𝐸𝐸𝑐𝑐0 = 𝐸𝐸0

𝑓𝑓𝑐𝑐′
ɛ𝑐𝑐

 

 

)34(

4 
 

(26) {𝑢𝑢�̃�𝑁}𝑖𝑖𝑇𝑇 ∫ −𝜆𝜆𝑁𝑁
𝜅𝜅(1 + 𝐵𝐵𝑁𝑁{𝑢𝑢�̃�𝑁})
{𝐵𝐵𝑤𝑤𝑢𝑢�̃�𝑤}2

𝐵𝐵𝑤𝑤𝑑𝑑𝑑𝑑 
𝐿𝐿⏟                  

𝑘𝑘𝑢𝑢�̃�𝑁
𝑢𝑢�̃�𝑤

{Δ𝑢𝑢�̃�𝑤}𝑖𝑖 

(27) {𝑢𝑢�̃�𝑁}𝑖𝑖𝑇𝑇 ∫ [
𝜆𝜆𝑁𝑁𝑠𝑠 0
0 𝜆𝜆𝑁𝑁𝑠𝑠

] 𝐵𝐵𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝑑𝑑𝑑𝑑 
𝐿𝐿⏟            

𝑘𝑘𝑢𝑢�̃�𝑁
𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠

{Δ𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠}𝑖𝑖  ∴  𝜆𝜆𝑁𝑁
𝑠𝑠 = 𝐵𝐵𝑁𝑁𝑇𝑇 [∑(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗

𝜕𝜕𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗

𝜕𝜕𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝜕𝜕 )

𝑗𝑗
] 

 

(28) {𝑢𝑢�̃�𝑤}𝑖𝑖𝑇𝑇 ∫ −𝜆𝜆𝑤𝑤 (
𝜅𝜅

𝐵𝐵𝑤𝑤{𝑢𝑢�̃�𝑤}
) 𝐵𝐵𝑁𝑁𝑑𝑑𝑑𝑑 

𝐿𝐿⏟              
𝑘𝑘𝑢𝑢�̃�𝑤
𝑢𝑢�̃�𝑁

{Δ𝑢𝑢�̃�𝑁}𝑖𝑖  ∴  𝜆𝜆𝑤𝑤 = 𝐵𝐵𝑤𝑤𝑇𝑇 [∫𝜎𝜎𝑐𝑐𝑦𝑦 𝑑𝑑𝐴𝐴
𝐴𝐴

+∑(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗𝑦𝑦𝑗𝑗𝑗𝑗 + 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗𝑦𝑦𝑗𝑗𝑗𝑗)
𝑗𝑗

] 

(29) {𝑢𝑢�̃�𝑤}𝑖𝑖𝑇𝑇 ∫ 𝜆𝜆𝑤𝑤
𝜅𝜅(1 + 𝐵𝐵𝑁𝑁{𝑢𝑢�̃�𝑁})
{𝐵𝐵𝑤𝑤𝑢𝑢�̃�𝑤}2

𝐵𝐵𝑤𝑤𝑑𝑑𝑑𝑑 
𝐿𝐿⏟                  

𝑘𝑘𝑢𝑢�̃�𝑤
𝑢𝑢�̃�𝑤

{Δ𝑢𝑢�̃�𝑤}𝑖𝑖 

(31) {𝑢𝑢�̃�𝑤}𝑖𝑖𝑇𝑇 ∫ − [
𝜆𝜆𝑤𝑤𝑠𝑠 0
0 𝜆𝜆𝑤𝑤𝑠𝑠

] 𝐵𝐵𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝑑𝑑𝑑𝑑 
𝐿𝐿⏟              

𝑘𝑘𝑢𝑢�̃�𝑤
𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠

{Δ𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠}𝑖𝑖  ∴  𝜆𝜆𝑤𝑤
𝑠𝑠 = 𝐵𝐵𝑤𝑤𝑇𝑇 [∑(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗𝑦𝑦𝑗𝑗𝑗𝑗 + 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗𝑦𝑦𝑗𝑗𝑗𝑗)

𝑗𝑗
] 

 

(31) 

𝜆𝜆𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝜎𝜎 =

[
 
 
 
 
 ∑(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗

𝜕𝜕𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝑑𝑑 )

𝑗𝑗
0

0 ∑(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝑑𝑑 )

𝑗𝑗 ]
 
 
 
 
 

   ∴  𝜆𝜆𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝜏𝜏 =

[
 
 
 
 
 ∑(𝜋𝜋 × 𝑑𝑑𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗 ×

𝜕𝜕𝜏𝜏𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝑑𝑑 )

𝑗𝑗
0

0 ∑(𝜋𝜋 × 𝑑𝑑𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗 ×
𝜕𝜕𝜏𝜏𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝑑𝑑 )

𝑗𝑗 ]
 
 
 
 
 
  

{𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠}𝑖𝑖
𝑇𝑇 ∫ 𝐵𝐵𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝑇𝑇𝜆𝜆𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝜎𝜎 ( 𝜅𝜅

𝐵𝐵𝑤𝑤{𝑢𝑢�̃�𝑤}
) 𝐵𝐵𝑁𝑁𝑑𝑑𝑑𝑑 

𝐿𝐿⏟                  
𝑘𝑘𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠
𝑢𝑢�̃�𝑁

{Δ𝑢𝑢�̃�𝑁}𝑖𝑖 

 

(32) 
{𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠}𝑖𝑖

𝑇𝑇 ∫ −𝐵𝐵𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝑇𝑇𝜆𝜆𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝜎𝜎 (𝜅𝜅
(1 + 𝐵𝐵𝑁𝑁{𝑢𝑢�̃�𝑁})
{𝐵𝐵𝑤𝑤𝑢𝑢�̃�𝑤}2

)𝐵𝐵𝑤𝑤𝑑𝑑𝑑𝑑 
𝐿𝐿⏟                        

𝑘𝑘𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠
𝑢𝑢�̃�𝑤

{Δ𝑢𝑢�̃�𝑤}𝑖𝑖 

(33) 
{𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠}𝑖𝑖

𝑇𝑇 (∫𝐵𝐵𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝑇𝑇𝜆𝜆𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝜎𝜎 𝐵𝐵𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐿𝐿

+ ∫𝑁𝑁𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝑇𝑇
𝐿𝐿

𝜆𝜆𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝜏𝜏 𝑁𝑁𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝑑𝑑𝑑𝑑)⏟                              
𝑘𝑘𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠
𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠

{Δ𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠}𝑖𝑖 

 

(34) 𝐾𝐾𝑠𝑠𝑙𝑙𝑐𝑐𝑙𝑙𝑠𝑠̃ =

[
 
 
 
 𝑘𝑘𝑢𝑢�̃�𝑁

𝑢𝑢�̃�𝑁 𝑘𝑘𝑢𝑢�̃�𝑁
𝑢𝑢�̃�𝑤 𝑘𝑘𝑢𝑢�̃�𝑁

𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠

𝑘𝑘𝑢𝑢�̃�𝑤
𝑢𝑢�̃�𝑁 𝑘𝑘𝑢𝑢�̃�𝑤

𝑢𝑢�̃�𝑤 𝑘𝑘𝑢𝑢�̃�𝑤
𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠

𝑘𝑘𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠
𝑢𝑢�̃�𝑁 𝑘𝑘𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠

𝑢𝑢�̃�𝑤 𝑘𝑘𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠
𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠

]
 
 
 
 
 

 

(35) 
𝜎𝜎𝑐𝑐𝑐𝑐 = 𝜔𝜔𝐾𝐾0𝐸𝐸𝑐𝑐0(ɛ − ɛ𝑠𝑠) 

𝐾𝐾0 = 𝑒𝑒𝑑𝑑𝑒𝑒 (−0.73
ɛ
ɛ𝑐𝑐
(1 − 𝑒𝑒𝑑𝑑𝑒𝑒 (−1.25 ɛɛ𝑐𝑐

)))  ∴  ɛ𝑠𝑠 = 𝛽𝛽 (
ɛ
ɛ𝑐𝑐
− 207 (1 − 𝑒𝑒𝑑𝑑𝑒𝑒 (−0.35

ɛ
ɛ𝑐𝑐
))) ɛ𝑐𝑐  ∴  𝐸𝐸𝑐𝑐0 = 𝐸𝐸0

𝑓𝑓𝑐𝑐′
ɛ𝑐𝑐

 

 

)33(
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(26) {𝑢𝑢�̃�𝑁}𝑖𝑖𝑇𝑇 ∫ −𝜆𝜆𝑁𝑁
𝜅𝜅(1 + 𝐵𝐵𝑁𝑁{𝑢𝑢�̃�𝑁})
{𝐵𝐵𝑤𝑤𝑢𝑢�̃�𝑤}2

𝐵𝐵𝑤𝑤𝑑𝑑𝑑𝑑 
𝐿𝐿⏟                  

𝑘𝑘𝑢𝑢�̃�𝑁
𝑢𝑢�̃�𝑤

{Δ𝑢𝑢�̃�𝑤}𝑖𝑖 

(27) {𝑢𝑢�̃�𝑁}𝑖𝑖𝑇𝑇 ∫ [
𝜆𝜆𝑁𝑁𝑠𝑠 0
0 𝜆𝜆𝑁𝑁𝑠𝑠

] 𝐵𝐵𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝑑𝑑𝑑𝑑 
𝐿𝐿⏟            

𝑘𝑘𝑢𝑢�̃�𝑁
𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠

{Δ𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠}𝑖𝑖  ∴  𝜆𝜆𝑁𝑁
𝑠𝑠 = 𝐵𝐵𝑁𝑁𝑇𝑇 [∑(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗

𝜕𝜕𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗

𝜕𝜕𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝜕𝜕 )

𝑗𝑗
] 

 

(28) {𝑢𝑢�̃�𝑤}𝑖𝑖𝑇𝑇 ∫ −𝜆𝜆𝑤𝑤 (
𝜅𝜅

𝐵𝐵𝑤𝑤{𝑢𝑢�̃�𝑤}
) 𝐵𝐵𝑁𝑁𝑑𝑑𝑑𝑑 

𝐿𝐿⏟              
𝑘𝑘𝑢𝑢�̃�𝑤
𝑢𝑢�̃�𝑁

{Δ𝑢𝑢�̃�𝑁}𝑖𝑖  ∴  𝜆𝜆𝑤𝑤 = 𝐵𝐵𝑤𝑤𝑇𝑇 [∫𝜎𝜎𝑐𝑐𝑦𝑦 𝑑𝑑𝐴𝐴
𝐴𝐴

+∑(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗𝑦𝑦𝑗𝑗𝑗𝑗 + 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗𝑦𝑦𝑗𝑗𝑗𝑗)
𝑗𝑗

] 

(29) {𝑢𝑢�̃�𝑤}𝑖𝑖𝑇𝑇 ∫ 𝜆𝜆𝑤𝑤
𝜅𝜅(1 + 𝐵𝐵𝑁𝑁{𝑢𝑢�̃�𝑁})
{𝐵𝐵𝑤𝑤𝑢𝑢�̃�𝑤}2

𝐵𝐵𝑤𝑤𝑑𝑑𝑑𝑑 
𝐿𝐿⏟                  

𝑘𝑘𝑢𝑢�̃�𝑤
𝑢𝑢�̃�𝑤

{Δ𝑢𝑢�̃�𝑤}𝑖𝑖 

(31) {𝑢𝑢�̃�𝑤}𝑖𝑖𝑇𝑇 ∫ − [
𝜆𝜆𝑤𝑤𝑠𝑠 0
0 𝜆𝜆𝑤𝑤𝑠𝑠

] 𝐵𝐵𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝑑𝑑𝑑𝑑 
𝐿𝐿⏟              

𝑘𝑘𝑢𝑢�̃�𝑤
𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠

{Δ𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠}𝑖𝑖  ∴  𝜆𝜆𝑤𝑤
𝑠𝑠 = 𝐵𝐵𝑤𝑤𝑇𝑇 [∑(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗𝑦𝑦𝑗𝑗𝑗𝑗 + 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗𝑦𝑦𝑗𝑗𝑗𝑗)

𝑗𝑗
] 

 

(31) 

𝜆𝜆𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝜎𝜎 =

[
 
 
 
 
 ∑(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗

𝜕𝜕𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝑑𝑑 )

𝑗𝑗
0

0 ∑(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝜎𝜎𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝑑𝑑 )

𝑗𝑗 ]
 
 
 
 
 

   ∴  𝜆𝜆𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝜏𝜏 =

[
 
 
 
 
 ∑(𝜋𝜋 × 𝑑𝑑𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗 ×

𝜕𝜕𝜏𝜏𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝑑𝑑 )

𝑗𝑗
0

0 ∑(𝜋𝜋 × 𝑑𝑑𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗 ×
𝜕𝜕𝜏𝜏𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝑑𝑑 )

𝑗𝑗 ]
 
 
 
 
 
  

{𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠}𝑖𝑖
𝑇𝑇 ∫ 𝐵𝐵𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝑇𝑇𝜆𝜆𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝜎𝜎 ( 𝜅𝜅

𝐵𝐵𝑤𝑤{𝑢𝑢�̃�𝑤}
) 𝐵𝐵𝑁𝑁𝑑𝑑𝑑𝑑 

𝐿𝐿⏟                  
𝑘𝑘𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠
𝑢𝑢�̃�𝑁

{Δ𝑢𝑢�̃�𝑁}𝑖𝑖 

 

(32) 
{𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠}𝑖𝑖

𝑇𝑇 ∫ −𝐵𝐵𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝑇𝑇𝜆𝜆𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝜎𝜎 (𝜅𝜅
(1 + 𝐵𝐵𝑁𝑁{𝑢𝑢�̃�𝑁})
{𝐵𝐵𝑤𝑤𝑢𝑢�̃�𝑤}2

)𝐵𝐵𝑤𝑤𝑑𝑑𝑑𝑑 
𝐿𝐿⏟                        

𝑘𝑘𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠
𝑢𝑢�̃�𝑤

{Δ𝑢𝑢�̃�𝑤}𝑖𝑖 

(33) 
{𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠}𝑖𝑖

𝑇𝑇 (∫𝐵𝐵𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝑇𝑇𝜆𝜆𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝜎𝜎 𝐵𝐵𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐿𝐿

+ ∫𝑁𝑁𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝑇𝑇
𝐿𝐿

𝜆𝜆𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝜏𝜏 𝑁𝑁𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝑑𝑑𝑑𝑑)⏟                              
𝑘𝑘𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠
𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠

{Δ𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠}𝑖𝑖 

 

(34) 𝐾𝐾𝑠𝑠𝑙𝑙𝑐𝑐𝑙𝑙𝑠𝑠̃ =

[
 
 
 
 𝑘𝑘𝑢𝑢�̃�𝑁

𝑢𝑢�̃�𝑁 𝑘𝑘𝑢𝑢�̃�𝑁
𝑢𝑢�̃�𝑤 𝑘𝑘𝑢𝑢�̃�𝑁

𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠

𝑘𝑘𝑢𝑢�̃�𝑤
𝑢𝑢�̃�𝑁 𝑘𝑘𝑢𝑢�̃�𝑤

𝑢𝑢�̃�𝑤 𝑘𝑘𝑢𝑢�̃�𝑤
𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠

𝑘𝑘𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠
𝑢𝑢�̃�𝑁 𝑘𝑘𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠

𝑢𝑢�̃�𝑤 𝑘𝑘𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠
𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�̃�𝑠

]
 
 
 
 
 

 

(35) 
𝜎𝜎𝑐𝑐𝑐𝑐 = 𝜔𝜔𝐾𝐾0𝐸𝐸𝑐𝑐0(ɛ − ɛ𝑠𝑠) 

𝐾𝐾0 = 𝑒𝑒𝑑𝑑𝑒𝑒 (−0.73
ɛ
ɛ𝑐𝑐
(1 − 𝑒𝑒𝑑𝑑𝑒𝑒 (−1.25 ɛɛ𝑐𝑐

)))  ∴  ɛ𝑠𝑠 = 𝛽𝛽 (
ɛ
ɛ𝑐𝑐
− 207 (1 − 𝑒𝑒𝑑𝑑𝑒𝑒 (−0.35

ɛ
ɛ𝑐𝑐
))) ɛ𝑐𝑐  ∴  𝐸𝐸𝑐𝑐0 = 𝐸𝐸0

𝑓𝑓𝑐𝑐′
ɛ𝑐𝑐

 

 

)30(

بنابراین ماتریس سختی سویی در هر المان در مختصات محلی 
حاصل می شود:

به  انتقال  از  و پس  المان سرهم بندی شده  هر  در  فوق  ماتریس 
مختصات اصلی، ماتریس سختی سویی کل پیاده سازی می گردد. 

2-3- خواص مواد و مدل های رفتاری بتن مسلح 
2-3-1- مدل رفتاری المان بتن مسلح تحت تنش فشاری

مدل تحلیلی اتخاذ شده در اینجا برای بتن تحت تنش فشاری، بر 
اساس مدل الاستوپلاستیك و شکست )EPF( پیشنهاد شده توسط 
از  قبل  است.   3 مطابق  شکل   ]23[  Okamura و   Maekawa

ترکخوردگی، بتن به عنوان یك ماده الاستوپلاستیکی مدل سازی شده 
و مکانیك شکست  ترکیب پلاستیك  عنوان  به  آن  رفتار مکانیکی  و 
پیوسته شناخته شده است. نسبت سختی دو محوری و نسبت پواسون 
دو محوری یك المان بتن مسلح، بستگی زیادی به شرایط بارگذاری 
بتن،  ترکخوردگی  از  پس   .]24[ دارد  تنش-کرنش  رفتاری  مسیر  و 
سختی و مقاومت بتن در جهت تنش فشاری در مقایسه با بتن ترک 
 نخورده کاهش مییابد و رفتار به سمت تك محوره سوق پیدا می کند. 
به  محوری  تك  فشاری  تنش  یکنوا1  بارگذاری  حالت  برای  بنابراین 

صورت روابط  )35( تعریف می گردد.
که در این روابط، E0 پارامتر مدل که برابر 2 در نظر گرفته می شود، 

1  Monotonic



نشریه مهندسی عمران امیرکبیر، دوره 53، شماره 3، سال 1400، صفحه 897 تا 920

905

متغیر β برای بارگذاری با نرخ کرنش کم برابر با یك اختیار می شود، 
f'c مقاومت فشاری استوانه ای، ɛc کرنش متناظر با مقاومت نهایی بتن 
و ω ضریب نرم شدگی بتن ناشی از ترک خوردگی جانبی مطابق  شکل 

4 است که در حالت فشار تك محوری برابر با یك می باشد.

2-3-2- مدل  رفتاری المان بتن مسلح تحت تنش کششی
انتقال یافته در بتن  در این مدل برای اعضای بتن مسلح، تنش 
با  آرماتور  پیوستگی  تنش  کامل  مشارکت  با  همراه  خورده  ترک 
تحمل  به  توجه  با  است.  شده  گرفته  نظر  در  پخشی  ترک  رویکرد 
به  نیرو  این  انتقال  نیروی کششی در فاصله ی میان ترک ها، همواره 
واسطه ی چسبندگی میان بتن و میلگردها وجود دارد. این امر سختی 
کششی بعد از ترک خوردگی را از سختی کششی میلگرد تنها بیشتر 
کرده و افزایش ظرفیت کششی بتن را حاصل می نماید. بر این اساس 
محوری  تك  حالت  در  متوسط  کرنش  و  متوسط  تنش  میان  رابطه 
گرفته  قرار  توجه  مورد  گذشته  متعدد  مطالعات  در  کشش  تست  و 
است )Colins و 25[ Mitchel[، Vecchio و Colins ]26[ و 
Shima و همکاران ]27[(. در ادامه سه مدل سخت شدگی کششی 

شده  پیاده سازی   5 مطابق  شکل  تحلیلی  برنامه  اصلی  زیربرنامه  در 
است که فرایند حل روی یك مدل انتخابی انجام می پذیرد: 

2-3-3- مدل  رفتاری المان بتن مسلح تحت تنش برشی
ساختار تحلیلی زیربرنامه مدل رفتاری برشی المان بر اساس تابع 
مدل  این  می گیرد.  انجام   ]28[  Li توسط  شده  ارائه  تماس  چگالی 
اصطکاک  جمله  از  تنش  انتقال  مکانیزم  رفتاری  شبیه سازی  توانایی 
میکروسکوپی سنگدانه های بتن، رفتار الاستوپلاستیك سطوح تماس 
و شکست واحد تماس جهت کنترل مسیر انتقال تنش در طول ترک 
برشی  رفتارهای  مدل سازی  در  گسترده  طور  به  مدل  این  دارد.  را 
بتن مسلح مورد استفاده قرار می گیرد که جزییات آن در ]29[ بیان 
نرمال که ترک های  آرماتور  با نسبت  برای بتن مسلح  گردیده است. 
به  برشی  رفتاری  بتن مسلح رخ دهد، مدل  المان  بسیاری در حوزه 

شکل 4. متغیر نرم شدگی فشاری ناشی از ترک خوردگی جانبی ]23[
Fig. 4. Strength reduction factor
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Figure 3. Compressive model of reinforced concrete  

 
 
 
 

 

  
 [23] یجانب یخوردگاز ترک یناش یفشار یشدگنرم ریمتغ :4شکل 
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 بتن مسلح یکشش یشدگسخت یرفتار یهامدل :5شکل 
Figure 5. Tension stiffening model 
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شکل 3. مدل رفتاری فشاری بتن مسلح
Fig. 3. Compressive model of reinforced concrete
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شکل 5. مدل های رفتاری سخت شدگی کششی بتن مسلح
Fig. 5. Tension stiffening model
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صورت روابط )36( تعریف می گردد:

بر  عمود  کرنش کششی   ε1 برشی،  کرنش    γ،روابط این  در  که 
ترک  بر  عمود  نرمال  تنش   σd و  برشی  مقاومت   τagg ترک،  سطح 

می باشد.

2-3-4- مدل  رفتاری میلگردهاي مسلح کننده در بتن
با توجه به اثرات سخت شدگی کششی بتن، رفتار آرماتورهای هر 
فیبر در محل وقوع ترک تغییر کرده و رفتار غیرخطی تنش متوسط-

کرنش متوسط فولاد تنها از بین رفته و جاری شدگی آرماتور مجاور 
متوسط  تنش  به  نسبت  تسلیم  مقاومت  شدن  کمتر  به  منجر  ترک 

فولاد می گردد. تسلیم شدن یك المان صفحه اي بتن مسلح، نقطه اي 
تعریف مي شود که سختي کششي المان به طور کامل شروع به کاهش 
کرده و متناظر با آن تنش فولاد در صفحة ترک به مقاومت تسلیم 
برسد. مفاهیم اصلی این بخش در مرجع ]23[ مورد توجه قرار گرفته 
است. در این پژوهش، مدل رفتاری مورد استفاده در تنش های کشش، 
توسط  ارائه شده  متوسط چهار خطی  تنش-کرنش  متوسط  مدل  از 
از مدل سه خطی  Salem ]30[ ) شکل 7( و در تنش های فشاری 

Shima ]31[ ) شکل 8( بهره گرفته شده است.

و  بتن  بین  پیوستگی  لغزش-تنش  رفتاری  مدل    -5-3-2
میلگرد

همان طور که پیش از این مطرح شد، شبیه سازی رفتاری بتن و 
سازه های  رفتار  مناسب  توصیف  در  آن ها  تماس  و سطوح  میلگردها 
بیشتر  این مدل  اثرات  برخوردار است.  ویژه ای  اهمیت  از  بتن مسلح 
نظر  در  بتن  انرژی شکست  نظیر  المان  محلی  تنش های  مقیاس  در 
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همکاران  و   Eligehausen مدل  از  رساله  این  در  می شود.  گرفته  
]32[ همراه با اصلاحات معرفی شده توسط Gan ]33[ بهره گرفته 
می شود. بر مبنای مدل ارائه شده، منحنی غیرخطی برای رابطه تنش 
پیوستگی-لغزش ناشی از حالت بیرون کشیدگی میلگرد مطابق روابط 

 )24( در نظر گرفته می شود. 

 0.4bα = 2 و  3 bd mm= ، 3b sd S= که در روابط فوق، 
مقاومت  مقدار   )db>db3( لغزش  میزان  افزایش  با  می شود.  تعریف 
پیوستگی همان مقدار تنش پیوستگی اصطکاکی نهایی  )τbf( تعریف 
می شود. همچنین τbf ،τb2 ،τb1 و db1 به صورت زیر تعیین می گردد. 
و  مگاپاسکال  ترتیب  به  جابه جایی  و  تنش  نوع  از  واحدهای  کلیه 

میلی متر می باشد.

دندانه های  فاصله  و  ارتفاع  ترتیب  به   Ss و   Hs روابط،  این  در 
میلگردها به واحد میلی متر تعریف شده که با توجه به قطرهای مختلف 
میلگرد تعیین می شود ]23[. جزییات این منحنی مدل رفتاری برای 
شرایط بارگذاری یکنوا و چرخه ای در  شکل 9 آورده شده است. لازم 
به ذکر است روابط فوق الذکر در شرایطی که فشار محصورشوندگی در 

اطراف میلگردها به مقدار کافی وجود داشته باشد، اعتبار دارند.
بین  پیوستگی  لغزش-تنش  مدل  راستی آزمایی  جهت  ادامه،  در 
با  آن  کنش  هم  بر  و  میلگرد  رفتاری  مدل  اصلاح  و  میلگرد  و  بتن 
Noghabai ]34[ و  انجام شده توسط  بتن، دو تست آزمایشگاهی 

Deluce ]35[ مورد آزمون واقع می گردد:

2-4- تحلیل برشی المان بتن مسلح
همان طور که پیش از این بیان گردید در تحلیل زیربرنامه اصلی 
محلی  تنش  میدان  تئوری  روش   ،)G( برشی  مدول  محاسبه  جهت 
است.  شده  استفاده   ]22[ همکاران  و  سلطانی  توسط  شده  معرفی 
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Figure 6. Stress diagram of (Left) real state, (Right) average state of RC element  
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 [32]و همکاران  Eligehausenشده توسط  ارائهلغزش -یوستگیتنش پ یرخطیغ یمنحن :2شکل 

Figure 9. Bond-slip model proposed by Eligehausen et al. [32] 
 

 

 
 Deluce [35]طول تست شده توسط  یرمحورییتغ –بار  یمنحن یلیتحل سهیمقا :11شکل 

Figure 10. Comparison between analytical approach predictions and Deluce’s 
experiments. 

شکل 9. منحنی غیرخطی تنش پیوستگی-لغزش ارائه شده توسط Eligehausen و همکاران ]32[
Fig. 9. Bond-slip model proposed by Eligehausen et al. [32]m
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روش مذکور یك مدل تحلیلی برای نشان  دادن رفتار سازه های بتنی 
دوبعدی است که توسط عناصر غشایی تحت تأثیر تنش های نرمال و 
برشی قرار می گیرد، همان طور که در  شکل 12 نشان داده شده است. 
بر مبنای این فرمولاسیون، با استفاده از تنش ها و کرنش های متوسط 
میلگردها  و  بتنی  المان  تنش های محلی  و  ترک ها(  بین  منطقه  )در 

بارگذاری، حالت  و همچنین عرض و جهت گسترش ترک در طول 
شکست این المان می تواند تعیین شود. 

در این روش با این فرض که ترک ها در المان به طور یکسان توزیع 
شده است )روش ترک پخشی(، روابط ساختاری ماده بر اساس تنش 
متوسط-کرنش متوسط به کار گرفته می شود و تا پایان تحلیل، محیط 
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Deluce ]35[m شکل 10. مقایسه تحلیلی منحنی بار - تغییرمحوری طول تست شده توسط
Fig. 10. Comparison between analytical approach predictions and Deluce’s experiments
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 Noghabai [34]طول تست شده توسط  یرمحورییتغ –بار  یمنحن یلیتحل سهیمقا :11شکل 

Figure 11. Comparison between analytical approach predictions and Noghabai’s 
experiments. 

 

  
 [23]ثابت  یپخش ترک روش در مسلح بتن المان :12شکل 

Figure 12. Fixed smeared crack approach in RC element 
 
 
 
 
 
 

Noghabai ]34[m شکل 11. مقایسه تحلیلی منحنی بار – تغییرمحوری طول تست شده توسط
.Fig. 11. Comparison between analytical approach predictions and Noghabai’s experiments
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پیوسته همچنان پیوسته باقی می ماند و اثرات ترک خوردگی در مدل 
رفتاری نمونه اعمال می شود. همچنین یکی از فرضیات اساسی این 
روش بدین صورت تعریف می شود که بعد از ترک خوردگی، تأثیر کرنش 
عمود بر ترک بر رفتار راستاهای دیگر به صورت صریح وارد محاسبات 
می پذیرد.  انجام  رفتاری  مدل های  اصلاح  با  آن  اثرات  و  نمی شود 
بنابراین لازم است ترک خوردگی با معیارهای مناسبی کنترل گردد. 
فرمول بندی کامل ترک پخشی ثابت توسط Maekawa و همکاران 
]23[ برای ترک پخشی دوجهته و چهارجهته ارائه شده است. تحلیل 
غیرخطی زیربرنامه نیز با استفاده از معادلات تعادل و سازگاري، آنالیز 
کنترل  روش  انتخاب  و سپس  ترک خورده  مسلح  بتن  عضو  موضعي 
تغییرمکان مستقیمJirásek 1 و Bazant ]36[ و در نهایت استخراج 
مدول برشی المان )G( با استفاده از شیب نمودار تنش برشی- کرنش 

برشی متوسط انجام می شود. 
المان،  سطح  در  شده  انجام  زیربرنامه  صحت  بررسي  جهت 
 ]23[ Colins و Vecchio مجموعه اي از پانل هاي تست شده توسط
و Pang و Hsu ]37[، تحت تنش های یکنواخت داخل صفحه مورد 
آنالیز قرار گرفته  است. تشریح مشخصات پانل های آزمایشگاهی بکار 
گرفته  شده در تحلیل المان بتن مسلح در ]23[ و ]37[ آورده شده 
است. نتایج تحلیل سکانتی و انطباق آن ها با داده های آزمایشگاهی دو 

نمونه انتخابی در  شکل 13 و  شکل 14 نشان داده شده است.

1  Direct displacement control

2-5- الگوریتم حل غیرخطی 
فرایندهای  از  یکی  برنامه،  اصلی  غیرخطی  تحلیل  انجام  جهت 
بهره  قوس  طول  فن  نظیر  سازه ها  غیرخطی  تحلیل  برای  پرکاربرد 
دو  به  تغییرمکانی  روش های  نظیر  نیز  روش  این  است.  شده  گرفته 
روش تانژانتی و سکانتی پیاده سازی شده است. روش حل طول قوس 
با استفاده افزودن یك معادله اضافی به مجموعه معادلات حاکم، یك 

قید اضافی مطابق رابطه  )39( ایجاد می نماید.

که در این روابط، ds شعاع قوس، ψ پارامتر مقیاس کننده مشخصه 
بار و جابه جایی بین صفر و یك می باشد که  میزان درصد مشارکت 
برای تحلیل بر مبنای کنترل جابه جایی این متغیر به سمت صفر میل 
رابطه  از  استفاده  با  دیفرانسیلی کلی  فرم  نظر گرفتن  در  با  می کند. 
 )40( و در نظر گرفتن شعاع ثابت دلخواه برای تقاطع قوس و معادله 

تعادلی Δl خواهیم داشت:

سپس همزمان دستگاه معادلات به روش نیوتن رافسون به روش 
تکراری صورت می پذیرد. ایده حل ابتدا توسط Riks ]38[ و سپس 
ارائه  متفاوتی  اضافی  معادله  احتساب  با   ]38[  Wempner توسط 
از بسط سری تیلور مطابق رابطه  )41( و ساختار  با استفاده  گردید. 
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شکل 12. المان بتن مسلح در روش ترک پخشی ثابت ]23[
Fig. 12. Fixed smeared crack approach in RC element
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 A2 یشگاهیو آزما یپانل برش لیتحل سهیمقا :13شکل 

Figure 13. A2 panel analysis 

 
 PV3 یشگاهیو آزما یپانل برش لیتحل سهیمقا :14شکل 

Figure 14. PV3 panel analysis 
 

 

 

(41)  𝑎𝑎𝑖𝑖 = (𝛥𝛥𝑑𝑑𝑖𝑖)𝑇𝑇𝛥𝛥𝑑𝑑𝑖𝑖 + (𝛥𝛥𝜆𝜆𝑖𝑖)2𝜓𝜓2𝑞𝑞𝑒𝑒
𝑇𝑇𝑞𝑞𝑒𝑒 − 𝛥𝛥𝛥𝛥2 = 0 

 

(39) 𝑟𝑟(𝑠𝑠) = 𝑞𝑞𝑖𝑖(𝑑𝑑(𝑠𝑠)) − 𝜆𝜆(𝑠𝑠)𝑞𝑞𝑒𝑒 = 0    ∴   𝑠𝑠 = ∫ 𝑑𝑑𝑠𝑠  ∴   𝑑𝑑𝑠𝑠 = √𝑑𝑑𝑑𝑑𝑇𝑇𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝑑𝑑𝜆𝜆2𝜓𝜓2𝑞𝑞𝑒𝑒𝑇𝑇𝑞𝑞𝑒𝑒 

(𝑘𝑘
𝑘𝑘/

𝑐𝑐𝑐𝑐
2 ) 
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A2 شکل 13. مقایسه تحلیل پانل برشی و آزمایشگاهی
Fig. 13. A2 panel analysis

9 
 

 
 A2 یشگاهیو آزما یپانل برش لیتحل سهیمقا :13شکل 

Figure 13. A2 panel analysis 

 
 PV3 یشگاهیو آزما یپانل برش لیتحل سهیمقا :14شکل 

Figure 14. PV3 panel analysis 
 

 

 

(41)  𝑎𝑎𝑖𝑖 = (𝛥𝛥𝑑𝑑𝑖𝑖)𝑇𝑇𝛥𝛥𝑑𝑑𝑖𝑖 + (𝛥𝛥𝜆𝜆𝑖𝑖)2𝜓𝜓2𝑞𝑞𝑒𝑒
𝑇𝑇𝑞𝑞𝑒𝑒 − 𝛥𝛥𝛥𝛥2 = 0 

 

(39) 𝑟𝑟(𝑠𝑠) = 𝑞𝑞𝑖𝑖(𝑑𝑑(𝑠𝑠)) − 𝜆𝜆(𝑠𝑠)𝑞𝑞𝑒𝑒 = 0    ∴   𝑠𝑠 = ∫ 𝑑𝑑𝑠𝑠  ∴   𝑑𝑑𝑠𝑠 = √𝑑𝑑𝑑𝑑𝑇𝑇𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝑑𝑑𝜆𝜆2𝜓𝜓2𝑞𝑞𝑒𝑒𝑇𝑇𝑞𝑞𝑒𝑒 

(𝑘𝑘
𝑘𝑘/

𝑐𝑐𝑐𝑐
2 ) 

PV3 شکل 14. مقایسه تحلیل پانل برشی و آزمایشگاهی
Fig. 14. PV3 panel analysis
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ماتریسی نمایش داده شده توسط Fellipa ]39[، رابطه  )42( حاصل 
شده است.

رابطه  )42(  حل  جهت  متعددی  روش های  پژوهشی  ادبیات  در 
هم  قوس خطی  طول  الگوریتم  تحقیق،  این  در  که  است  شده  ارائه 
مرتبه ارائه شده توسط Schweizerhof و Wriggers ]40[ مورد 

استفاده قرار می گیرد )روابط  )43(،  )44( و  )45((:

میزان  رابطه  )41(،  در  فوق  در  شده  ارائه  روابط  جایگزینی  با 
افزایش طول قوس هر گام در هر تکرارδλi مطابق رابطه  )46( در نظر 

گرفته می شود.

 i در گام δλ و سطح بار متناظر با آن δd سپس بردار تغییرمکان
ام مطابق رابطه  )47( و  )48( بروز می گردد:

 

3- ارزیابي روش تحلیلي و اعتبارسنجی نتایج عددی
در این بخش براساس تئوری های حاکم بر مسائل و فرمول بندی های 
پیشنهادی در این پژوهش، نتایج عددی برنامه تحلیلی با نمونه های 
مختلف آزمایشگاهی تست  شده موجود مورد آزمون و قیاس واقع شده 
است. در تمامی تحلیل ها از تحلیل های غیرخطی استاتیکی با استفاده 
تهیه  بهره گرفته شده است. جهت  فیبری  تیرستونی  المان کامل  از 
برنامه کامپیوتري بر اساس روش پیشنهادي، زیربرنامه هاي موردنیاز 
در  پژوهش  این  پیشین  در  بخش های  اشاره شده  فضاهاي  قالب  در 

محیط نرم افزار MATLAB تهیه شده است.
چندین  پیشنهادی،  روش  راستی آزمایی  و  صحت سنجی  جهت 
دسته متفاوت از نمونه های آزمایشی تجربی جهت شبیه سازی انتخاب 
شده است. بدین منظور نمونه تیر دو سر ساده با دو بار متمرکز تست 
شده توسط Gilbert و Nejadi ]41[ با رویکرد حاضر تحلیل شده 
است. هندسه مدل و جزییات مربوط به آن در  شکل 15 تشریح شده 
است. مطابق با مدل آزمایش شده، 6 تیپ نمونه برای مقاطع تیر و 
دال  با آرماتور تك لایه تعریف شده است. قابل به ذکر است نمونه های 
یا مقادیر تسلیح آرماتور متفاوت بوده  از نظر مقاومتی و  تست شده 
آورده   ]41[ در  بارگذاری  جزییات  و  رفتاری  مدلهای  مشخصات  که 

شده است.
از  بهره گیری  با  تحلیل  از  آمده  بدست  رفتاری  منحنی  ادامه  در 
المان قابی پیشنهادی، با نتایج آزمایشگاهی موجود برای دو حالت تیر 
)B1b و B2b) مطابق  شکل 16 و دو حالت )S1b و S3b) مطابق 

 شکل 17 مورد مقایسه قرار می گیرد.
در ادامه روند رشد ترک در گام زمانی انتهایی یك نمونه B1b و 
توالی تشکیل ترک مطابق با  شکل 18 و  شکل 19 در برنامه تحلیلی 

نمایش داده می شود:
لغزش- تنش پیوستگی مقادیر  رفتاری  با مدل  همچنین مطابق 
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(41)  𝑎𝑎𝑖𝑖+1 = 𝑎𝑎𝑖𝑖 + 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑖𝑖 + 𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕 𝛿𝛿𝛿𝛿
𝑖𝑖 = 𝑎𝑎𝑖𝑖 + 2(𝛥𝛥𝛿𝛿𝑖𝑖)𝑇𝑇𝛿𝛿𝛿𝛿𝑖𝑖 + 2𝛥𝛥𝛿𝛿𝑖𝑖𝛿𝛿𝛿𝛿𝑖𝑖𝜓𝜓2𝑞𝑞𝑒𝑒

𝑇𝑇𝑞𝑞𝒆𝒆 = 0 

(42)  (𝛿𝛿𝛿𝛿𝑖𝑖

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑖𝑖 ) = − [ 𝐾𝐾𝑡𝑡 −𝑞𝑞𝑒𝑒
2(𝛥𝛥𝛿𝛿𝑖𝑖)𝑇𝑇 2𝛥𝛥𝛿𝛿𝑖𝑖𝛿𝛿𝛿𝛿𝑖𝑖𝜓𝜓2𝑞𝑞𝑒𝑒

𝑇𝑇𝑞𝑞𝒆𝒆
]
−1

(𝑟𝑟
𝑖𝑖

𝑎𝑎𝑖𝑖) 

 
(43) 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑖𝑖 = −𝐾𝐾𝑡𝑡

−1𝑟𝑟𝑖𝑖 + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑖𝑖𝛿𝛿𝛿𝛿𝑡𝑡
𝑖𝑖 

(44) 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑖𝑖 = 𝛿𝛿�̅�𝛿𝑖𝑖 + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑖𝑖𝛿𝛿𝛿𝛿𝑡𝑡
𝑖𝑖 

(45) 𝛿𝛿�̅�𝛿𝑖𝑖 = −𝐾𝐾𝑡𝑡
−1𝑟𝑟𝑖𝑖   ∴   𝛿𝛿𝛿𝛿𝑡𝑡

𝑖𝑖 = 𝐾𝐾𝑡𝑡
−1𝑞𝑞𝒆𝒆 

 

(46)  𝛿𝛿𝛿𝛿𝑖𝑖 =
−(𝑎𝑎𝑖𝑖

2 )−(𝛥𝛥𝜕𝜕𝑖𝑖)𝑇𝑇(𝛿𝛿𝜕𝜕 𝑖𝑖)

(𝛥𝛥𝜕𝜕𝑖𝑖)𝑇𝑇(𝛿𝛿𝜕𝜕𝑡𝑡)+𝛥𝛥𝜕𝜕𝑖𝑖𝜓𝜓2𝑞𝑞𝑒𝑒𝑇𝑇𝑞𝑞𝒆𝒆
 

 
(47)  𝛥𝛥𝛿𝛿𝑖𝑖+1 = 𝛥𝛥𝛿𝛿𝑖𝑖 + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑖𝑖 
(48)  𝛥𝛥𝛿𝛿𝑖𝑖+1 = 𝛥𝛥𝛿𝛿𝑖𝑖 + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑖𝑖  
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Figure 15. PV22 panel analysis 
 
 

 
 B3bو  B1b ریتنمونه  یلیتحل یرفتار یمنحن :16شکل 

Figure 16. Load-displacement of specimen B1b and B3b 
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(41)  𝑎𝑎𝑖𝑖+1 = 𝑎𝑎𝑖𝑖 + 𝜕𝜕𝜕𝜕
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𝑇𝑇𝑞𝑞𝒆𝒆 = 0 

(42)  (𝛿𝛿𝛿𝛿𝑖𝑖

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑖𝑖 ) = − [ 𝐾𝐾𝑡𝑡 −𝑞𝑞𝑒𝑒
2(𝛥𝛥𝛿𝛿𝑖𝑖)𝑇𝑇 2𝛥𝛥𝛿𝛿𝑖𝑖𝛿𝛿𝛿𝛿𝑖𝑖𝜓𝜓2𝑞𝑞𝑒𝑒

𝑇𝑇𝑞𝑞𝒆𝒆
]
−1

(𝑟𝑟
𝑖𝑖

𝑎𝑎𝑖𝑖) 

 
(43) 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑖𝑖 = −𝐾𝐾𝑡𝑡

−1𝑟𝑟𝑖𝑖 + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑖𝑖𝛿𝛿𝛿𝛿𝑡𝑡
𝑖𝑖 

(44) 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑖𝑖 = 𝛿𝛿�̅�𝛿𝑖𝑖 + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑖𝑖𝛿𝛿𝛿𝛿𝑡𝑡
𝑖𝑖 

(45) 𝛿𝛿�̅�𝛿𝑖𝑖 = −𝐾𝐾𝑡𝑡
−1𝑟𝑟𝑖𝑖   ∴   𝛿𝛿𝛿𝛿𝑡𝑡

𝑖𝑖 = 𝐾𝐾𝑡𝑡
−1𝑞𝑞𝒆𝒆 

 

(46)  𝛿𝛿𝛿𝛿𝑖𝑖 =
−(𝑎𝑎𝑖𝑖

2 )−(𝛥𝛥𝜕𝜕𝑖𝑖)𝑇𝑇(𝛿𝛿𝜕𝜕 𝑖𝑖)

(𝛥𝛥𝜕𝜕𝑖𝑖)𝑇𝑇(𝛿𝛿𝜕𝜕𝑡𝑡)+𝛥𝛥𝜕𝜕𝑖𝑖𝜓𝜓2𝑞𝑞𝑒𝑒𝑇𝑇𝑞𝑞𝒆𝒆
 

 
(47)  𝛥𝛥𝛿𝛿𝑖𝑖+1 = 𝛥𝛥𝛿𝛿𝑖𝑖 + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑖𝑖 
(48)  𝛥𝛥𝛿𝛿𝑖𝑖+1 = 𝛥𝛥𝛿𝛿𝑖𝑖 + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑖𝑖  
  

 
 Nejadi [41] و Gilbertتست شده توسط  نمونه :15شکل 

Figure 15. PV22 panel analysis 
 
 

 
 B3bو  B1b ریتنمونه  یلیتحل یرفتار یمنحن :16شکل 

Figure 16. Load-displacement of specimen B1b and B3b 
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(41)  𝑎𝑎𝑖𝑖+1 = 𝑎𝑎𝑖𝑖 + 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑖𝑖 + 𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕 𝛿𝛿𝛿𝛿
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𝑇𝑇𝑞𝑞𝒆𝒆 = 0 

(42)  (𝛿𝛿𝛿𝛿𝑖𝑖

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑖𝑖 ) = − [ 𝐾𝐾𝑡𝑡 −𝑞𝑞𝑒𝑒
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𝑇𝑇𝑞𝑞𝒆𝒆
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−1

(𝑟𝑟
𝑖𝑖

𝑎𝑎𝑖𝑖) 

 
(43) 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑖𝑖 = −𝐾𝐾𝑡𝑡

−1𝑟𝑟𝑖𝑖 + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑖𝑖𝛿𝛿𝛿𝛿𝑡𝑡
𝑖𝑖 

(44) 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑖𝑖 = 𝛿𝛿�̅�𝛿𝑖𝑖 + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑖𝑖𝛿𝛿𝛿𝛿𝑡𝑡
𝑖𝑖 

(45) 𝛿𝛿�̅�𝛿𝑖𝑖 = −𝐾𝐾𝑡𝑡
−1𝑟𝑟𝑖𝑖   ∴   𝛿𝛿𝛿𝛿𝑡𝑡

𝑖𝑖 = 𝐾𝐾𝑡𝑡
−1𝑞𝑞𝒆𝒆 

 

(46)  𝛿𝛿𝛿𝛿𝑖𝑖 =
−(𝑎𝑎𝑖𝑖

2 )−(𝛥𝛥𝜕𝜕𝑖𝑖)𝑇𝑇(𝛿𝛿𝜕𝜕 𝑖𝑖)

(𝛥𝛥𝜕𝜕𝑖𝑖)𝑇𝑇(𝛿𝛿𝜕𝜕𝑡𝑡)+𝛥𝛥𝜕𝜕𝑖𝑖𝜓𝜓2𝑞𝑞𝑒𝑒𝑇𝑇𝑞𝑞𝒆𝒆
 

 
(47)  𝛥𝛥𝛿𝛿𝑖𝑖+1 = 𝛥𝛥𝛿𝛿𝑖𝑖 + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑖𝑖 
(48)  𝛥𝛥𝛿𝛿𝑖𝑖+1 = 𝛥𝛥𝛿𝛿𝑖𝑖 + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑖𝑖  
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𝑖𝑖 = 𝐾𝐾𝑡𝑡
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Nejadi ]41[m و Gilbert شکل 15. نمونه تست شده توسط
Fig. 15. PV22 panel analysis
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B3b و B1b شکل 16. منحنی رفتاری تحلیلی نمونه تیر

Fig. 16. Load-displacement of specimen B1b and B3b
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Figure 17. Load-displacement of specimen S1b and S3b 
 
 

 
 B2bدر نمونه  یبعدسهتنش  هیرو :18شکل 

Figure 18. 3D contour of stress distribution 

S3b و S1b شکل 17. منحنی رفتاری تحلیلی نمونه دال
Fig. 17. Load-displacement of specimen S1b and S3b
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Figure 17. Load-displacement of specimen S1b and S3b 
 
 

 
 B2bدر نمونه  یبعدسهتنش  هیرو :18شکل 

Figure 18. 3D contour of stress distribution 

B2b شکل 18. رویه تنش سه بعدی در نمونه
Fig. 18. 3D contour of stress distribution
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 B1bدر نمونه  یتنش دوبعد کانتور :12شکل 

Figure 19. The extracted stress of crack patterns occurred in the specimen B1b 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

B1b شکل 19. کانتور تنش دوبعدی در نمونه
Fig. 19. The extracted stress of crack patterns occurred in the specimen B1b
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بیشینه عرض ترک و لغزش حاصل از گام بار در  شکل 20 و  شکل 21 
حاصل می گردد:

و   (S1b( نمونه  ترک  عرض  و  مقطع  خمشی  انحنای  ادامه  در 
مقایسه آن با نتایج تجربی در  شکل 22 و  شکل 23 نشان داده می شود:

در ادامه نمونه ای جهت آزمون مدل پیشنهادی در جابه جایی های 
بزرگ در گام های بارگذاری مختلف وارسی می شود. بدین منظور مدل 
در حالت  تیر  رفتار غشایی  تخمین  و همکاران ]5[ جهت   Sasani

قوس فشاری و کشش انتخاب شده است. مشخصات هندسی ) شکل 

13 
 

 
 S3bعرض ترک در طول دال  نهیشیب یمنحن :21شکل 

Figure 20. Maximum crack width along slab length in specimen S3b versus different mid-span 
deflection 

 
 لیتحل ییابتدا یهادر گام S3bدر طول دال  لگردیلغزش م یمنحن :21شکل 

Figure 21. Bond-slip effects along slab length in specimen S3b 
 
 

S3b شکل 20. منحنی بیشینه عرض ترک در طول دال
Fig. 20. Maximum crack width along slab length in specimen S3b versus different mid-span deflection
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 S3bعرض ترک در طول دال  نهیشیب یمنحن :21شکل 

Figure 20. Maximum crack width along slab length in specimen S3b versus different mid-span 
deflection 

 
 لیتحل ییابتدا یهادر گام S3bدر طول دال  لگردیلغزش م یمنحن :21شکل 

Figure 21. Bond-slip effects along slab length in specimen S3b 
 
 

شکل 21. منحنی لغزش میلگرد در طول دال S3b در گام های ابتدایی تحلیل
Fig. 21. Bond-slip effects along slab length in specimen S3b
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24( و جزییات مصالح در ]5[ عنوان شده است. منحنی رفتاری حاصل 
با مقادیر آزمایشگاهی مطابق  شکل 25 مورد قیاس واقع می گردد.

4- نتیجه گیری
مدل  فرمول بندی  مبنای  بر  تحقیق  این  در  پیشنهاد شده  روش 
المان  بر  به همراه رویکرد لاگرانژی است که معادلات حاکم  فیبری 
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 S1bمقطع در طول نمونه  یخمش یانحنا یمنحن :22شکل 

Figure 22. Curvature variation in specimen S1b versus different mid-span deflection   

 
 عرض ترک نهیشینسبت به ب S1bنمونه  یرفتار یمنحن :23شکل 

Figure 23. Crack model and experimental results in specimen S1b. 
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شکل 23. منحنی رفتاری نمونه S1b نسبت به بیشینه عرض ترک
.Fig. 23. Crack model and experimental results in specimen S1b
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بازنویسی  محدودی  اجزا  شده  تضعیف  فرم  در  پیشنهادی  قابی 
گردیده است. همچنین معادلات حاکم بر المان قابی بتن مسلح برای 
بازنویسی  و  شده  داده  توسعه  مجزا  صورت  به  لایه  هر  میلگردهای 

اثرات  همراه  به  تیموشنکو  تیر  تئوری  مبنای  بر  المان  این  فرمولی 
انجام شده  المان  هر  دامنه  در  برشی  و  محوری، خمشی  اندرکنشی 
است. در فرمول بندی پیشنهادی، ترم های مربوط به برش و خمش در 

15 
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Figure 24. Specimen setup and reinforcement detail 
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Figure 25. Load-displacement responses for Sasani et al.’s frame 
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شکل 25. منحنی رفتاری بار-تغییرمکان نمونه Sasani و همکاران ]5[
Fig. 25. Load-displacement responses for Sasani et al.’s frame
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ماتریس سختی سویی المان با ارائه یك تابع شکل هرمیتی فیبری و 
ترکیب آن با روش میدان تنش محلی، ارائه شده است. ارزیابی روش 
تحلیلی ارائه شده با آزمون های متعددی مورد قیاس قرار داده شده 
است. صحت سنجی روش تحلیلی ارائه شده با مطالعات آزمایشگاهی 
موجود بر روی سازه های بتنی مسلح بوده که علاوه بر منحني پاسخ 
کلي نمونه، عرض بیشینه ترک، پروفیل لغزش میلگردها، روند رشد 
ترک و کانتور تنش های بخش بتنی نیز استخراج شده است. مطابق 
با  ارزیابی دو عامل سختی و ظرفیت همراه  از تحلیل،  نتایج حاصل 
برهم کنش لغزش آرماتور- تنش پیوستگی بتن، تقریب نسبتا مناسب 

و همگرایی قابل قبولی را در مسائل می تواند نتیجه  دهد.
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