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بهینه سازی تقویت ستون های بتن آرمه با مقطع مستطیلی توسط ورق های FRP به روش دورپیچ

کورش ندیمی شهرکی، محمد رئیسی*  
دانشکده مهندسی عمران، دانشگاه آزاد اسلامی خمینی شهر ، ایران

خلاصه: دورپیچ نمودن ستون بتن آرمه توسط ورق های FRP باعث افزایش مقاومت فشاری بتن می شود. منحنی تنش-
کرنش بتن محصور شده توسط FRP با منحنی تنش-کرنش بتن معمولی متفاوت است؛ لذا از روابطی که آئین نامه ها جهت 
طراحی و آنالیز ستون بتن آرمه ی معمولی )تقویت نشده( ارائه نموده اند و مبتنی بر منحنی تنش-کرنش بتن معمولی است، 
نمی توان برای آنالیز و طراحی ستون تقویت شده توسط FRP استفاده نمود. در این تحقیق در ابتدا با استفاده از منحني 
تنش-کرنش بتن محصور شده که توسط محققین و آیین نامه ی ACI ارائه شده است، الگوریتمی برای تعیین ظرفیت 
محوری و خمشی ستون تقویت شده طراحی شد و با برنامه نویسی در محیط# Visual C پیاده سازی گردید. صحت این 
کار با مقایسه ی نتایج بدست آمده از برنامه نویسی با نتایج آزمایشگاهی بررسی و تائید گردید. در ادامه ی این تحقیق، 
برنامه نویسی طوری توسعه داده شد که بتوان از آن جهت بهینه سازی طراحی استفاده نمود. بدین صورت که با مشخص 
کردن ابعاد مقطع و میزان آرماتور موجود همراه با بار محوری و لنگر خمشی وارد بر ستون و هم چنین معرفی مشخصات 
ورق های FRP در دسترس به همراه قیمت آن ها، برنامه نویسی انجام شده می تواند مشخص کند که کدام نوع FRP در 

صورت استفاده، ضمن تامین ظرفیت خمشی و محوری مورد نیاز دارای حداقل قیمت نیز می باشد. 
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1- مقدمه
اجراي  جمله  از  مختلف  دلایل  به  بتن آرمه  سازه هاي  از  بعضي 
طراحي،  آیین نامه هاي  تغییر  یا  و  سازه  کاربري  تغییر  بتن،  نادرست 
نیاز به تقویت دارند. استفاده از کامپوزیت هاي FRP از دهه ی 1980 
به دلیل ویژگي هاي ممتاز آن هم چون نسبت مقاومت کششي به وزن 
بسیار بالا، مقاومت خوردگي و دوام مطلوب، سهولت در حمل ونقل و 
به کارگیري و نیز تغییر ناچیز ابعاد سازه، رونق زیادی پیدا  کرده است. 
دورپیچ نمودن ستون توسط ورق هاي FRP به دلیل محصور نمودن 
بتن، باعث افزایش مقاومت فشاري بتن و شکل پذیري ستون مي گردد. 
FRP را  بر روی ستون های تقویت شده توسط  انجام شده  تحقیقات 

می توان به 3 دسته ی کلی زیر تقسیم بندی نمود.

1-1 ستون تقویت شده تحت بار محوری خالص
شده  تقویت  ستون  روی  بر  شده  انجام  تحقیقات  اصلی  تمرکز 
بتن  تعیین منحنی تنش-کرنش  بار محوری خالص جهت  اثر  تحت 
تقویت شده می باشد و مجموع این تحقیقات را می توان به سه دسته 

تقسیم بندی نمود.
روی  بر  آزمایشگاهی  انجام تست های  با  از محققین  برخی  الف- 
منحنی  خالص،  محوری  بار  اثر  تحت  شده  تقویت  بتنی  نمونه های 
این  از  نمودند که  تعیین  با FRP را  بتن  محصور شده  تنش-کرنش 
جمله می توان به تحقیقات زیائو و وو بر روی نمونه های استوانه ای در 
سال 2000 ]1[، صافی و همکاران بر روی لوله های FRP و نمونه های 
استوانه ای در سال 1999 ]2[، توتانجی بر روی نمونه های استوانه ای 

در سال 1999 ]3[ اشاره نمود. 
ب- برخی دیگر از محققین با استفاده از نتایج آزمایشگاهی خود و 
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یا سایر محققین به ارائه ی مدل ریاضی برای منحنی تنش-کرنش بتن 
از این جمله می توان به مدل های  با FRP پرداختند که  تقویت شده 
ارائه شده توسط لم و تنگ بر روی نمونه های دایره ای در سال 2009 
 ،]5[  2003 سال  در  دایره ای  نمونه های  روی  بر  تنگ  و  لم   ،]4[
سامان و همکاران بر روی نمونه های استوانه ای در سال 1998 ]6[، 
سعادت منش و همکاران بر روی نمونه های استوانه ای در سال 1994 
]7[، میرمیران و همکاران بر روی نمونه های استوانه ای و مربعی در 
سال 1998 ]8[، فردیس و خلیلی بر روی نمونه های دایره ای در سال 
1981 ]9[ و عبدالفتاح برروی نمونه های مربعی در سال 2018 ]10[ 

اشاره نمود. 
ج- برخی از محققین نیز تلاش نمودند با مدل سازی و با استفاده 
از نرم افزارهای اجزای محدود منحنی تنش-کرنش بتن محصور شده 
توسط FRP را بدست آورند؛ که از این جمله می توان به وو و همکاران 
بر روی نمونه های دایره ای در سال 2009 ]11[، کوکسال و همکاران 
و  ملوار   ،]12[ در سال 2009  و مستطیلی  مربع  نمونه های  روی  بر 
و  لی   ،]13[  2004 سال  در  استوانه ای  نمونه های  روی  بر  همکاران 
همکاران بر روی نمونه های استوانه ای در سال 2003 ]14[، میرمیران 
و همکاران بر روی نمونه های استوانه ای و مربعی در سال 2000 ]15[ 
نمونه های مربعی در سال 2018  بر روی  و مستوفی نژاد و همکاران 

]16[ اشاره نمود.

1-2- ستون تقویت شده تحت اثر نیروی محوری و لنگر خمشی 
یک محوره

با انجام تست های آزمایشگاهی و اعمال  الف- برخی از محققین 
نیروی محوری و لنگر خمشی یک محوره بر روی ستون های تقویت 
لنگر خمشی  و  محوری  نیروی  اندرکنش  منحنی های   ،FRP با  شده 
می توان  جمله  این  از  که  نمودند  تعیین  ستون ها  آن  برای   (M-P)

به تحقیقات یزدچی و هادی بر روی ستون های دایره ای توخالی در 
سال  در  مستطیلی  نمونه های  روی  بر  حراجلی   ،]17[  2009 سال 
در  مستطیلی  نمونه های  روی  بر  همکاران  و  بوسیاس   ،]18[  2005
استوانه ای در سال  نمونه های  بر روی  یو  و  سال 2004 ]19[، شیخ 
2002 ]20[ و یوگای کائو بر روی نمونه های دایره ای در سال 2018 

]21[ اشاره نمود.
ب- برخی دیگر از محققین با استفاده از نتایج آزمایشگاهی خود 

و یا سایر محققین و با بهره گیری از معادلات همسازي و تعادل مشابه 
می شود،  انجام  تقویت  بدون  بتن آرمه  ستون هاي  مورد  در  که  آنچه 
منحنی M-P را بدست آوردند که از این جمله می توان به تحقیقات 
 ،]22[  2009 سال  در  دایره ای  نمونه های  روی  بر  همکاران  و  روکا 
بر  استوانه ای در سال 2007 ]23[، هادی  نمونه های  بر روی  هادی 
روی نمونه های دایروی در سال 2006 ]24[، پسیکی و همکاران بر 
روی نمونه های با مقطع دایره ای و مربعی در سال 2001 ]25[ اشاره 

نمود.
ج- برخی از محققین نیز با استفاده از نرم افزارهای اجزای محدود 
و  محوری  بار  اثر  تحت  شده  تقویت  بتنی  نمونه های  مکانیکی  رفتار 
لنگر خمشی یک محوره را بررسی و نتایج آزمایشگاهی و نتایج حاصل 
را   M-P منحنی  و  نموده   مقایسه  یکدیگر  با  را  عددی  محاسبات  از 
روی  بر  زاکی  تحقیقات  به  می توان  این جمله  از  که  آوردند،  بدست 
نمونه های مستطیلی در سال 2013 ]26[، بوهو و همکاران بر روی 
نمونه های مستطیلی در سال 2011 ]27[، مستوفی نژاد و سعادتمند 
بر روی نمونه های دایره ای و مستطیلی در سال 2004 ]28[، برقیان 

وهمکاران بر روی نمونه های دایره ای ]29[ اشاره نمود.

1-3- ستون تقویت شده تحت اثر بار محوری و لنگر خمشی دو 
محوره

بارگذاری  ترکیبات مختلف  اثر  بتن مسلح در  ستون های  معمولاً 
تحت تاثیر نیروی محوری و لنگر خمشی دو محوره قرار دارند. در اثر 
لنگر خمشی دو محوره تار خنثی بصورت مورب قرار می گیرد. رفتار 
اعضای تحت اثر بار محوری و لنگر خمشی دو محوره تقویت شده با 
 FRPیکی از موضوعات مهم تحقیقاتی در سال های اخیر می باشد، از 

انجام گرفته در این زمینه که تعداد آن نیز محدود  جمله تحقیقات 
می باشد، می توان به موارد زیر اشاره نمود.

روی  بر  آزمایشگاهی  تست های  انجام  با  محققین  از  برخی  الف- 
لنگر  و  نیروی محوری  اثر  با FRP تحت  تقویت شده  بتنی  نمونه های 
خمشی دو محوره، رفتار ستون بتنی تقویت شده را مورد بررسی قرار 
مربعی  نمونه های  بررسی  به  سال 2015  در  وهمکاران  دوندار  دادند. 
بتنی مسلح و بتنی مسلح با الیاف فولادی دورپیچ شده با FRP تحت 
اثر نیروی محوری و لنگر خمشی دو محوره پرداختند ]30[. رهایی و 
اکبر پور در سال 2014 مطالعه ی آزمایشگاهی بر روی ستون های بتن 
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با FRP تحت زوایای مختلف  با مقطع مستطیلی دورپیچ شده  مسلح 
و ضخامت های لایه های محتلف FRP در هر دو جهت قوی و ضعیف 
در سال 2013  و همکاران  پونورایی  دادند]31[.  قرار  بررسی  مورد  را 
آزمایشی بر روی ستون های بتن مسلح بلند و باریک با مقطع مستطیلی 
دورپیچ شده با FRP  با لایه های مختلف و جهات طولی و عرضی انجام 
دادند. آن ها با برنامه نویسی توانستند به منحنی های M-P که مطابقت 
خوبی با نتایج بدست آمده از آزمایشات داشتند، دست پیدا کنند ]32[. 
ب- برخی دیگر از محققین با استفاده از نتایج آزمایشگاهی خود 
با  تقویت شده  بتن  برای  ریاضی  ارائه ی مدل  به  یا سایر محققین  و 
روی  بر  مطالعه  با  در سال 2011  مدداوی  و  السید   FRPپرداختند. 

نمونه های دایره ای و مستطیلی، مدل تحلیلی برای پیش بینی ظرفیت 
باربری ستون های بتن مسلح تقویت شده با FRP را ارائه نمودند ]33[. 
آن ها  برای این کار از مدل لم و تنگ و ACI 440  استفاده نموده  اند. 
نمونه های  روی  بر  مطالعه  با   2008 سال  در  مونتی  و  الکساندری 
شکل پذیری  و  خمشی  ظرفیت  تعیین  برای  مدلی  مستطیلی، 
ستون های بتن مسلح تقویت شده و تقویت نشده تحت اثر بار محوری 
روش  بر  مبتنی  آن ها  مدل  کرده اند.  ارائه  محوره  دو  لنگر خمشی  و 

برسلر می باشد ]34[.
سعی  محدود  اجزای  برنامه ی  نوشتن  با  محققین  از  برخی  ج- 
 )M-P( نمودند منحنی های اندرکنش نیروی محوری و لنگر خمشی
این  از  کنند؛  تعیین  را   FRP توسط  بتن محصور شده  برای طراحی 
نمونه های  بر روی  زاکی در سال 2011  به تحقیقات  جمله می توان 

دایره ای اشاره نمود ]35[.

FRP 2- منحنی تنش-کرنش بتن محصور شده توسط
منحنی  با   FRP توسط  شده  محصور  بتن  تنش-کرنش  منحنی 
تنش-کرنش بتن معمولی متفاوت است؛ لذا از روابطی که آئین نامه ها 
ارائه  نشده(  )تقویت  معمولی  بتن آرمه  ستون  آنالیز  و  طراحی  جهت 
نموده اند و مبتنی بر منحنی تنش-کرنش بتن معمولی است، نمی توان 
برای آنالیز و طراحی ستون تقویت شده توسط FRP استفاده نمود. 
تلاش هاي فراواني در قالب تست هاي آزمایشگاهي و تحقیقات تئوري 
بتن  تنش-کرنش  منحني  جهت  مدلي  بیان  براي   1980 دهه ي  از 
محصور شده توسط FRP شروع شده و همچنان علیرغم گذشت نزدیک 
به 30 سال همچنان ادامه دارد. تاکنون بیش از 10 مدل براي بیان 

منحنی تنش-کرنش بتن محصور شده توسط FRP ارائه شده است ]7-
5, 3, 41-36[. از بین این مدل ها، مدل هایي که منحني تنش-کرنش 
را براي ستون هاي با مقطع دایره ای و مستطیلي ارائه نموده اند، مي توان 
به مدل هاي میرمیران و همکاران در سال 1997 ]39[، کمپیوني و 
میراگلیا درسال 2003 ]36[، لم و تنگ در سال 2003 ]5[ و مدل 
ارائه شده توسط ACI 440 در سال 2008 ]41[ اشاره نمود. در ادامه، 
روابط ارائه شده توسط این محققین برای منحنی تنش-کرنش ستون 

بتن آرمه با مقطع دایره ای و مستطیلی ارائه می شود.

2-1- ستون  با مقطع دایره ای
در صورتی که ستون بتن آرمه با مقطع دایره ای که توسط ورق های 
FRP به روش دورپیچ محصور شده است، تحت تاثیر فشار خالص قرار 

گیرد، کرنش های محوری در ستون در اثر نیروی فشاری ایجاد می شود؛ 
به خاطر ضریب پواسون، بتن دچار تغییر حجم جانبی می شود. این 
 FRP که توسط ( )lf تغییر حجم توسط فشار جانبی محصور کننده 
تنش   FRP داخل  در  ضمن  در  و  می گردد  ممانعت  می شود،  اعمال 
) ایجاد می شود. با توجه به رفتار خطی FRP می توان  )FRPσ کششی 
 FRP مدول الاستیسیته ی ، FRPE رابطه ی 1 را نوشت. در این رابطه، 

FRPε کرنش ایجاد شده در FRP می باشد. و 

FRP FRP FRPEσ ε= ×  )1(

شکل 1 تنش ها و نیروهای وارد به ورق FRP را نشان می دهد. با 
نوشتن معادله ی تعادل نیرو برای یک المان کوچک از FRP به طول 
 2 رابطه ی  از  استفاده  با  را   ( )lf فشار محصور شدگی  می توان   dx

تعیین نمود. در این رابطه، t ضخامت n ،FRP تعداد لایه های FRP و 
D قطر نمونه ی استوانه ای بتن می باشد. در لحظه ی نهائی که با پارگی 
، از رابطه ی 3 بدست  ( )lf FRP مواجه هستیم، میزان فشار جانبی 

و   FRP پاره شدگي  FRP, کرنش حلقوي  rupε رابطه،  این  می آید. در 
FRP, تنش پاره شدگی FRP می باشد. rupf

 
)2(

1 1
0

1
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منحنی تنش-کرنش بتن محصور شده توسط FRP در ستون های 
در شکل  آن  از  نمونه ای  که  دارد  دو خطی  حالت  دایره ای  مقطع  با 
2 مشاهده می شود. در قسمت خطی اول که تنش محوری کمتر از 
)' است، شیب نمودار شبیه  )cf مقاومت فشاری بتن محصور نشده 
که  زمانی  در   . 1( )cE E= نشده می باشد  بتن محصور  نمودار  شیب 
 '( )cf نشده  بتن محصور  فشاری  مقاومت  از  بیش تر  فشار محوری  
است، بتن ترک خورده و عملکرد محصور کنندگی FRP فعال می شود 
نیز  محصورکنندگی  فشار  مقدار   ،FRP محوری  کرنش  افزایش  با  و 
به طور خطی افزایش می یابد تا جائی که تنش در FRP به مقاومت 
کششی خود برسد. لحظه ی شکست مقطع با پاره شدن FRP همراه 
است. همان طور که در شکل 2 نشان داده شده است، مقاومت فشاری 
 ccuε ' و 

ccf با  به ترتیب  نهائی بتن محصور شده  و کرنش فشاری 
نشان داده می شود. همان طور که قبلًا عنوان شد، در این تحقیق از 

مدل هاي میرمیران و همکاران ]39[، کمپیوني و میراگلیا ]36[، لم 
و تنگ ]5[ و ACI 440 ]41[ استفاده می شود. در جدول 1 رابطه ی 
نحوه ی  هم چنین  و  شده  محصور  بتن   ( )cε کرنش  و   ( )cf تنش 
)' و کرنش متناظر  )ccf محاسبه ی مقاومت فشاری بتن محصور شده 
) بر اساس 4 مدل فوق  )ccuε با مقاومت فشاری بتن محصور شده 
ارائه شده است. لازم به ذکر است که  با مقطع دایره ای  برای ستون 
مدل ارائه شده توسط  ACI مبتنی بر مدل لم و تنگ ]5[ می باشد و 
همان طور که در جدول 1 مشاهده می شوذ، اختلاف مدل ACI و لم و 

ccuε می باشد. تنگ در نحوه ی محاسبه ی 

2-2- ستون  با مقطع مستطیلی
با  ستون های  در  کنندگی  محصور  فشار  توزیع  نحوه ی  و  میزان 
دایره ای  مقطع  با  ستون های  خلاف  بر  مربعی  و  مستطیلی  مقطع 
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شکل 1. تنش کششی ایجاد شده در FRP در اثر محصور نمودن هسته بتن
Fig. 1. Tensile stress FRP due to confinement of concrete core

FRP شکل 2. منحنی تنش کرنش بتن محصور شده توسط
Fig. 2. Stress-strain curve of FRPconfined concrete
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یکنواخت نمی باشد و میزان فشار محصورکنندگی در گوشه ها بیش تر 
منحنی  بیان  برای  محققین  معمولاً  است؛   کم تر  مقطع  وجوه  در  و 
تنش-کرنش بتن محصور شده توسط FRP در یک مقطع مستطیلی، 
تبدیل   D قطر  با  معادل  دایره ای  مقطع  یک  به  را  مستطیلی  مقطع 
می کنند و از همان روابط منحنی تنش-کرنش مقطع دایره ای استفاده 
ccuε از ضرایبی استفاده می شود  ' و 

ccf می کنند؛ فقط در محاسبه ی  
به این  تا به نوعی تاثیر شکل مقطع در نظر گرفته شود و اصطلاحاً 
 '

ccf ضرایب، ضریب شکل می گویند. در جدول 2 نحوه ی محاسبه ی 
مورد  برای هر 4 مدل  با مقطع مستطیلی  برای ستون های   ccuε و 
ارائه شده است. همان طور که در فوق نیز اشاره شد، در هر  مطالعه 
4 مدل، منحنی تنش-کرنش ستون با مقطع مستطیلی مشابه مقطع 

دایره ای است که در جدول 1 اشاره شده است. 
با مقطع  آرمه  بتن  در شکل 3 منحنی تنش-کرنش یک ستون 
که   25  MPa بتن  فشاری  مقاومت  با  و   400  mm ابعاد  به  مربعی 
مدول  MPa 3792و  مقاومت کششی  با   FRP ورق  لایه  یک  توسط 
شده است،  دورپیچ   0/33  mm و ضخامت   227  GPa الاستیسیته ی 
داده ده است. در شکل 3 علاوه  نشان  اشاره شده،  اساس 4 مدل  بر 
بر منحنی تنش-کرنش بتن محصور شده، منحنی تنش-کرنش بتن 
می شود،  مشاهده  که  همان طور  شده است.  ارائه  نیز  نشده  محصور 
منحنی تنش-کرنش بتن محصور شده و نشده کاملًا متفاوت می باشد.

از حداقل  FRP، استفاده  به گران بودن قیمت ورق های  با توجه 
اهداف  جزو  همیشه  بتن آرمه  ستون های  تقویت  جهت   FRP مصالح 

اصلی تقویت ستون محسوب می شود. هدف اصلی از تحقیق حاضر، 
بهینه سازی طراحی تقویت ستون های بتن آرمه با مقطع مستطیلی که 
توسط ورق های FRP به روش دورپیچ تقویت شده اند، می باشد. در این 
تحقیق با توجه به منحنی تنش-کرنش بتن محصور شده و استفاده 
و  محوری  ظرفیت  تعیین  روشی جهت  همسازی،  و  تعادل  روابط  از 
 FRP خمشی )در هر دو جهت( ستون بتن آرمه ی تقویت شده توسط
توسعه داده می شود و سپس نتایج آن با نتایج آزمایشگاهی که توسط 
این روش  انجام شده است، مقایسه می گردد و صحت  سایر محققین 
بررسی می شود و سپس روشی جهت بهینه سازی توسعه داده می شود. 
تقویت  بهینه  سازی  جهت  مشابهی  تحقیق   ]26[ همکاران  و  زاکی 

ستون با مقطع دایره ای انجام دادند. 

3-  روند انجام تحقیق و نتایج بدست امده
3-1- تعیین ظرفیت محوری و خمشی ستون بتن آرمه تقویت شده 

با مقطع مستطیلی با توجه به منحنی تنش-کرنش
3-1-1 ستون تحت اثر لنگر خمشی یک محوره

تحت  که   FRP توسط  شده  تقویت  مستطیلی  مقطع  یک  برای 
تار خنثای  قرار دارد،  لنگر خمشی یک محوره  و  نیروی محوری  اثر 
لحظه ی  در  می باشد.  افقی  به صورت   4 مطابق شکل   (N.A) مقطع 
فشاری  تار  دورترین  در  بتن  خُرد شدن  با  که  مقطع  نهائی  شکست 
همراه است، کرنش بتن به کرنش خرد شدگی بتن در حالت محصور 
) می رسد. توزیع کرنش در مقطع همان طور که در شکل  )ccuε شده 
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 نشده  محصور  بتن و  مدل 4 اساس بر FRP  توسط شده  محصور  بت کرنش-تنش   یمنحن . 3 شکل 

 
  

شکل 3. منحنی تنش-کرنش بتن محصور شده توسط FRP بر اساس 4 مدل و بتن محصور نشده
Fig. 3. Stress-strain curve of FRP confined concrete based on 4 models and unconfined concrete
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4 نشان داده شده است، به صورت خطی می باشد؛ بنابراین با توجه به 
) را که  )siε شکل 4 می توان کرنش i امین میلگرد موجود در مقطع 
id از دورترین تار فشاری قرار دارد،  با نوشتن تشابه در  به فاصله ی 
 ( )sif دیاگرام کرنش با استفاده از رابطه ی 4 تعیین نمود و تنش آن 
را نیز می توان با توجه به منحنی تنش-کرنش فولاد که یک منحنی 
دو خطی الاستوپلاستیک است، با استفاده از رابطه ی 5 تعیین نمود. 
c ارتفاع تار خنثی می باشد. بسته به مثبت یا منفی  در رابطه ی 4 ، 
یا کششی  فشاری  به صورت  میلگرد  تنش  میلگرد،  بودن کرنش هر 
) ناشی از i امین میلگرد با مساحت  )siF خواهد بود. نیروی ایجاد شده 
si می باشد و میزان لنگر خمشی ایجاد شده در مقطع  sif A siA برابر 

 siy si می باشد که در آن  siF y ناشی از میلگرد حول محور x برابر 
فاصله ی i امین میلگرد تا مرکز پلاستیک مقطع است.

i

i

ccu
si ccu

si

c dc
c d c

ε ε ε
ε

−
= → = ×

−
 )4(

å yisi sis ff E= × ≤  )5(

برای محاسبه ی نیروی فشاری مقطع ناشی از بتن، مقطع مطابق 
المان  jامین  کرنش  می شود.  المان بندی  نواری  صورت  به   4 شکل 
ejd از دورترین تار فشاری قرار دارد را می توان  ) که به فاصله ی  )ejε

از  با استفاده  با توجه به شکل 4  با نوشتن تشابه در دیاگرام کرنش 
) را با توجه به منحی تنش- )ejf رابطه ی 6 تعیین نمود و تنش آن 

که  فشاری  نیروی  بنابراین  آورید؛  بدست  شده  محصور  بتن  کرنش 

 '
ejf b y∆ ، برابر  ( )ejF ناشی از jامین المان در مقطع ایجاد می شود 

المان می باشند.  به ترتیب عرض و ضخامت  b' و   می باشد که 
x ناشی از نیروی فشاری ایجاد  میزان لنگر خمشی که حول محور 
ejy فاصله ی jامین المان تا مرکز  ej می باشد که  ejF y می شود، برابر 
پلاستیک مقطع است. لازم به ذکر است تنش المان هایی که تحت اثر 

کرنش کششی قرار دارند، برابر صفر در نظر گرفته می شود.

å å ejccu
ej ccu

ej ej

c dc
c d c

ε
ε

−
= → = ×

−
 )6(

) و لنگر خمشی  )nP با توجه به توضیحات فوق، نیروی فشاری 
)nx که مقطع می تواند تحمل کند، برابر مجموع نیروها و لنگرهای  )M

خمشی است که ناشی از میلگردها و المان های مقطع ایجاد می شود؛ 
بنابراین می توان روابط 7 و 8 را نوشت.

'

1 1 1 1
n si ej si si ej

Nor Noe Nor Noe

i j i j
P F F f A f b y

= = = =
= + = + ∆∑ ∑ ∑ ∑  )7(

'

1 1
nx si si si ej ej

Nor Noe

i j
M f A y f b y y

= =
= + ∆∑ ∑  )8(

با توجه به روابط ارائه شده در فوق، الگوریتمی جهت تعیین ظرفیت 
FRP طراحی گردید و  محوری و خمشی ستون تقویت شده توسط 
این الگوریتم در محیط #Visual C برنامه نویسی و پیاده سازی شد. در 

4 
 

 

 
 محوره  یک  خمشیو لنگر  محوری نیرویتحت اثر   FRPمحصور شده توسط  یآرمه بتنمقطع  یک تنش و کرنش در  توزیع.  4 شکل 

  

شکل 4. توزیع تنش و کرنش در یک مقطع بتن آرمه ی محصور شده توسط FRP تحت اثر نیروی محوری و لنگر خمشی یک محوره
Fig. 4. Stress-strain distribution in RC section, confined with FRP, subjected to axial force and uniaxial bending moment
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برنامه نویسی انجام شده، منحنی های تنش-کرنش بتن محصور شده 
 ]41[  ACI 440 ،]5[ لم و تنگ ،]که توسط میرمیران و همکاران ]39
و کمپیونه و میراگلیا ]36[ ارائه شده است، برای برنامه معرفی شد؛ 
انجام شده این قابلیت را دارد که ظرفیت  به طوری که برنامه نویسی 
مقادیر  ازای  به  فوق  مدل   4 هر  برای  را  ستون  خمشی  و  محوری 
) محاسبه کند. در ضمن می توان منحنی  )c مختلف ارتفاع تار خنثی 
) را رسم نمود.  )n nM P− اندرکنش نیروی محوری – لنگر خمشی 
n برای ستونی که منحنی تنش-کرنش  nM P− در شکل 5 منحنی 
بتن محصورشده ی آن توسط ورق FRP در شکل 3 رسم شده است 
برای 1، 2، 3 و 4 لایه ورق FRP نشان داده شده است. همان طور که 
در این شکل مشاهده می شود، مشابه ستون های بتن ارمه ی معمولی 
n دارای  nM P− )تقویت نشده( در ستون های تقویت شده نیز منحنی 
دو شاخه )AB و BC( می باشد. نقطه ی B که وضعیت بالانس )متوازن( 
مقطع،  بالانس  معمولی وضعیت  بتن آرمه  مشابه ستون  است؛  مقطع 
زمانی رخ می دهد که در لحظه ی شکست مقطع که کرنش دورترین 
میلگرد  دورترین  کرنش  می رسد،  خردشدگی  کرنش  به  فشاری  تار 
) برسد. روکا  )yε کششی مقطع نسبت به تارخنثی به کرنش تسلیم 
و همکاران ]22[ نیز روابط ریاضی برای رسم منحنی اندرکنش نیروی 
این  البته  نمودند؛  ارائه  شده  تقویت  ستون  خمشی  لنگر  و  محوری 

محققین برای ناحیه ی کشش کنترل رابطه ای ارائه نکرده اند.
برای  شده  انجام  برنامه نویسی  و  الگوریتم  صحت سنجی  جهت 
تعیین ظرفیت محوری و خمشی ستون تقویت شده توسط ورق های 

و  یاکوبوچی  توسط  شده  انجام  آزمایشگاهی  تست های  از   ،FRP

همکاران ]42[، بوسیاس و همکاران ]19[ استفاده شد. این محققین 
 FRP توسط  تقویت شده  روی ستون های  بر  آزمایشگاهی  تست های 
دادند.  انجام  یک محوره  خمشی  لنگر  و  محوری  نیروی  اثر  تحت 
 3 در جدول  برای صحت سنجی  استفاده  مورد  نمونه های  مشخصات 
ارائه  بار محوری  اثر  را تحت  این محققین ستون ها  ارائه شده  است. 
شده در جدول 3 قرار دادند و ظرفیت خمشی ستون را با توجه به بار 
محوری وارده اندازه گیری کردند که نتایج آن در جدول 4 ارائه شده 
است. در تحقیق حاضر نیز با معرفی بارهای محوری مشابه با انچه که 
محققین اعمال کردند، ظرفیت خمشی ستون برای هر 4 مدل تعیین 
گردید که نتایج آن در جدول 4 ارائه شده است. در جدول 4 اختلاف 
بین نتایج بدست آمده از تست های آزمایشگاهی و برنامه نویسی انجام 

شده ارائه شده است.
نتایج  با  شده  انجام  برنامه نویسی  نتایج  کم  خطای  به  توجه  با 
از  شده  انجام  برنامه نویسی  که  نمود  استنتاج  می توان  آزمایشگاهی 
دقت کافی برای پیش گویی ظرفیت محوری و خمشی یک محوره ی 

ستون برخوردار است. 

3-1-2 ستون تحت اثر لنگر خمشی دو محوره
برای یک مقطع مستطیلی تقویت شده توسط FRP که تحت اثر 
نیروی محوری و لنگر خمشی دومحوره قرار دارد، تار خنثای مقطع 
(N.A) مطابق شکل 6 به صورت مورب می باشد. در لحظه ی شکست 

5 
 

 
 شده   تیتقو  نمونه ستون M-P  یمنحن.  5 شکل 
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شکل 5. منحنی M-P ستون نمونه تقویت شده
Fig. 5. M-P curve of a confined concrete column
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نهائی مقطع که با خُرد شدن بتن در دورترین تار فشاری همراه است، 
 ( )ccuε کرنش بتن به کرنش خرد شدگی بتن در حالت محصور شده 
می رسد. توزیع کرنش در مقطع همان طور که در شکل 6 نشان داده 
میلگرد  i امین  کرنش  بنابراین  می باشد؛  خطی  به صورت  است،  شده 
) که به فاصله ی  از دورترین تار فشاری قرار  )siε موجود در مقطع 

دارد، را می توان با نوشتن تشابه در دیاگرام کرنش با توجه به شکل 
) را با توجه به  )sif 6 با استفاده از رابطه ی 4 تعیین نمود و تنش آن 
منحنی تنش-کرنش فولاد که یک منحنی دو خطی الاستوپلاستیک 
از رابطه ی 5 تعیین نمود. در رابطه ی 4 ،  با استفاده  است، می توان 
کرنش  بودن  منفی  یا  مثبت  به  بسته  می باشد.  خنثی  تار  ارتفاع   c

 محوره یک مرکزیتتحت اثر خروج از  آزمایشگاهی   های تست هایمشخصات نمونه .

 لایه تعداد
FRP 

ft 
(mm) 

fuf
(MPa) 

fE 
(GPa) 

 
)%( 

yF
(MPa) 

'
cf 

(MPa) 

 مقطع  مشخصات
ExpP محقق نمونه کد 

CR
(mm) 

h
(mm) 

b
(mm) 

1 0/1 962 350/76 58/2 465 5/36 16 305 305 0/1290 IA2-a 

  و یاکوبوچی
 [42] همکاران

2 0/1 962 350/76 58/2 465 9/36 16 305 305 0/2231 IA3-a 

1 0/1 962 350/76 58/2 465 9/36 16 305 305 0/2231 IA4-a 

3 0/1 962 350/76 58/2 465 0/37 16 305 305 0/2237 IA5-a 

2 0/1 962 350/76 58/2 465 0/37 16 305 305 0/1308 IA6-a 

2 13/0 3450 230 83/0 560 1/18 13 250 500 0/112 BO2-b و بوسیاس 
 BO3-b 0/122 500 250 13 9/17 560 83/0 230 3450 13/0 5 [19] همکاران

b= مقطع، عرض h= مقطع، ارتفاع cR =مستطیلی، مقاطع در گوشه  شدگی گرد شعاع  '
cf =نشده، محصور بتن فشاری  مقاومت yf =تنش 

 FRP ورق ضخامت= FRP،  ft کششی مقاومت= FRP، fuf الاستیسیته مدول = fE مقطع، در موجود راتوآرم درصد=  آرماتور، تسلیم
  

جدول 3. مشخصات نمونه های تست های آزمایشگاهی تحت اثر خروج از مرکزیت یک محوره
Table 3. Specifications of experimental test specimens under eccentric load

 
 

 ده انجام ش  نویسیبرنامهبدست آمده از  نتایجبا   محققینانجام شده توسط   آزمایشگاهیتست  نتایج  ی مقایسه .
 M (kN.m) درصد خطا )%(

   کمپیونه محقق کد نمونه
 ومیراگلیا 

 میرمیران  لم و تنگ 
 ACI و همکاران

   کمپیونه
 میراگلیا و 

   میرمیران لم و تنگ 
 .ACI EXP و همکاران

25- 11- 10- 14- 6/183 2/206 6/207 3/200 229 IA2-a 

 و   یاکوبوچی
 [42]همکاران 

40- 16- 5- 18- 1/166 8/201 3/221 4/197 233 IA3-a 

31- 15- 3- 19- 1/166 6/189 8/219 9/183 218 IA4-a 

56- 22- 14- 24- 3/166 9/213 7/229 0/210 260 IA5-a 

33- 16- 13- 16- 9/184 9/212 8/216 4/211 246 IA6-a 

4 3 2 1 0/108 7/115 1/110 6/113 112 BO2-b و همکاران بوسیاس 
[19] 13- 3 7- 1 3/108 9/125 2/114 7/123 122 BO3-b 

 
  

جدول 4. مقایسه ی نتایج تست آزمایشگاهی انجام شده توسط محققین با نتایج بدست آمده از برنامه نویسی انجام شده
Table 4. Comparison of experimental test results performed by the researchers with programming
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بود.  خواهد  کششی  یا  فشاری  صورت  به  میلگرد  تنش  میلگرد،  هر 
siA برابر  ) ناشی از i امین میلگرد با مساحت  )siF نیروی ایجاد شده 
مقطع حول  در  ایجاد شده  لنگر خمشی  میزان  و  می باشد   si sif A

si می باشد که در  siF x si و  siF y y .به ترتیب برابر  x و  محورهای 
siy فاصله ی i امین میلگرد تا مرکز پلاستیک مقطع است.  six و  آن 
برای محاسبه ی نیروی فشاری مقطع ناشی از بتن، مقطع مطابق 
به  که  را   ( )ejε المان  امین   j کرنش  می شود.  المان بندی   6 شکل 
با نوشتن  را می توان  قرار دارد  تار فشاری  از دورترین   ejd فاصله ی 
از رابطه ی6  با استفاده  با توجه به شکل 6  تشابه در دیاگرام کرنش 
) را با توجه به منحی تنش-کرنش بتن  )ejf تعیین نمود و تنش آن 
امین  j محصور شده بدست آورید؛ بنابراین نیروی فشاری که ناشی از 
yej می باشد  xf × × ∆∆ ، برابر  ( )ejF المان در مقطع ایجاد می شود 
که حول  لنگر خمشی  میزان  می باشند.  المان  ابعاد   y∆ و   x∆ که 
y ناشی از نیروی فشاری ایجاد می شود، به ترتیب  x و  محورهای 
ejy فاصله ی j امین المان  ejx و  ej می باشد که  ejF x ej و  ejF y برابر 
تا مرکز پلاستیک مقطع است. لازم به ذکر است تنش المان هایی که 
تحت اثر کرنش کششی قرار دارند، برابر صفر در نظر گرفته می شود. 

nP و لنگرهای خمشی  با توجه به توضیحات فوق، نیروی فشاری 
) که مقطع می تواند تحمل کند، برابر مجموع نیروها و   , )nx nyM M

لنگرهای خمشی است که ناشی از میلگردها و المان های بتن مقطع 
ایجاد می شود؛ بنابراین می توان روابط 9 تا 11 را نوشت.

1 1 1 1
n si ej si cj

Nor Noe Nor Noe
si

i j i j
x yP F F f fA

= = = =
= + = +∑ ∑ ∆∑ ∆∑  )9(

1 1
nx si si si cj ej

Noe Noe

i j
M f xA y f y y

= =
∆= + ∆∑ ∑  )10(

1 1
ejny si si si ej

Nor Noe

i j
M yf x xf xA

= =
= +∑ ∆ ∆∑  )11(

تعیین  جهت  الگوریتمی  فوق،  در  شده  ارائه  روابط  به  توجه  با 
 FRP ظرفیت محوری و خمشی دو محوره ی ستون تقویت شده توسط
طراحی گردید و این الگوریتم در محیط #Visual C برنامه نویسی و 
پیاده سازی شد. در برنامه نویسی انجام شده، منحنی های تنش-کرنش 
لم و تنگ  بتن محصور شده که توسط میرمیران و همکاران ]39[، 
]5[، ACI 440 ]41[ و کمپیونه و میراگلیا ]36[ ارائه شده است، برای 
برنامه معرفی شد؛ به طوری که برنامه نویسی انجام شده این قابلیت را 
دارد که ظرفیت محوری و خمشی دو محوره ی ستون را برای هر 4 
) و زاویه ی تار  )c مدل فوق به ازای مقادیر مختلف ارتفاع تار خنثی 
خنثی محاسبه کند. در شکل 5 نمونه ای از صفحه ی گرافیکی ورود 

اطلاعات ارائه شده است.

6 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 محوره  دو یخمش لنگر و  یمحور  یرو ین اثر تحت   FRP توسط شده  محصور  یآرمه بتن مقطع ک ی در کرنش و  تنش عی توز . 6 شکل 
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شکل 6. توزیع تنش و کرنش در یک مقطع بتن آرمه ی محصور شده توسط FRP تحت اثر نیروی محوری و لنگر خمشی دو محوره
Fig. 6. Stress-strain distribution in RC section, confined with FRP, subjected to axial force and biaxial bending moment
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برای  شده  انجام  برنامه نویسی  و  الگوریتم  صحت سنجی  جهت 
تعیین ظرفیت محوری و خمشی ستون تقویت شده توسط ورق های 
FRP، از تست های آزمایشگاهی انجام شده توسط یوسف و همکاران 

استفاده   ]32[ همکاران  و  پونورایی  و   ]33[ ومداوی  السید   ،]43[
تقویت  بر روی ستون های  آزمایشگاهی  این محققین تست های  شد. 
شده توسط FRP تحت اثر نیروی محوری و لنگر خمشی دو محوره 
برای صحت سنجی  استفاده  مورد  نمونه های  مشخصات  دادند.  اتجام 

در جدول 5 ارائه شده است. این محققین ستون ها را تحت اثر خروج 
از مرکزیت های ارائه شده در جدول 6 قرار دادند و ظرفیت محوری 
ستون را با توجه به خروج از مرکزیت های فوق اندازه گیری کردند که 
نتایج آن در جدول 6 ارائه شده است. در تحقیق حاضر نیز با اعمال 
خروج از مرکزیت های مشابه با انچه که محققین اعمال کردند، ظرفیت 
محوری ستون برای هر 4 مدل توسط برنامه نویسی انجام شده تعیین 
گردید که نتایج آن در جدول 6 ارائه شده است. در جدول 6 اختلاف 

 محوره دو  تیمرکز از خروج  اثر  تحت ی شگاهیآزما  ی هاتست یهانمونه  مشخصات .
 لایه تعداد

FRP 
ft  

(mm) 
fuf  

(MPa) 
fE  

(GPa) 
  
)%( 

yf  
(MPa) 

´
cf  

(MPa) 

نمونه کد (mm) مقطع ابعاد  محقق 
cR  h  b  

1 381/0  870 4/65  5/1  550 0/20  10 150 120 M-R [33] مداوی  و السید 

1 381/0  870 4/65  26/0  500 0/29  - 70 70 Y-S1 
381/0 2 [43]  همکاران و یوسف  870 4/65  26/0  500 0/29  - 70 70 Y-S2 

3 381/0  870 4/65  26/0  500 0/29  - 70 70 Y-S3 
1 381/0  894 4/65  9/4  400 9/39  - 76 76 P1 همکاران و پونورایی 

 [32] 2 381/0  894 4/65  9/4  400 9/39  - 76 76 P2 
b= مقطع، عرض h= مقطع، ارتفاع cR =مستطیلی، مقاطع در گوشه  شدگی گرد شعاع  ´

cf =نشده، محصور بتن فشاری  مقاومت yf =
 لایه ضخامت= FRP ، ft کششی مقاومت= FRP، fuf الاستیسیته مدول = fE  مقطع، در موجود آرماتور  درصد=  آرماتور، تسلیم تنش

FRP  
  

جدول 5. مشخصات نمونه های تست های آزمایشگاهی تحت اثر خروج از مرکزیت دو محوره
Table 5. Specifications of experimental test specimens under biaxial load

 
 شده  انجام یسینوبرنامه با ن یمحقق توسط  شده انجام دومحوره یشگاهیآزما تست  ج ینتا ی سهیمقا .

 P (kN) )%( خطا درصد
ye 

(mm) 
xe 

(mm) 
  کمپیونه محقق نمونه کد

 و
 میراگلیا 

 تنگ  و لم
   رانمیرمی
 و

 همکاران

ACI 
   کمپیونه

 و
 میراگلیا 

 تنگ  و لم
   میرمیران

 و
 همکاران

ACI EXP. 

3 5- 2 7- 5/176 6/162 8/174 0/161 5/171 9/49 1/43 M-R 
 مداوی و السید
[33] 

38 4- 2- 4 6/27 3/19 7/19 7/20 20 21/51 21/51 1S-Y 
 همکاران  و یوسف

[43] 
40 2- 1 4 5/29 5/20 2/21 9/21 21 21/51 21/51 2S-Y 
28 11 10 6 6/27 8/23 1/23 8/22 5/21 21/51 21/51 3S-Y 
38- 4- 8 1 6/31 1/42 3/47 0/44 6/43 8/50 8/50 1S-P همکاران و پونورایی 

[32] 42- 1- 2- 4- 6/31 5/44 0/44 2/43 0/45 8/50 8/50 2S-P 
 
  

جدول 6. مقایسه ی نتایج تست آزمایشگاهی دومحوره انجام شده توسط محققین با برنامه نویسی انجام شده
Table 6. Comparison of experimental test results performed by the researchers under biaxial loading with programming
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بین نتایج بدست آمده از تست های آزمایشگاهی و برنامه نویسی انجام 
شده ارائه شده است. 

نتایج  با  شده  انجام  برنامه نویسی  نتایج  کم  خطای  به  توجه  با 
از  شده  انجام  برنامه نویسی  که  نمود  استنتاج  می توان  آزمایشگاهی 
برای پیش گویی ظرفیت محوری و خمشی دو محوره ی  کافی  دقت 
می شود،  مشاهده   6 در جدول  که  همان طور  است.  برخوردار  ستون 
مدل ACI نسبت به 3 مدل دیگر به طور متوسط خطای کم تری در 
تخمین ظرفیت مقطع دارد. 3 مدل دیگر دارای خطاهای بیش از %10 
نیز می باشند اما حداکثر خطای ACI در تخمین ظرفیت محوری %7 
است. السید ومداوی نیز مدلی ریاضی برای پیش بینی ظرفیت محوری 
و خمشی ارائه کردند. آن ها خطای مدل خود را 7% گزارش کرده اند 

.]33[

3-2- بهینه سازی تقویت ستون 
در بهینه سازی تقویت ستون با ورق های FRP همیشه این هدف 
نوعی  دسترس،  در   FRP ورق های  انواع  بین  از  که  می شود  دنبال 
تامین  ضمن  تقویت،  جهت  استفاده  صورت  در  که  کنیم  انتخاب  را 

ظرفیت خمشی و محوری مورد نیاز، دارای حداقل قیمت نیز باشد. 

3-2-1- ستون تحت اثر لنگر خمشی یک محوره
برای طراحی تعداد لایه ی ورق FRP برای تقویت ستون بتن آرمه 

uP قرار گرفته است،  uM و نیروی محوری  که تحت اثر لنگر خمشی 
به این روش عمل می شود که منحنی اندرکنش نیروی محوری- لنگر 
 FRP ستون برای لایه های مختلف از ورق  (   )n nM Pϕ ϕ− خمشی 
مورد نظر بر اساس یکی از مدل های تنش-کرنش بتن محصور شده 
رسم می شود و سپس بار اعمالی به ستون  بر روی نمودار اندرکنش 
این نقطه داخل منحنی   اگر  به صورت نقطه ای نمایش داده می شود. 
بار  تحمل  انجام شده ظرفیت  تقویت  با  گیرد، ستون  قرار  اندرکنش 
انجام شده کافی  اعمالی را دارا می باشد و در غیر این صورت تقویت 
نمی باشد. از میان منحنی های قابل قبول، آن منحنی که به نقطه ی 
مورد نظر نزدیک ترین فاصله را داشته باشد، بهینه ترین روش تقویت 
منحنی  از  نمونه ای   8 شکل  در  می باشد.  موردنظر   FRP با  ستون 
نشان  اعمالی  باز  با  متناظر   A نقطه ی  همراه  به   (   )n nM Pϕ ϕ−

داده شده است. خطی که مبدا مختصات را به نقطه ی A متصل نموده 
OA به 

OD
است، منحنی را در نقطه ی D قطع نموده است. هر چه نسبت 

1 نزدیک تر باشد، طراحی بهینه تر خواهد بود. جهت مشخص نمودن 
نقطه ی D بر روی منحنی به این روش عمل می شود که از مبدا خطی 
تعیین می کنیم سپس  را   OA و شیب  A وصل می کنیم  نقطه ی  به 
بر روی منحنی طوری پیدا می کنیم که  را   C B و  دو نقطه ای مثل 
شیب OC و OD به ترتیب بیش تر و کم تر از شیب OA باشد. سپس 
تلاقی خط OA با BC تعیین می شود تا نقطه D بدست آید. لازم به 
OA در حقیقت همان نسبت تقاضا به ظرفیت 

OD
ذکر است که نسبت 

7 
 

 

 
 #Visual C طی مح  در  شده انجام یس ینوبرنامه  در  اطلاعات ورود یک یگراف یصفحه  . 7 شکل 

  

Visual C# شکل 7. صفحه ی گرافیکی ورود اطلاعات در برنامه نویسی انجام شده در محیط
Fig. 7. Graphic view for entering information in programming performed in Visual C# environment
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 است و در طراحی بهینه باید کم تر از 1 باشد و تا 
DemandD/C = )(
Capacity

انجام  برنامه نویسی  این که  به  توجه  با  باشد.   1 به  نزدیک  حدامکان 
با  را  تقویت شده  شده می توانست ظرفیت خمشی و محوری ستون 
دقت خوبی پیش بینی کند؛ لذا برنامه نویسی انجام شده طوری توسعه 
 FRP را برای لایه های مختلف از یک نوع D/C داده شد که مقدار 
مورد  تعداد لایه ی  آن، حداقل  به  توجه  با  و  کند  محاسبه  مشخص، 
نماید. در ضمن  را تعیین  اقتصادی شدن طراحی  بهینه و  برای  نیاز 
 FRP برنامه طوری توسعه داده شد که با معرفی مشخصات ورق های
در دسترس به همراه قیمت آن ها، برنامه نویسی انجام شده می تواند 
تامین  ضمن  استفاده،  صورت  در   FRP نوع  کدام  که  کند  مشخص 

ظرفیت خمشی و محوری مورد نیاز دارای حداقل قیمت نیز  باشد.
نمونه ای از بهینه سازی انجام شده در ادامه توضیح داده می شود. 
با  بتن آرمه  ستون  یک  بهینه سازی،  جهت  شده  انجام  مثال  نمونه ی 
مقطع مربعی به ابعاد 500×500 میلی متر با شعاع گرد شدگی گوشه 
قطر  با  میلگرد  عدد  با 12  که  می باشد  میلی متر  با 20  برابر   ( )cR

 400S نوع  از  استفاده شده  آرماتور های  مسلح شده  است.   20 mm

الاستیسیته ی  و مدول  مگا پاسکال  برابر 400  ( )yf تسلیم   تنش  با 
 '( )cf برابر 200000 مگا پاسکال می باشد. مقامت فشاری بتن  ( )sE  

) برابر  )cuε برابر 28 مگا پاسکال، کرنش خرد شدگی بتن تقویت نشده 
 0( )ε 0/003 و کرنش متناظر با مقاومت فشاری بتن محصور نشده 
ابعاد  با  اجرا  در  اشتباه  دلیل  به  این ستون  با 0/002 می باشد.  برابر 
400×400 میلی متر اجرا شده است. طبق محاسبات انجام شده این 

 kN.m 3450 و لنگر خمشی kN ستون می بایست بار محوری معادل
161 را تحمل نماید. جهت تقویت ستون از الیاف Kor-CFW از گروه 
 Sika از گروه کارخانجات  SikaCarbodurو Korea RE&Tکارخانجات
استفاده شد. FRP های مورد استفاده همگی از جنس کربن می باشند. 
با ورود اطلاعات فوق و معرفی مشخصات مصالح به برنامه و اجرای 
برنامه، نتایج ارائه شده در جدول 7 حاصل شده است. تعداد لایه های 
مورد نیاز که باید مورد استفاده قرار گیرد تا ستون بتواند بار محوری 
و لنگر خمشی را تحمل کند در جدول 7 ارائه شده است. در جدول 
7 مشخصات ورق های FRP و قیمت تمام شده آن ها ارائه  شده است. 
لایه   2 مختلف،  گزینه های  بین  از  می شود  مشاهده  که  همان طور 
FRP با ضخامت mm 0/255 حالت بهینه ی تقویت ستون برای این 

قیمت  مشاهده می شود  در جدول 7  که  زیرا همان طور  است؛  مثال 
تمام شده ی مصالح این نوع FRP نسبت به سایر FRP ها کم تر است. 
لازم به ذکر است که برای طراحی از منحنی تنش-کرنش ارائه شده 
توسط آئین نامه ی ACI ]41[ استفاده شده است. نحوه ی تعیین ضریب 
بتن آرمه ی  مشابه  شده  تقویت  بتن آرمه ی  در   ( )ϕ مقاومت  کاهش 
معمولی است؛ یعنی اینکه مطابق آئین نامه ACI در صورتی که کرنش 
) کم تر باشد  )yε ) از کرنش تسلیم  )tε دورترین میلگرد از تار خنثی 
ϕ و در  ) )مقطع در حالت فشار کنترل قرار دارد(، 0/65 =  )t yε ε≤

tε )مقطع در حالت کشش کنترل قرار دارد(  صورتی که  0/005 ≥ 
 ϕ yε مقدار   ≥ tε ϕ و در صورتی که 0/005 ≤  باشد، 0/9 = 

به صورت خطی بین 0/65 و 0/9 تغییر می کند. 8 
 

 
 

 

 (D/C) تیظرف به تقاضا نسبت نییتع  روش . 8 شکل 

B 
C 

D 

A 

O 
φMn Mu 

Pu 

φPn 

 

(D/C) شکل 8. روش تعیین نسبت تقاضا به ظرفیت
Fig. 8. Method for determination demand to capacity ratio (D/C)
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 نمونه ستون   تی تقو جهت شده  تمام  مت یق ازوین  مورد یهاهیلا تعداد و FRP یهاورق مشخصات .

 شده تمام قیمت
 متر یک برای  اجرا
 (ریال )  ستون طول 

 هر قیمت
  ورق مترمربع

FRP همراه به 
 (ریال )  اجرا

 یه تقاضا نسبت
 (D/C) ظرفیت

  مورد لایه تعداد
 FRP نیاز

 FRP مشخصات

  امتخض FRP تجاری  نام
(mm) 

  مدول 
  الاستیسیته
(MPa) 

  کششی مقاومت
(MPa) 

0000096  1000000 9789/0  6 086/0  230000 4900 Kor-
CFW150 

4000006  1100000 9979/0  4 111/0  230000 4900 Kor-
CFW200 

0000768  1200000 9768/0  4 131/0  230000 4900 Kor-
CFW230 

0000672  1400000 9835/0  3 166/0  230000 4900 Kor-
CFW300 

0005760  1800000 9804/0  2 255/0  230000 4900 Kor-
CFW450 

0000064  2000000 9610/0  2 293/0  230000 4900 Kor-
CFW530 

0000704  2200000 9395/0  2 337/0  230000 4900 Kor-
CFW600 

0000592  0000851  9854/0  2 166/0  340000 4600 Kor-
CFWH300 

0000640  1000000 9799/0  4 111/0  230000 3900 SikaWrap-
200C 

 
  

 نمونه ستون   تیتقو جهت ازین  مورد یهاهیلا تعداد و FRP یهاورق مشخصات .
 شده تمام قیمت
  یک برای  اجرا
 ستون طول  متر

 (ریال ) 

 مترمربع  هر قیمت
 به FRP ورق
 (ریال )  اجرا همراه

 یه تقاضا نسبت
 (D/C) ظرفیت

 لایه تعداد
 نیاز مورد

FRP 

 FRP مشخصات
 تجاری  نام

FRP ضخامت  
(mm) 

  مدول 
  الاستیسیته
(MPa) 

  کششی مقاومت
(MPa) 

6400000 1000000 963/0  4 086/0  230000 4900 Kor-
CFW150 

3520000 1100000 999/0  2 111/0  230000 4900 Kor-
CFW200 

2240000 1400000 969/0  1 166/0  340000 4600 Kor-
CFW300 

4800000 1000000 957/0  3 111/0  230000 3900 SikaWrap
-200C 

 

جدول 7. مشخصات ورق های FRP و تعداد لایه های مورد نیازو قیمت تمام شده جهت تقویت ستون نمونه
Table 7. Specifications of FRP sheets and the number of layers required and the cost to strengthen the sample column

جدول 8. مشخصات ورق های FRP و تعداد لایه های مورد نیاز جهت تقویت ستون نمونه
Table 8. Specifications of FRP sheets and the number of layers required to strengthen the sample column



نشریه مهندسی عمران امیرکبیر، دوره 51، شماره 6، سال 1398، صفحه 1241 تا 1260

1256

3-2-2- ستون تحت اثر لنگر خمشی دو محوره
برای طراحی تعداد لایه های مورد نیاز برای هر نوع FRP که تحت 
تاثیر نیروی محوری و لنگر خمشی دو محوره قرار دارد، الگوریتم به این 
صورت طراحی شد که برنامه به ازای مقادیر مختلف شیب تار خنثی 
، مجموعه ای از نیروهای محوری و لنگرهای  ( )c و ارتفاع تار خنثی 
( را به ازای هر  - - )nx ny nM M Pϕ ϕ ϕ  y x و  خمشی حول محور 
و  نیروها  از  این مجموعه   بین  و سپس  بدست می آورد   FRP از  لایه 
لنگرهای خمشی جستچو می کند. در این جستجو برنامه نویسی طوری 
انجام گرفته است که حداقل تعداد لایه که باید ستون تقویت شود تا 
ظرفیت خمشی و محوری ستون تقویت شده به میزانی که به برنامه 
معرفی می شود )مثلًا 3%( بیش تر از مقادیر متناظر نیروی محوری و 
لنگرهای خمشی وارد بر ستون باشد. با تعیین تعداد لایه ی مورد نیاز  
برای هر FRP می توان قیمت تمام شده ی تقویت ستون توسط آن نوع 
انواع  FRP را بدست آورد و به تبع آن می توان تعیین نمود که برای 

FRP های موجود کدام نوع در صورت استفاده دارای کم ترین قیمت 

تمام شده خواهد بود. 
نمونه ای از بهینه سازی انجام شده در ادامه توضیح داده می شود. 
با  بتن آرمه  ستون  یک  بهینه سازی  جهت  شده  انجام  مثال  نمونه ی 
 ( )cR گوشه  گردشدگی  شعاع  با  میلی مترمربع   500×500 ابعاد 
 mm قطر  با  میلگرد  عدد   12 با  که  می باشد  میلی متر   20 با  برابر 
20 مسلح شده است. آرماتور های استفاده شده از نوع 400S با تنش 
 ( )sE الاستیسیته ی  مدول  و  مگا پاسکال   400 برابر   ( )yf تسلیم 
)' برابر  )cf برابر 200000 مگا پاسکال می باشند. مقامت فشاری بتن 
) برابر با  )cuε 28 مگا پاسکال، کرنش خرد شدگی بتن تقویت نشده 
 0( )ε 0/003 و کرنش متناظر با مقاومت فشاری بتن محصور نشده 
ابعاد  با  اجرا  در  اشتباه  دلیل  به  این ستون  با 0/002 می باشد.  برابر 
400×400 میلی متر اجرا شده است. طبق محاسبات انجام شده این 
حول  خمشی  لنگر  و   142  kN برابر  محوری  بار  می بایست  ستون 
 kN.m برابر y 180- و لنگر خمشی حول محور kN.m برابر x محور
47/7 را تحمل کند. جهت تقویت ستون از الیاف Kor-CFW از گروه 
 Sika از گروه کارخانجات SikaCarbodur و Korea RE&T کارخانجات
استفاده شد. FRP های مورد استفاده همگی از جنس کربن می باشند.

و  برنامه  به  مصالح  مشخصات  معرفی  و  فوق  اطلاعات  ورود  با 
اجرای برنامه، نتایج ارائه شده در جدول 8 حاصل شده است. تعداد 

لایه های مورد نیاز که برای هر نوع FRP باید مورد استفاده قرار گیرد 
به  را تحمل کند در  لنگرهای خمشی  بار محوری و  بتواند  تا ستون 
ارائه  شده است. همان طور که   FRP همراه قیمت تمام شده آن  نوع
مشاهده می شود از بین گزینه های مختلف، 1 لایه FRP با ضخامت 
mm 0/166 حالت بهینه ی تقویت ستون برای این مثال است؛ زیرا 

قیمت تمام شده ی مصالح این نوع FRP نسبت به سایر FRP ها کم تر 
است. لازم به ذکر است که برای طراحی از منحنی تنش-کرنش ارائه 

شده توسط آئین نامه ی ACI ]41[ استفاده شده است.

4- نتیجه گیري
ستون های  تقویت  طراحی  بهینه سازی  حاضر،  تحقیق  از  هدف 
می باشد.  دروپیچ  روش  به   FRP ورق های  با  تقویت شده  بتن آرمه ی 
بدین منظور در ابتدا الگوریتمی مبتنی بر منحنی تنش-کرنش بتن 
 ACI آئین نامه ی  و  محققین  توسط  )که   FRP توسط  شده  محصور 
ارائه شده است( و معادلات تعادل و همسازی جهت تعیین ظرفیت 
محوری و خمشی )یک و دو محوره  ( ستون تقویت شده طراحی گردید 
از  یک  محوره  خمشی  لنگر  مورد  در  مقطع  نیروهای  محاسبه ی  در 
المان بندی  از  محوره  دو  لنگر خمشی  مورد  در  و  نواری  المان بندی 
 Visual C# محیط  در  شده  طراحی  الگوریتم  شد.  استفاده  مربعی 
برنامه نویسی  و  الگوریتم  صحت سنجی  جهت  گردید.  برنامه نویسی 
تست های  نتایج  با  برنامه نویسی  از  آمده  بدست  نتایج  شده،  انجام 
مقایسه  است،  شده  انجام  محققین  سایر  توسط  که  آزمایشگاهی 
گردید. نتایج بدست آمده نشان داد که خروجی های بدست آمده از 
آزمایشگاهی دارد. در  نتایج  با  انجام شده تطابق خوبی  برنامه نویسی 
بین 6 تست آزمایشگاهی که در مورد ستون تحت اثر خمش دو محوره 
مورد بررسی قرار گرفته است، حداکثر خطای بدست آمده بر اساس 
مدل ACI، لم و تنگ، میرمیران و همکاران و کمپیوني و میراگلیا به 
ترتیب برابر 7%، 11%، 10% و 38% می باشد و در مورد ستون تحت 
اثر خمش یک محوره، حداکثر خطاهای بدست آمده به ترتیب %24، 
 ،ACI 22%، 14% و 56% می باشد؛ این نتایج نشان می دهد که 3 مدل
میرمیران و همکاران و لم و تنگ تطابق خوبی با نتایج آزمایشگاهی 
انجام  برنامه نویسی  از  که  نمود  استنتاج  این طور  می توان  لذا  و  دارد 
شده که مبتنی بر معادلات تعادل و همسازی بر اساس منحنی تنش-

کرنش بتن محصور شده توسط FRP است، می توان برای پیشگویی 



نشریه مهندسی عمران امیرکبیر، دوره 51، شماره 6، سال 1398، صفحه 1241 تا 1260

1257

ظرفیت خمشی )یک و دو محوره( و نیروی محوری ستون بتن آرمه 
استفاده نمود. در این تحقیق هم چنین الگوریتمی جهت تعیین نسبت 
تحت  که   FRP توسط  شده  تقویت  ستون   (D/C) ظرفیت  به  تقاضا 
تاثیر نیروی محوری و لنگر خمشی )یک محوره و دو محوره( قرار دارد، 
توسعه داده شد و برنامه نویسی آن در محیط #Visual C انجام گرفت. 
 FRP بر اساس برنامه  نویسی انجام شده، امکان طراحی تعداد ورق های
 D/C  ≥  1 تا  گیرد  قرار  استفاده  مورد  ستون  تقویت  برای  باید  که 
که  داده شد  توسعه  برنامه نویسی طوری  گردید؛ سپس  فراهم  شود، 
بتوان از آن جهت بهینه سازی طراحی استفاده نمود؛ بدین صورت که با 
مشخص کردن ابعاد مقطع و میزان آرماتور موجود همراه با بار محوری 
و لنگر خمشی وارد بر ستون و هم چنین معرفی مشخصات ورق های 
FRP در دسترس به همراه قیمت آن ها، برنامه نویسی انجام شده این 

قابلیت را دارد که مشخص کند که کدام نوع FRP در صورت استفاده، 
ضمن تامین ظرفیت خمشی و محوری مورد نیاز، دارای حداقل قیمت 

نیز می باشد. 

فهرست علائم
علائم انگلیسی

cAmm2 مساحت بتن مقطع

eAmm2مساحت موثر بتن مقطع محصور شده

fAFRP مساحت

gAmm2 ،مساحت ناخالص مقطع

siAmm2 ،امین میلگرد i مساحت
bmm ،عرض مقطع
cmm ،ارتفاع تار خنثی

ECضریب کاهش مقاومت به جهت شرایط محیطی
Dقطر عضو فشاری با سطح مقطع دایره ای

id
فاصله ی  i امین میلگرد موجود در مقطع از دورترین تار 

mm ،فشاری

ejdmm ،امین المان مقطع از دورترین تار فشاری j  فاصله ی

cEMPa مدول الاستیسیته بتن

fEMPa ،FRP مدول الاستیسیته

2E
شیب قسمت دوم خطی نمودار تنش-کرنش بتن محصور 

MPa ،FRP شده با

sEMPa ،مدول الاستیسیته فولاد

ffMPa ،FRP میزان تنش در

lfMPa ،FRP ماکزیمم فشار محصور شدگی توسط

0f
عرض از مبدا بخش دوم نمودار تنش-کرنش بتن محصور 

MPa ،FRP شده با
´

cfMPa ،مقاومت فشاری بتن محصور نشده
´

ccfMPa ،مقاومت فشاری بتن محصور شده

rfMPa ،FRP فشار محصور شدگی توسط

fufMPa ،FRP مقاومت کششی

*
fuf

مقاومت کششی نهاییFRP ارائه شده توسط شرکت سازنده، 
MPa

ejfMPa ،امین المان مقطع j  تنش

sifMPa ،امین میلگرد i  تنش

yifMPa ،امین میلگرد i  تنش تسلیم

yfMPa ،تنش تسلیم میلگرد

ejFN ،امین المان مقطع j نیروی فشاری ناشی از

siFN ،امین میلگرد  i نیروی ایجاد شده ناشی از
hmm ،ارتفاع مقطع

ak
ضریب تاثیر شکل)هندسه( مقطع در تعیین مقاومت فشاری 

FRP بتن محصور شده با

bk
ضریب تاثیر شکل )هندسه( مقطع در تعیین کرنش نهایی 

FRP بتن محصور شده با

ikFRP ضریب تاثیر شکل )هندسه( مقطع در کاهش تنش در

sk
ضریب تاثیر شکل )هندسه( مقطع در محصور شدگی بتن با 

FRP

kε
ضریب تاثیر تفاوت کرنش پارگی در هنگام محصور شدگی با 

FRP کرنش پارگی در آزمایش کششی
nFRP تعداد ورق تقویت با

N.Aتار خنثای مقطع

nPN ،ظرفیت فشاری اسمی مقطع

ExpPN ،نیروی فشاری نمونه های آزمایشگاهی

uPN ،نیروی نهایی وارد بر مقطع

nxMN.mm ،x ظرفیت خمشی اسمی مقطع حول محور

nyMN.mm ،yظرفیت خمشی اسمی مقطع حول محور
rmm ،شعاع گردشدگی گوشه در مقاطع مستطیلی

ftmm ،FRP ضخامت لایه

ejx
فاصله ی j امین المان مقطح تا مرکز پلاستیک مقطع در 

mm ،xجهت محور

ejy
فاصله ی j امین المان مقطح تا مرکز پلاستیک مقطع در 

mm ،y جهت محور

six
فاصله ی i امین میلگرد در امتداد محور x تا مرکز پلاستیک 

mm ،مقطع
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siy
فاصله ی i امین میلگرد در امتداد محور y تا مرکز پلاستیک 

mm ،مقطع

ejymm ،امین المان تا مرکز پلاستیک مقطع j فاصله ی

siymm ،امین میلگرد تا مرکز پلاستیک مقطع i فاصله ی

علائم یونانی
ρ% ،نسبت مساحت آرماتور موجود به مساحت مقطع

0εکرنش متناظر با مقاومت فشاری بتن محصور نشده

cuεکرنش خرد شدگی بتن تقویت نشده

ccuεکرنش خرد شدگی بتن در حالت محصور شده

ejεامین المان مقطع j کرنش

fεFRP کرنش

feεFRP کرنش موثر در هنگام شکست

fuεFRP کرنش نهایی طراحی
*

fuε FRP کرنش نهایی

'
tε

کرنش نقطه ی تقلاقی قسمت اول و دوم  منحنی  تنش-
FRP کرنش بتن محصور شده با

siεامین میلگرد موجود در مقطع i  کرنش
x∆mm ،x عرض المان مستطیلی در جهت محور

y∆mm ،yعرض المان مستطیلی در جهت محور

fρدر مقطع FRP نسبت
ϕضریب کاهش ظرفیت مقطع
γضریب شکل منحنی تنش-کرنش

fΨ FRP ضریب کاهش مقاومت در
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