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تحلیل ارتعاشات عرضی پل های قوسی خرپایی پیچیده با استفاده از اعضای پیوسته
افشین مصلحی تبار*، حامد نجفی دهکردی

دانشکده عمران، دانشگاه تفرش، مرکزی، ایران

چکیده: مدل سازی و تحلیل پل های خرپایی قوسی به دلیل تعدد اعضا معمولًا بسیار زمان بر می باشد. در این مقاله به منظور 
کاهش زمان تحلیل و سهولت در مدل سازی، پل های خرپایی پیچیده با اعضای پیوسته تیری شبیه سازی شده اند. در واقع پیکره 
سه بعدی قوس خرپایی بر اساس معادلات حاکم بر رفتار خارج صفحه یک عضو تیر قوسی مدل سازی می شود. برای این منظور 
با استفاده از روش مانده های موزون، فرمول بندی اجزای محدود ترکیبی )سختی-نرمی( جدیدی ارائه شده است. جهت راستی 
آزمایی روش ارائه شده، ارتعاشات عرضی سه پل قوسی خرپایی تحت تاثیر یک شتاب نگاشت خاص مورد بررسی قرار گرفته 
است. مقایسه این نتایج، با نتایج حاصل از تحلیل دقیق تر توسط نرم افزار SAP2000 حاکی از آن است که روش تقریبی ارائه 
شده از دقت مناسبی در برآورد پاسخ شتاب و جابجایی برخوردار است. به علاوه، در روش ارائه شده تعداد اعضای بسیار کمتری 

جهت مدل سازی پل قوسی خرپایی استفاده شده که می تواند باعث تسهیل در طراحی اولیه پل گردد.
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مقدمه- 1
مورد  اخیر  دهه  چند  طی  در  پیچیده  پل های  دینامیکی  رفتار  بررسی   
در  همکاران  و  شاما1   .]1-6[ است  شده  گرفته  قرار  زیادی  محققان  توجه 
سال 2001، رفتار لرزه ای یک قسمت از پل نرت گرند آ یلند2 را مورد مطالعه 
نرم افزار  از  پیشنهادی  بعدی مدل  به منظور مدل سازی سه   .]2[ دادند  قرار 
نتایج  از  استفاده  با  مدلسازی  این  صحت  و  شد  استفاده   SAP2000
آزمایشگاهی ارتعاشات محیطی که به اندازه گیری فرکانس های طبیعی پل 
منجر شد، به اثبات رسید. ترکمانی و همکاران با استفاده از روش مود نرمال 
زلزله  نیروی  بیرمنگام، تحت تحریک  پل  دینامیکی خطی  رفتار  بررسی  به 
پرداختند ]5[. با این وجود، یک تحقیق کلی در مورد مطالعات انجام شده بر 
روی پل های خرپایی نشان می دهد که تعداد تحقیقات صورت گرفته بر روی 

پل های قوسی خرپایی محدود می باشد. 
در سال 1972، دیویس3 و همکاران ماتریس سختی یک المان محدود 
از روابط نیرو-تغییر مکان بدست آوردند ]7[. روابط بر اساس  با استفاده  را 
معادلات دیفرانسیل یک جز کوچک در حالت تعادل استاتیکی بدست آمده اند 

1 Shama
2 North grand Island
3 Davis

amoslehi@tafreshu.ac.ir :نویسنده عهده دار مکاتبات*

و اثر تغییر شکل های برشی نیز در نظر گرفته شده اند. یو و فهرنباخ4 در سال 
1981، یک المان قوسی اجزا محدود برای ارتعاش آزاد یک تیر قوسی افقی 
ارائه کردند که در آن از اثر تغییر شکل های برشی صرفه نظر شده است ]8[. 
در سال 2006، یون5 و همکاران در طی مقاله ای با توسعه مطالعه صورت 
صفحه  از  خارج  دینامیکی  رفتار  بررسی  به   ،]9[ یو6  و  کنگ  توسط  گرفته 
بر رفتار  نازک پرداختند ]10[. آن ها معادلات حاکم  با جدار  تیرهای قوسی 
تیرهای قوسی جدار نازک را با 7 درجه آزادی در هر گره  بدست آوردند که 
اثر وارپینگ نیز لحاظ شده است. در سال 2009، بو و همکاران یک المان 
اینرسی  نیروی  نیروی برشی عرضی،  اثر  نازک که در آن  تیر قوسی بسیار 
دورانی و نیروی اینرسی دورانی پیچشی در نظر گرفته شده است، ارائه کردند 
]11[.  ماتریس سختی با استفاده از انرژی کرنشی و تابع شکل های طبیعی 
حاصل  استاتیکی  تعادل  از  حاصل  دیفرانسیل  معادلات  از  انتگرال گیری  با 

گردیده اند.
ارائه یک روش نوین جهت تحلیل دینامیکی پل های  این مقاله  هدف 
قوسی خرپایی با استفاده از اعضای پیوسته می باشد. در این مقاله یک مدل 
سیستم پیوسته جهت جایگزینی پل قوسی خرپایی، شبیه سازی شده است. 

4 Yoo and Fehrenbach
5 Yoon
6 Kang and Yoo
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برای این منظور یک المان اجزا محدود قوسی به روش اجزا محدود ترکیبی 
تغییر  اثر  همچون  آثاری  فرمول بندی  فرآیند  در  شده است.  فرمول بندی 
شکل های برشی در نظر گرفته شده است تا بدین ترتیب روش پیشنهادی 
قادر به تحلیل پل های قوسی با دهانه های متفاوت می باشد. به منظور راستی 
آزمایی روابط، نتایج عددی سه تیر قوسی با هندسه متفاوت با نتایج خروجی 
نرم افزار SAP2000-ver14.2.2 مورد مقایسه قرارگرفته که حاکی از دقت 

قابل قبول روش پیشنهادی می باشد.

ایده آل سازی سیستم قوس خرپایی- 2
در  آن  جایگزین  پیوسته  قوسی  تیر  سیستم  و  قوسی  خرپایی  پل  مدل 
پارامتر های موثر جهت  ابتدا  شکل 1 نشان داده شده است. در این مطالعه 
بررسی رفتار خارج از صفحه تیر قوسی شامل، سختی خمشی، سختی برشی 
و سختی پیچشی شناسایی شده و با توجه به هندسه پل خرپایی قوسی و 
نقش اعضای مختلف، معادل سازی شده اند. این پارامترها بر اساس هندسه پل 
و مشخصات مکانیکی مصالح در پیوست ارائه شده اند ]12[. قابل توجه است، 
به منظور در نظر گرفتن اثر تغییر شکل های برشی از ضریبی جهت کاهش 
مشخصه سختی خمشی استفاده شده است. پس از ساده سازی مشخصات 
رفتاری یک مدل پل خرپایی قوسی به تیر قوسی، روشی کارآمد جهت تحلیل 
ارائه می گردد که مبتنی بر روش اجزای  دینامیکی مدل پیوسته ساده شده 

محدود ترکیبی با استفاده از باقیمانده موزون می باشد. 

شکل 1: الف( پل قوسی خرپایی شماره یک، ب( مدل سیستم جایگزین 
قوس خرپایی شماره یک

ماتریس سختی مدل سیستم جایگزین شده- 1- 2
عضو قوسی پیوسته و همچنین سیستم مختصات دکارتی مورد استفاده 
در شکل 2 نشان داده شده است. محور z در هر نقطه از طول تیر، مماس بر 
قوس  می باشد و محور های x و y منطبق برمحور مرکزی تیر قوسی و عمود 
بر محور z می باشند. شعاع اولیه قوس و زاویه موجود بین دو تکیه گاه مجاور 
نسبت به مرکز قوس، به ترتیب R و    نام گذاری شده اند و طول المان قوسی، 
نیروی گسترده وارد بر المان در جهت y، و لنگر پیچشی گسترده به ترتیب 
با نماد tz، fy ، s نشان داده شده اند. معادلات تعادل یک دهانه تیر قوسی 

تیمشنکو بدون ااحتساب اثر وارپینگ به صورت زیر بیان می گردد ]13[:
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لنگر  برشی،  نیروی  بیانگر  ترتیب  به   mz mx ، vyو   فوق  روابط  در 
خمشی حول محور x و لنگر پیچشی حول محور z می باشند.

شکل2 : عضو قوسی پیوسته

روابط سازگاری نیز با توجه به مرجع ]13[، به صورت زیر بیان می شود:
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که در آن  EIx سختی خمشی معادل شده، GJ سختی پیچشی و        
مقدار  زاویه پیچش حول محور z می باشد.

قوسی  تیر  صفحه  از  خارج  رفتار  بر  حاکم  معادلات  است  توجه  قابل 
جامعیت داشته و برای تمام تیرهای قوسی با مقاطع مختلف صادق و قابل 
اجرا می باشد. به منظور حل معادلات دیفرانسیل حاکم بر رفتار خارج از صفحه 
مانده موزون مورد  باقی  بر  ترکیبی مبتنی  اجزای محدود  تیر قوسی، روش 
استفاده قرارگرفته است. روش اجزای محدود ترکیبی به منظور کاهش مرتبه 
معادلات دیفرانسیل حاکم بر رفتار عضو قوسی انتخاب شده است. برای این 
منظور فرمول بندی براساس ترکیب معادلات تعادل )معادلات 1-1 تا 3-1( 

با معادله اول سازگاری )معادله 2-1( به صورت زیر انجام شده است:

zϕ
Fig. 1. (a) Truss arch bridge Model 1; 

(b) Simplified curved beam model

Fig. 2. Curved beam model
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در معادلات فوق مقدار mz  وابسته به متغیرهای  w،    بوده که بر 
اساس معادله )2-2( تعریف می شود.

توابع عمومیw،     و mx توسط توابع شکل به مقادیر گره ای متناظر 
W،     و  Mx مرتبط می شوند:
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در روابط فوق Nw،     و Nm توابع شکل هستند که به ترتیب تغییر 
لنگر  مکان در جهت عمود بر صفحه قوس، پیچش حول محور مماسی و 

خمشی موجود درگره ها را مطابق شکل1، تعمیم می دهند.
 جایگذاری معادله4 در معادلات )3-1(، )3-2( و )3-3( نتیجه می دهد:
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معادلات )3-1( تا )3-3( را می توان به شکل ماتریسی زیر نوشت:
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که اعضای ماتریس    )ماتریس ترکیبی سختی-نرمی( به صورت زیر 
نوشته می شود:
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به منظور تبدیل ماتریس ترکیبی سختی-نرمی     ، به شکل استاندارد 
ماتریس سختی می توان از روابط زیر استفاده کرد:

ijχ

11 12 13

21 22 23

31 32 33

y yf

z z zt

x x

k k k W V V
k k k M M
k k k M

φ
φ

+     
     = +    
         

)9(

که:
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در این مقاله، توابع شکل بصورت خطی مطابق زیر در نظر گرفته شده 
اند:
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ماتریس جرم مدل سیستم جایگزین شده:- 2- 2
برای مدل سازی جرم تیر قوسی، برای سادگی از ماتریس جرم متمرکز 

به صورت زیر استفاده شده است:
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ابعاد  و  می دهد  نشان  را  جایگزین  سیستم  مدل  گره های  تعداد   n که 
نیروهای  می باشد.  جایگزین  پیوسته  عضو  آزادی  درجه  با  برابر  ماتریس 
اینرسی عرشه با استفاده از ستون های خرپایی به روی قوس منتقل می شوند. 
در نتیجه جرم های متمرکز در i امین گره از مدل سیستم جایگزین برابرند با:

ip im mbL= )1-12(

i iz p im m h= )2-12(

)3-12(0
iym =

 b نظر،  مد  گره  با  متناظر  ارتفاع ستون خرپایی   hi فوق  روابط  در  که 
بین  فواصل  بیانگر   Li و  بتنی  عرشه  حجم  واحد  جرم   m عرشه،  عرض 

جرم های متمرکز مفروض می باشد.
ناچیز فرض  با جرم عرشه  مقایسه  در  اعضای قوس خرپایی  جرم کل 
شده و در نتیجه از نیروهای اینرسی حاصل از قوس خرپایی در جهت عمود 
بر صفحه صرفه نظر شده است. عرشه بتنی پل در مدل سازی لحاظ نگردیده 
است ولی جرم عرشه به نقاط روی قوس مطابق با روابط )12-1( تا )3-12(، 

منتقل شده است.

نتایج و بحث - 3
به منظور بررسی دقت روش ارائه شده، سه پل قوسی خرپایی بالاگذر 
تحت بار زلزله طبس مورد تحلیل قرار گرفته اند. دهانه پل ها بین 48 تا 192 
است.  شده  ذکر   1 جدول  در  آن ها  مشخصات  که  شده  گرفته  نظر  در  متر 
معادل سازی  بر  مبتنی  پیشنهادی  روش  از  استفاده  با  بار  یک  پل  سه  این 
قوس خرپایی به تیر های قوسی پیوسته مورد تحلیل قرار گرفته اند و بار دیگر 
نرم افزار توسط  بعدی  از پل خرپایی قوسی سه  به صورت یک مدل کامل 

SAP2000  مدل سازی شده اند. شکل 3 پل های قوسی مدل شده در نرم افزار 

SAP2000 را نشان می دهد. مشخصات رفتاری اعضای تیر قوسی جایگزین 

برای پل های مختلف با توجه به روابط ارائه شده در پیوست محاسبه شده و 
در جدول 2 ارائه گردیده است

جدول 1: مشخصات هندسی پل های قوسی خرپایی

)m( مقطع اعضای اصلیمشخصات هندسه

قوس 
خرپایی

طول 
دهانه

ارتفاع 
راس قوس

عرض 
قوس

اعضای دو سر 
مفصل

اعضای 
پیرامونی 

قوس

قوس 
1925082UNP140HEB180خرپایی 1

قوس 
631542UNP1402IPB260خرپایی 2

قوس 
48842UNP4002IPB700خرپای 3

جدول 2: مشخصات سختی مدل سیستم های جایگزین

مدل سیستم 
جایگزین

مشخصات سختی مدل سیستم جایگزین
 

567158804508225280000001مدل 1
2319587620792960000000/87مدل 2 
2300385100440150000000/69مدل 3

2( . )eqGJ N m2( . )eqEI N mλ

Table 2. Rigidity specifications of simplified models

Table 1. Geometrical specifications of truss arch bridges
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: SAP2000 شکل 3: پل های قوسی خرپایی مدل شده در نرم افزار
 الف( قوس خرپایی 1، ب( قوس خرپایی 2،

ج( قوس خرپایی 3

پس از مدل سازی، تحلیل دینامیکی تاریخچه زمانی تحت شتاب نگاشت 
زلزله طبس روی تمامی مدل ها انجام شده است. در تحلیل دینامیکی از روش 
استفاده شده است.  بتا،  برای ضریب  مقدار 0/25  با فرض   ]14[ بتا  نیومارک 
است.  اعمال گردیده  قوس ها  صفحه  بر  عمود  جهت  در  تنها  زلزله  نیروی 
ماتریس  و  جرم  ماتریس  از  نسبتی  صورت  به  میرایی  ماتریس  همچنین، 

سختی در نظر گرفته شده است ]15[.
از  یک  هر  دینامیکی  پاسخ  پیشنهادی،  روش  راستی آزمایی  منظور  به 
مدل های خرپایی قوسی با سیستم ساده سازی شده تیر پیوسته چه از لحاظ 
شتاب و چه از لحاظ جابجایی مقایسه شده است. نتایج در قالب پاسخ شتاب 
و جابجایی تاج قوس در شکل 4 با یکدیگر مقایسه شده اند. همانطور که از 
با مقادیر متناظر  اندازه ای  نتایج مدل ساده شده به  نمودارها مشخص است، 
در خرپایی قوسی مدل شده توسط نرم افزار SAP2000  نزدیک هستند که 
بنابراین برای تخمین مناسب تر از دقت روش  تشخیص آن ها دشوار است. 
 3 در جدول  روش،  دو  هر  به  تحلیل  از  پاسخ حاصل  بیشترین   پیشنهادی، 
4 مشخص  از جدول  که  همانطور  مقایسه شده اند.  یکدیگر  با  و  شده  آورده 
است، بیشترین تفاوت در جابجایی حدود شش درصد و در شتاب حدود هشت 

درصد می باشد.

)الف(

)ب(

Fig. 3. Truss arch bridges modeled in SAP2000; 
(a) Model 1; (b) Model 2; (c) Model 3
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)ج(
شکل 4: تحلیل دینامیکی تاریخچه زمانی: الف( مدل شماره 1، ب( مدل شماره 2، ج( مدل شماره 3

جدول 3: نتایج تحلیل دینامیکی تاریخچه زمانی

نرم افزار روش پیشنهادی
(Frame method)  SAP2000

مقدار خطا روش پیشنهادی نسبت به نتایج نرم افزار

تعداد کل مدل
المان ها

حداکثر 
جابجایی 

)m(

حداکثر شتاب 
)m/s2(

تعداد کل 
المان ها

حداکثر 
جابجایی 

)m(

حداکثر شتاب
)m/s2( 

خطای حداکثر در جابجایی 
)%(

خطای حداکثر در 
شتاب )%(

80/02291/44905000/02431/53415/765/55مدل 1
140/00330/95606400/00310/88536/457/99مدل 2
100/00130/50164600/001370/51185/101/99مدل 3

 نتیجه گیری- 4
 در این مقاله روشی ساده شده برای آنالیز پاسخ دینامیکی پل های قوسی 
ارائه شد.  از صفحه قوس  زلزله در جهت خارج  نیرو های  اثر  خرپایی تحت 
برای این منظور اعضای تیر قوسی پیوسته، جایگزین قوس خرپایی گردیدند. 
بر روش  تیر قوسی مبتنی  سپس فرمول بندی جهت تحلیل دینامیکی یک 
اجزای محدود ترکیبی ارائه گردید. به منظور راستی آزمایی روش ارائه شده، 
نتایج حاصل از روش پیشنهادی در تحلیل چند مدل پل خرپایی قوسی، با 
نتایج حاصل از نرم افزار SAP2000 مورد مقایسه قرارگرفتند. مقایسه نتایج 
حاکی از دقت مناسب روش پیشنهادی در تخمین پاسخ دینامیکی پل های 

خرپایی قوسی بود.

پیوست 
مشخصات هندسه سختی معادل شده خرپای قوس به صورت زیر نوشته 

می شود ]12[:

2)پ-1(
eqEI EAa=

( ) ( )1 20.5 / 2eqGJ a b la= + ∆ + ∆ )پ-2(

Fig. 4. Time-history dynamic analysis; (a) Model 1; (b) Model 2; (c) Model 3

Table 3. Results of time-history analysis
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)پ-3(

3

3 3

sin(2 )
2 4

sin(2 ) 0.5
2 4 3n

R
EI

R Ly
EI EI

θ θ

λ
θ θ

 − 
 =

  − + −   
   

که:

( )

( ) ( ) ( )( )

( )
( ) ( )

( )

1
1

1.52
1.53 2 3 2 2

2 2

2

3
1

12
1

2
1

11
2 1

1 1 18 1
4 1 2 2 2 1

2

1
1

1 24 1

aa l b a b

EA ab

bl a
b

EA ab

α

α α

α
α

αα

 
∆ = −  + 
        + + − − + +      + +       
 
 
 
 

 +
+ + − ++  +

( )

( )( )

( )
( )

1.52
1.53 3 2 2 2

2

2 2
1 2

1.52 2 3
1 2

22
1 2 1

1 2
4 211

1

2 1

aa b a b l

EA b

A a b A l

EA A b

α

α

    + + + + +        ∆ = −    +   
  
 

+ +
+

+

( )

( ) ( )

1.52 2 3

2
2 1

1 1.52
1.53 3 2 2 21 1 2

4 4 2

b l lA
A A

aa b a b l

α

 + +
 
 =

  + + + + +     

( ) ( )( ) ( )

1.52
2 3

1

2 1.5 1.52 2 2 2 3 3
1 2

8
2

4 4

aA l a

A a b b l A b l
α

    + +       =
+ + + + +

2
2

3 3
2

2 2
1 2

2
22 1

3 3 4n

b a
a n n by n n

EAb EA b

    +         = − + + +   
   

 
 

θ ،ترتیب عرض قوس خرپایی به   A2 A1، l ،   ،  aو  در روابط فوق  
زاوبه داخلی قوس، طول متوسط یک چشمه از خرپا مذکور، مساحت اعضای 
پیرامونی و مساحت اعضای دو سر مفصل می باشند. مقدار جابجایی چشمه 
با  پیچشی  نیروی  وجود  اثر  در    x و   y جهت  در  قوسی  خرپا  از  مفروض 
پارامتر های     و     بیان گردیده و پارامتر  yn معرف مقدار جابجایی درون 

صفحه تیر قوسی جایگزین شده برای خرپای قوسی می باشد.
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